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БАГАТОТОЧКОВI ЗАДАЧI ДЛЯ ЕВОЛЮЦIЙНИХ РIВНЯНЬ

Наведено огляд праць автора та його учнiв, що стосуються дослiдження в цилiндричних
областях коректної розв’язностi задач iз локальними багатоточковими умовами за часовою
змiнною для еволюцiйних рiвнянь i систем рiвнянь iз частинними похiдними (лiнiйних i слабко
нелiнiйних), якi, взагалi, є умовно коректними за Адамаром, а їх розв’язнiсть пов’язана з
проблемою малих знаменникiв.

The review of works of the author and his students concerning research in cylindrical domains
of correct solvability of problems with local multipoint conditions on the time variable for the
evolutionary partial differential equations and systems (linear and weakly nonlinear), which, in
general, are conditionally well-posed by Hadamard, and their solvability related to the problem of
small denominators is given.

1. Вступ. Серед некласичних задач для
рiвнянь iз частинними похiдними, якi актив-
но дослiджуються впродовж останнiх деся-
тирiч, важливе мiсце займають задачi з ба-
гатоточковими умовами за видiленою (часо-
вою) змiнною. Постановка таких задач ана-
логiчна до постановки багатоточкової зада-
чi для звичайних диференцiальних рiвнянь,
яка в найпростiшому випадку полягає у зна-
ходженнi розв’язку y(x) рiвняння

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)), x ∈ (a, b), (1)

який проходить через n заданих точок
(xi, Ai), i ∈ {1, . . . , n}, n ≥ 2, тобто задо-
вольняє умови

y(xi) = Ai,

i ∈ {1, . . . , n}, a ≤ x1 < · · · < xn ≤ b. (2)

Приклад задачi (1), (2) зустрiчаємо ще в
О. Кошi (задача про знаходження траєкторiї
комети за трьома її спостереженнями).

Якщо в умовах (2) вузли iнтерполя-
цiї xi+1, . . . , xi+k є близькими до точки
x0 ∈ [a, b], то в точцi x0 задають значення
похiдних y(s)(x), s ∈ {0, 1, . . . , k − 1}. При
цьому приходимо до багатоточкових умов iз
кратними вузлами iнтерполяцiї

y(xi) = Ai1, y′(xi) = Ai2, ..., y
(ri−1)(xi) = Airi

,

i ∈ {1, . . . , q}, r1 + · · ·+ rq = n. (3)

Задачi (1), (2) та (1), (3), а також їх уза-
гальнення вивчались i продовжують вивча-
тись у рiзних аспектах багатьма авторами,
починаючи вiд праць М. Пiконе [1], Я.Д. Та-
маркiна [2], Валле-Пуссена [3].

Дослiдження багатоточкових задач для
рiвнянь iз частинними похiдними розпоча-
лося значно пiзнiше. Вперше аналог зада-
чi (1), (2) для рiвнянь iз частинними похi-
дними був поставлений у 1963 роцi профе-
сором В.Я. Скоробогатьком (як тема канди-
датської дисертацiї) в такому формулюван-
нi: в областi Bp

T (див. п. 2) для лiнiйного не-
стацiонарного рiвняння порядку n за часом

L
( ∂

∂t
,

∂

∂x

)
u(t, x) = f(t, x) (4)

знайти розв’язок, який задовольняє умови

u(tj, x) = ϕj(x),

j ∈ {1, . . . , n}, 0 ≤ t1 < · · · < tn ≤ T. (5)

Задача (4), (5) полягає в знаходженнi
процесу, що описується рiвнянням (4), для
промiжку часу 0 ≤ t ≤ T, коли вiдомi його
стани (фотографiї) для n фiксованих момен-
тiв часу t = tj ∈ [0, T ].

Першi дослiдження задачi (4), (5) пока-
зали [4, 5], що ця задача, взагалi, не є ко-
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ректною за Адамаром (порушується умова
єдиностi розв’язку), якщо на розв’язок не
накласти додатковi умови; при цьому (на-
вiть за умов єдиностi) iснування розв’язку
в багатьох випадках (зокрема, для обмеже-
них областей) пов’язане з проблемами ма-
лих знаменникiв, для розв’язання яких при-
родним виявився метричний пiдхiд.

З проблемою малих знаменникiв уперше
зустрiвся П. Лаплас у задачах небесної ме-
ханiки в кiнцi 18 столiття при дослiдженнi
систем звичайних диференцiальних рiвнянь,
що описують рух планетних i супутникових
систем у ньютонiвських гравiтацiйних полях
[6]. Математично ефект малих знаменникiв
проявляється в тому, що в розв’язки рiвнянь
руху, якi зображуються рядами, входить не-
скiнченна кiлькiсть членiв iз коефiцiєнтами,
знаменники яких є як завгодно близькими
до нуля, що зумовлює розбiжнiсть цих ря-
дiв; iз динамiчної точки зору це означає, що
в рухах планет з’являються резонанснi ефе-
кти.

Дослiдження А. Пуанкаре з якiсної тео-
рiї звичайних диференцiальних рiвнянь по-
казали, що проблема малих знаменникiв ви-
никає також у таких задачах: про траєкторiї
на торi, про вiдображення кола на себе, про
стiйкiсть особливої точки типу центр.

Питання подолання негативного впливу
малих знаменникiв, про збiжнiсть рядiв, по-
в’язаних iз розв’язанням вказаних вище за-
дач, мало принциповий теоретичний хара-
ктер i довгий час залишалося нe розв’яза-
ним. У 1953–1954 рр. А.М. Колмогоров [7]
запропонував для розв’язання проблеми ма-
лих знаменникiв метричну концепцiю i в
усiй повнотi застосував її до задачi про рухи
на торi та в теорiї динамiчних систем.

У цих задачах (як i в задачах небесної
механiки) малi знаменники мають вигляд
лiнiйних форм (ω, k) = ω1k1 + . . . + ωpkp,
ω ∈ Rp, k ∈ Zp. Iдея метричного пiдходу по-
лягала в наступному: 1) враховувалось, що
для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rp)
векторiв ω виконуються оцiнки [8]

|(ω, k)| ≥ C(|k1|+ . . . + |kp|)−δ,

C > 0, δ > p, k ∈ Zp\{(~0)}; (6)

2) аналiз збiжностi рядiв з малими знамен-
никами проводився лише для тих ω, якi за-
довольняють оцiнки (6).

Метрична концепцiя застосовувалась та-
кож при дослiдженнi стiйкостi розв’язкiв
звичайних нелiнiйних диференцiальних рiв-
нянь [8, 9] та в теорiї апроксимацiї фун-
кцiй наближеннями Паде [10]. Зауважимо,
що встановлення оцiнок вигляду (6) є за-
дачею метричної теорiї чисел (див., напри-
клад, [11–13]).

У данiй працi висвiтлено результати до-
слiджень автора та його учнiв, що стосую-
ться коректностi та побудови розв’язкiв за-
дач iз багатоточковими умовами за часовою
змiнною для лiнiйних i слабко нелiнiйних
еволюцiйних рiвнянь i систем рiвнянь iз ча-
стинними похiдними в цилiндричних обла-
стях. При дослiдженнi багатьох iз цих за-
дач виникли малi знаменники складної не-
лiнiйної структури, якi ранiше не розгляда-
лись у метричнiй теорiї чисел. На основi ме-
тричного пiдходу було доведено теореми про
оцiнки знизу малих знаменникiв i встанов-
лено розв’язнiсть розглядуваних задач для
майже всiх (стосовно мiри Лебега) векто-
рiв, складених iз коефiцiєнтiв задачi та па-
раметрiв областi. Цi результати були отри-
манi завдяки спiвпрацi з науковою школою
з метричної теорiї чисел в Iнститутi матема-
тики НАН Бiлорусi, створеною академiком
В.Г. Спринджуком i очолюваною нинi про-
фесором В.I. Бернiком.

2. Позначення: x = (x1, . . . , xp) ∈ Rp,
dx = dx1 · · · dxp, ∂/∂x = (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xp);
k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, |k| = |k1| + · · · + |kp|,
(k, x) = k1x1+· · ·+kpxp; s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp

+,
|s| = s1 + s2 + · · · + sp; ŝ = (s0, s1, . . . , sp) ∈
Rp+1

+ , |ŝ| = s0 + s1 + · · ·+ sp; Bp
T = {(t, x) : t ∈

(0, T ), x ∈ Rp}, Ωp
2π = (R/2πZ)p – p-вимiрний

тор; Qp
T = {(t, x) : t ∈ (0, T ), x ∈ Ωp

2π}; G ⊂
Rp – обмежена область iз достатньо гладкою
межею ∂G, DT = {(t, x) : t ∈ (0, T ), x ∈ G},
Γ = [0, T ] × ∂G; ~t = (t1, . . . , tn) ∈ [0, T ]n;
mesM , M ⊂ S, – мiра Лебега у просторi
S множини M ; dimM – розмiрнiсть Гаус-
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дорфа множини M ; [a] ({a}) – цiла (дро-
бова) частини числа a ∈ R, i =

√−1,
δj,q – символ Кронекера; Hq(Ω

p
2π), q ∈ R,

Eh,l(Ω
p
2π), h ∈ R, l ≥ 0, – гiльбертовi про-

стори функцiй ϕ(x) =
∑

k∈Zp

ϕk exp(ik, x) зi

скiнченними нормами

‖ϕ; Hq(Ω
p
2π)‖2 =

∑

k∈Zp

(1 + |k|)2q|ϕk|2,

‖ϕ; Eh,l(Ω
p
2π)‖2 =

∑

k∈Zp

exp
(
2h(1 + |k|)l

) |ϕk|2

вiдповiдно; Hn
q (Qp

T ) – банахiв простiр фун-
кцiй u(t, x) таких, що для кожного t ∈ [0, T ]
∂ju/∂tj ∈ Hq−j(Ω

p
2π) i є неперервною за t у

нормi простору Hq−j(Ω
p
2π), j ∈ {0, 1, . . . , n},

‖u; Hn
q (Qp

T )‖2 =

T∫

0

n∑
j=0

∥∥∥∥
∂ju

∂tj
; Hq−j(Ω

p
2π)

∥∥∥∥
2

dt.

3. Вiдомостi з теорiї чисел.
Лема 1 (Борель-Кантеллi [12]). Нехай

Aq, q = 1, 2, ..., – послiдовнiсть вимiрних

множин iз Rn, причому
∞∑

q=1

mesAq < ∞. То-

дi мiра Лебега множини точок iз Rn, що
потрапляють у нескiнченну кiлькiсть мно-
жин Aq, дорiвнює нулю.

Лема 2 (Бернiк [14]).Нехай функцiя f(x)
є n + 1 раз неперервно диференцiйовною на
вiдрiзку [a, b] i нехай для всiх x ∈ [a, b] є пра-
вильною нерiвнiсть |f (n)(x)| ≥ C1 > 0. То-
дi mes {x ∈ [a, b] : |f(x)| < ε, ε < C1} ≤
≤ C2(n) n

√
ε/C1.

Лема 3 (Iлькiв [5, 15]). Нехай f(y) :=
f(y1, . . . , yl) – дiйсна функцiя, неперервна
i досить гладка в обмеженiй однозв’язнiй

областi G ⊂ Rl, i нехай похiднi
∂|s|f(y)

∂ys1
1 . . . ∂ysl

l

,

|s| ≤ q, як функцiї однiєї змiнної ym, 1 ≤
m ≤ l, (при рештi фiксованих змiнних),
мають в областi G скiнченну кiлькiсть

нулiв. Якщо в G

∣∣∣∣
∂|q|f(y)

∂yq1

1 . . . ∂yql

l

∣∣∣∣ ≥ δ > 0,

qj ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , l}, |q| ≥ 1, то
mes {y ∈ G : |f(y)| < ε} ≤ C3(q,G) |q|

√
ε/δ.

Лема 4 (Пташник [5]). Нехай Φ(k) :=
Φ(k1, . . . , kp) – обмежена послiдовнiсть
дiйсних чисел. Тодi нерiвнiсть

∣∣∣∣Φ(k)− la

‖k‖

∣∣∣∣<
1

‖k‖p+1+ε
, 0 < ε < 1,

для майже всiх (стосовно мiри Лебега в
R) чисел a > 0 має не бiльше, нiж скiн-
ченну кiлькiсть розв’язкiв у цiлих числах
k1, . . . , kp, l, l 6= 0, |k| 6= 0.

Лема 5 (Симотюк [16]). Нехай
функцiя f(t) ∈ Cn([0, T ];C) i для
кожного t ∈ [0, T ] справджує умову
|f (n)(t) + a1f

(n−1)(t) + . . . + anf(t)| ≥ δ > 0,
де aj ∈ C, |aj| ≤ Aj, A > 0, j ∈ {1, . . . , n}.
Якщо yj(t) = Re f (j)(t), yn+1+j(t) =
Im f (j)(t), j ∈ {0, 1, . . . , n}, а кiлькiсть
точок межi множини E = {t ∈ (0, T ):
yj(t) ± yq(t) = 0, 0 ≤ j < q ≤ 2n + 1}
не перевищує K, то для довiльного ε,
0 < ε < δ/(2(n + 1)An), mes {t ∈ [0, T ]:
|f(t)| < ε} ≤ C4(n)(K + 1) n

√
ε/δ.

Лема 6 (Симотюк [16]). Нехай f(t) =
m∑

j=1

exp(λjt)hj(t), де λj ∈ C, λj 6= λq,

j 6= q, hj(t) – многочлен степеня nj − 1,
j ∈ {1, . . . , m}, n1 + · · · + nm = n. Якщо
yj(t) = Ref (j)(t), yn+1+j(t) = Imf (j)(t), j ∈
{0, 1, . . . , n}, i max

0≤j≤2n+1
|yj(t)| ≤ A, A > 0,

t ∈ [0, T ], то кiлькiсть точок межi мно-
жини E = {t ∈ (0, T ) : yj(t) ± yq(t) = 0,
0 ≤ j < q ≤ 2n + 1} не перевищує
C5(n, T ) max{1, A}.

Теорема 1 (Хiнчин [17]). Нехай f(x) –
додатна неперервна функцiя додатного ар-
гументу x, причому xf(x) – функцiя не-
зростаюча. Тодi нерiвнiсть |α − p/q| <
f(q)/q, α ∈ R, має для майже всiх (сто-
совно мiри Лебага в R) чисел α нескiнчен-
ну множину розв’язкiв у цiлих числах p i
q, q > 0, якщо при деякому c > 0 iнте-
грал

∫∞
c

f(x)dx розбiгається, i лише скiн-
ченну кiлькiсть розв’язкiв, якщо цей iнте-
грал збiгається.

Теорема 2 (Хiнчин [18]). Нехай цi-
ле n ≥ 1 i f(x) – додатна неперерв-
на функцiя додатного аргументу x, при-
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чому xfn(x) монотонно прямує до нуля
при x → ∞. Тодi система нерiвностей
max(|α1q−p1|, . . . , |αnq−pn|) < f(q) має для
майже всiх (стосовно мiри Лебага в Rn) на-
борiв дiйсних чисел (α1, . . . , αn) нескiнченну
множину розв’язкiв у цiлих числах q > 0,
p1, . . . , pn, якщо при деякому c > 0 iнтеграл∫∞

c
fn(x)dx є розбiжним, i лише скiнченну

кiлькiсть розв’язкiв, якщо цей iнтеграл збi-
гається.

Теорема 3 (Грошев [11]). Нехай m, p –
додатнi цiлi числа, f(x) – додатна не-
перервна функцiя, визначена при x > c,
xp−1fm(x) – монотонно спадна функцiя,
причому xpfm(x) → 0 при x → ∞. Тодi
для майже всiх (стосовно мiри Лебега
в Rmp) точок ω = (ωjr, j ∈ {1, . . . , m},
r ∈ {1, . . . , p}) mp-вимiрного евклiдо-
вого простору система нерiвностей
|ωj1a1 + · · · + ωjpap − bj| < f(a),
j ∈ {1, . . . , m}, де a = max

1≤r≤p
|ar|, має

нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв у цiлих
числах a1, . . . , ap, b1, . . . , bm, якщо iнте-
грал

∫∞
c

xp−1fm(x)dx є розбiжним, i лише
скiнченну кiлькiсть розв’язкiв, якщо цей
iнтеграл збiгається.

Теорема 4 (Ярнiк [19], Безiкович [20]).
Нехай A(ω) – множина чисел α ∈ R, для
яких нерiвнiсть |α − p/q| < q−ω, ω > 2,
має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв у цi-
лих числах p i q > 0. Тодi dim A(ω) = 2/ω.

Поняття “розмiрнiсть Гаусдорфа”, яке до-
зволяє розрiзняти множини рiзної потужно-
стi з нульовою мiрою Лебега, запроваджено
в працi [21] (див. також [5, 22]).

4. Двовимiрнi гiперболiчнi рiвнян-
ня зi сталими коефiцiєнтами. Вияснимо
спочатку питання про єдинiсть розв’язку ба-
гатоточкової задачi для рiвнянь iз частинни-
ми похiдними.

Приклад 1. Розглянемо в областi B1
T за-

дачу
(

∂

∂t
− λ1

∂

∂x

)(
∂

∂t
− λ2

∂

∂x

)
u(t, x) = 0, (7)

u(0, x) = g1(x), u(T, x) = g2(x), (8)

де {λ1, λ2} ⊂ R, λ1 6= λ2. Ця задача не мо-

же мати двох рiзних розв’язкiв тодi й тiль-
ки тодi, коли вiдповiдна однорiдна задача з
умовами

u(0, x) = u(T, x) = 0 (8′)

має лише нульовий розв’язок. Розв’язок за-
дачi (7), (8′) має вигляд u(t, x) = ϕ(x+λ1t)+
+ψ(x+λ2t), де ϕ i ψ – двiчi неперервно дифе-
ренцiйовнi функцiї, якi задовольняють си-
стему рiвнянь

ϕ(x) + ψ(x) = 0,

ϕ(x + λ1T ) + ψ(x + λ2T ) = 0. (9)

Виключивши iз (9) функцiю ψ, отримуємо
для визначення ϕ рiвняння

ϕ(x + (λ1 − λ2)T )− ϕ(x) = 0, (10)

яке задовольняє довiльна перiодична фун-
кцiя ϕ(x) з перiодом ω = |λ2 − λ1|T. Отже,
задача (7), (8′) має нетривiальнi розв’язки

u(t, x) = ϕ(x + λ1t)− ϕ(x + λ2t), (11)

де ϕ(x) – довiльна перiодична функцiя з пе-
рiодом ω. Якщо розв’язок u(t, x) задачi (7),
(8′) шукати у класi функцiй, 2π-перiодичних
за x, то функцiя ϕ у формулi (11) повинна
бути двоякоперiодичною, тобто задовольня-
ти рiвняння (10) i рiвняння

ϕ(x + 2π)− ϕ(x) = 0. (12)

Якщо µ = ω/(2π) є рацiональним числом,
тобто µ = m/k, {m, k} ⊂ N, то довiльна
перiодична з перiодом ω1 = ω/m = 2π/k
функцiя ϕ(x) задовольняє рiвняння (10) та
(12) i задача (7), (8′) має нетривiальнi 2π-
перiодичнi за x розв’язки. Якщо µ – iрра-
цiональне, то неперервна функцiя ϕ(x), яка
має два несумiрнi перiоди, є сталою [23, c.29]
i задача (7), (8′) має в класi функцiй, 2π-пе-
рiодичних за x, лише тривiальний розв’язок.

Зауваження 1. Якщо в рiвняннi (7)
λ1 = λ2, то задача (7), (8) не може мати двох
рiзних розв’язкiв у класi функцiй, якi пря-
мують до нуля разом iз першою похiдною за
x при x → ±∞.
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Приклад 2. Розглянемо в областi B1
T за-

дачу з умовами (8) для рiвняння
2∏

j=1

(
∂

∂t
− λj

∂

∂x
− bj

)
u(t, x) = 0, (13)

де {λ1, λ2, b1, b2} ⊂ R, λ1 6= λ2. Виходячи iз
загального розв’язку рiвняння (13) u(t, x) =
exp(b1t)ϕ1(x+λ1t)+exp(b2t)ϕ2(x+λ2t), в яко-
му ϕ1, ϕ2 – довiльнi двiчi неперервно дифе-
ренцiйовнi функцiї, легко показати, що за-
дача (8′), (13) має нетривiальнi розв’язки

u(t, x) = (p(x + λ1t)− p(x + λ2t))×

× exp
(b1 − b2)x + (b1λ2 − b2λ1)t

λ2 − λ1

,

де p(x) – довiльна перiодична функцiя з пе-
рiодом |λ2 − λ1|T .

Якщо на розв’язок задачi (8), (13) накла-
сти умову 2π-перiодичностi за x, тодi ме-
тодом Фур’є можна показати, що: 1) при
b1 6= b2 задача не може мати двох рiзних
розв’язкiв; 2) коли b1 = b2, тодi для єдино-
стi розв’язку задачi необхiдно й досить, щоб
число |λ2 − λ1|T/(2π) було iррацiональним.

Зауваження 2. Якщо в рiвняннi (13)
b1 6= b2, то задача (8), (13) не може мати
двох рiзних розв’язкiв також у класi фун-
кцiй, якi прямують до нуля разом iз першою
похiдною за x при x → ±∞.

Надалi при розглядi задач iз багатоточко-
вими умовами за часовою змiнною наклада-
тимемо на розв’язок за просторовими змiн-
ними умови перiодичностi, майже перiоди-
чностi або умови типу Дiрiхле; замiсть фра-
зи “для майже всiх (стосовно мiри Лебега)”
будемо писати “для майже всiх”.

Аналог багатоточкової задачi для рiв-
нянь iз частинними похiдними вперше було
розглянуто в працi [4], де в областi Q1

T ви-
вчається задача з умовами

u(tj, x) = ϕj(x), j ∈ {1, . . . , n},
0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn ≤ T, (14)

для строго гiперболiчного рiвняння зi стали-
ми дiйсними коефiцiєнтами

n∑
s=0

as
∂nu

∂tn−s∂xs
= 0, a0 = 1. (15)

Вигляд областi Q1
T накладає умови 2π-

перiодичностi за змiнною x на шуканий
розв’язок i функцiї ϕj(x), j ∈ {1, . . . , n}.

Нехай λ1, . . . , λn – коренi рiвняння
n∑

s=0

asλ
n−s = 0, якi є дiйсними й рiзними, а

∆(k) := det ‖ exp(ikλqtj)‖n
j,q=1,

k ∈ Z \ {0}. (16)

Для єдиностi розв’язку задачi (14), (15) у
просторi Hn

n (Q1
T ) необхiдно й досить, щоб

справджувалась умова

∀k ∈ Z \ {0} : ∆(k) 6= 0. (17)

За умови(17) формальний розв’язок за-
дачi (14), (15) зображується рядом

u(t, x) = u0(t) +
∑

|k|>0

n∑
j,q=1

∆jq(k)

∆(k)
ϕjk×

× exp(ik(x + λqt)), (18)

де ϕjk = 1
2π

∫ 2π

0
ϕj(x) exp(−ikx)dx, u0(t) –

многочлен (n − 1)-го степеня, ∆jq(k) – ал-
гебричне доповнення елемента exp(ikλqtj) у
визначнику (16). Ряд (18), взагалi, є розбi-
жним, бо |∆(k)|, будучи вiдмiнним вiд нуля,
може набувати як завгодно малих значень
для нескiнченної кiлькостi k ∈ Z\{0}. Тому,
якщо не всi функцiї ϕj(x), j ∈ {1, . . . , n}, є
тригонометричними многочленами, iснува-
ння розв’язку задачi (14), (15) пов’язане з
проблемою малих знаменникiв.

Iз теореми 3.3 [5, гл. 5], доведеної
П.I. Штабалюком, випливає, що для майже
всiх векторiв ~t ∈ [0, T ]n нерiвнiсть

|∆(k)| ≥ C6|k|−n(n−1)/2−ε, ε > 0, (19)

справджується для всiх (крiм скiнченної
кiлькостi) k ∈ Z, де C6 – додатна стала,
що не залежить вiд k. На пiдставi (16),
(18), (19) отримуємо: якщо ϕj ∈ Hγ(Ω

1
2π),

γ > q + n(n − 1)/2, q ∈ R, j ∈ {1, . . . , n},
то для майже всiх ~t ∈ [0, T ]n iснує розв’язок
задачi (14), (15) iз простору Hn

q (Q1
T ), який

неперервно залежить вiд функцiй ϕj(x), j ∈
{1, . . . , n}.
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Для практики важливим є випадок зада-
чi (14), (15), коли

tj = (j − 1)t0, j ∈ {1, . . . , n}, (20)

де t0 = T/(n − 1). У цьому випадку ∆(k) =∏
n≥q>r≥1

(exp(ikλqt0)−exp(ikλrt0)), а формула

(18) записується так:

u(t, x) = u0(t) +
∑

|k|>0

n∑
q=1

Bkq×

×
n∏

r=1,r 6=q

exp(ik(x + λqt))

exp(ikλqt0)− exp(ikλrt0)
, (21)

де Bkq – лiнiйнi комбiнацiї чисел ϕjk,
j ∈ {1, . . . , n} iз рiвномiрно обмеженими за
k коефiцiєнтами.

Для єдиностi розв’язку задачi (14), (15),
(20) необхiдно й досить, щоб усi числа

βqr = (λq − λr)t0/(2π), n ≥ q > r ≥ 1, (22)

були iррацiональними.
Якщо всi числа (22) є iррацiональними,

то для довiльного цiлого k 6= 0

| exp(ikλqt0)− exp(ikλrt0)| > |kβqr −mqr(k)|,
n ≥ q > r ≥ 1, (23)

де mqr(k) ∈ Z i |kβqr −mqr(k)| < 1/2.
На пiдставi(21), (23) i теорем 1, 2, 4 отри-

муємо такi твердження: для майже всiх чи-
сел βqr ∈ R, n ≥ q > r ≥ 1, якщо
ϕj ∈ Hq+n(Ω1

2π), j ∈ {1, . . . , n}, або для май-
же всiх векторiв β = (βqr; n ≥ q > r ≥ 1) ∈
∈ Rn(n−1)/2, якщо ϕj ∈ Hq+1(Ω

1
2π),

j ∈ {1, . . . , n}, або для всiх чисел βqr ∈ R,
n ≥ q > r ≥ 1 (крiм множини, розмiр-
нiсть Гаусдорфа якої дорiвнює 2/c, c > 2),
якщо ϕj ∈ Hγ(Ω

1
2π), γ = q + (n − 1)(c − 1),

j ∈ {1, . . . , n}, iснує єдиний розв’язок за-
дачi (14), (15), (20) iз простору Hn

q (Q1
T ),

q ∈ R, який неперервно залежить вiд фун-
кцiй ϕj(x), j ∈ {1, . . . , n}.

Сформульованi вище результати пошире-
но [5, 24] на нестрого гiперболiчнi рiвняння
(15) та рiвняння з правою частиною, а та-

кож на рiвняння з молодшими членами
q∏

p=1

(
∂

∂t
− λp

∂

∂x
− bp

)mp

u(t, x) = 0, (24)

n∏
s=1

(
∂2

∂t2
− a2

s

∂2

∂x2
− c2

s

)
u(t, x) = 0, (25)

де {λp, bp, as, cs} ⊂ R, m1 + · · ·+mq = n, при-
чому для (25) розглянуто задачу з умовами

u(tj, x) = ϕj(x), tj = (j − 1)t0,

j ∈ {1, . . . , 2n}, 0 < t0 ≤ T/(2n− 1). (26)

При дослiдженнi задачi (14), (20), (24) ви-
явилось: 1) якщо всi числа bp, p ∈ {1, . . . , q},
є рiзними, то для довiльних t0 i λp, p ∈
{1, . . . , q}, iснує єдиний розв’язок задачi,
причому, при побудовi розв’язку не виника-
ють малi знаменники; 2) якщо при деяких
{p, r} ⊂ {1, . . . , q}, p 6= r, bp = br, то умови
єдиностi та iснування розв’язку аналогiчнi
до отриманих для задачi (14), (15), (20).

Для задачi (25), (26) встановлено умови
коректностi для майже всiх чисел t0 та до-
вiльних фiксованих as, cs, s ∈ {1, . . . , n}; при
цьому використано лему 4.

Зауваження 3. У деяких випадках мо-
жна добитись однозначної розв’язностi за-
дачi (4), (5), накладаючи на розв’язок дода-
тковi умови за часовою змiнною.

Це показано в [25, 26] на прикладi задачi

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0, (t, x) ∈ B1

T , (27)

u(t1, x) = 0, u(t2, x) = g(x), u(t3, x) = 0,

x ∈ R, 0 ≤ t1 < t2 < t3 ≤ T. (28)

Для єдиностi розв’язку задачi (27), (28) у
просторi C(B1

T ) необхiдно й досить, щоб
число α = (t2 − t1)/(t3 − t1) було iрра-
цiональним. Якщо g ∈ C5(R) – перiоди-
чна функцiя з перiодом 2(t3 − t1) така, що∫ 2(t3−t1)

0
g(x)dx = 0, то для майже всiх α ∈ R

iснує розв’язок задачi (27), (28) u(t, x) ∈
C2(B̄1

T ).
Результати дослiдження задачi (14), (15)

поширено на випадок кратних вузлiв iн-
терполяцiї [27, 28], коли замiсть (14)
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розглядаються умови ∂qj−1u/∂tqj−1|t=tj =
ϕj,qj

(x), qj ∈ {1, . . . , rj}, j ∈ {1, . . . , l},
0 ≤ t1 < · · · < tl ≤ T , r1 + · · · + rl = n,
2 ≤ l < n, а також на випадок задачi
[28, 29] з однорiдними умовами (14) i умо-
вами (20) для рiвняння вигляду (15) iз не-
лiнiйною правою частиною εf(t, x, u(t, x)),
ε ∈ C \ {0}.

5. Багатовимiрнi гiперболiчнi рiвня-
ння зi сталими коефiцiєнтами. Задачi з
умовами (5) та загальнiшими умовами

n−1∑
r=0

ar
∂ru(tj, x)

∂tr
= 0, j ∈ {1, . . . , n},

0 ≤ t1 < · · · < tn ≤ T, (29)

де ar ∈ R, r ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, a0 6= 0, для
гiперболiчного за Петровським рiвняння

∑

|ŝ|=n

Aŝ
∂nu

∂ts0∂xs1
1 · · · ∂x

sp
p

= f(t, x), (30)

в якому Aŝ ∈ R, An,(0) = 1, в областi Qp
T ,

p ≥ 2, вивчались у працях [5, 14, 30–
32]. Вигляд областi Qp

T накладає умови 2π-
перiодичностi за x1, . . . , xp на функцiї ϕj(x),
u(t, x) i f(t, x). Гiперболiчнiсть рiвняння
(30) означає, що для довiльного дiйсного
η = (η1, . . . , ηp) всi λ-коренi рiвняння

∑

|ŝ|=n

Aŝη
s1
1 · · · ηsp

p λs0 = 0 (31)

є дiйсними. Позначимо через λq(k),
q ∈ {1, . . . , n}, коренi рiвняння (31) при
ηr = kr/‖k‖, r ∈ {1, . . . , p}, k ∈ Zp \ {(0)}
(вони є рiвномiрно обмеженими зверху за k),
i припустимо, що для кожного k ∈ Zp \{(0)}
цi коренi є рiзними. Нехай

∆(k) := det ‖ exp(iλq(k)‖k‖tj)‖n
i,q=1. (32)

Для єдиностi розв’язку задачi (29), (30)
у просторi Hn

n (Qp
T ) необхiдно й досить, щоб

рiвняння ∆(k) = 0 та рiвняння

n−1∑
r=0

ar(iλq(k)‖k‖)r = 0, q ∈ {1, . . . , n}, (33)

не мали нетривiальних розв’язкiв у цi-
лих числах k1, . . . , kp. За умов (20) ви-
значник (32) обчислюється за форму-
лою ∆(k) =

∏
n≥q>m≥1

(exp(iλq(k)‖k‖t0) −
− exp(iλm(k)‖k‖t0)); при цьому для єдино-
стi розв’язку задачi (29), (30) у просторi
Hn

n (Qp
T ) необхiдно й досить, щоб (33) i рiвня-

ння (λq(k)−λm(k))‖k‖−(2π/t0)l = 0, n ≥ q >
m ≥ 1, не мали нетривiальних розв’язкiв у
цiлих числах k1, . . . , kp, l.

За умов єдиностi розв’язок задачi (29),
(30) формально зображується таким рядом:

u(t, x) =
∑

k∈Zp

∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ exp(i(k, x)),

де fk(t) = (2π)−p
∫
Ωp

2π
f(t, x) exp(−i(k, x))dx,

Gk(t, τ) – функцiя Ґрiна задачi
∑

|ŝ|=n
Aŝ(ik1)

s1 · · · (ikp)
spu

(s0)
k (t) = 0,

∑n−1

r=0
aru

(r)
k (tj) = 0, j ∈ {1, . . . , n}.

Iснування розв’язку задачi (29), (30) зi шка-
ли просторiв Hn

q (Qp
T ), q ≥ n, пов’язане

з проблемою малих знаменникiв, оскiль-
ки в формулi для Gk(t, τ) у знаменни-
ках є величини ∆(k), λq(k) − λm(k),∑n−1

r=0 ar(iλq(k)‖k‖)r, {q,m} ⊂ {1, . . . , n}, якi,
будучи вiдмiнними вiд нуля, можуть набу-
вати (за модулем) як завгодно малих зна-
чень для нескiнченної множини векторiв
k ∈ Zp. Якщо для деяких додатних ста-
лих M1,M2,M3, якi не залежить вiд k, i
{ν1, ν2, ν3} ⊂ N нерiвностi

|∆(k)| ≥ M1|k|−(ν1+ε/3), (34)
∣∣∣∣
n−1∑
r=0

ar(iλq(k)‖k‖)r

∣∣∣∣ ≥ M2|k|−(ν2+ε/3), (35)

n∏

l=1,l 6=q

|λq(k)− λl(k)| ≥ M3|k|−(ν3+ε/3), (36)

де q ∈ {1, . . . , n}, 0 < ε < 1, справджуються
для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв
k ∈ Zp, а f ∈ H0

α(Qp
T ), α = ν1 + ν2 + ν3 +

q + 1, то, за умов єдиностi, iснує розв’язок
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задачi (29), (30) iз простору Hn
q (Qp

T ), який
неперервно залежить вiд f(t, x).

Встановлено, що нерiвностi (36) справ-
джуються при ν3 = p(n − 1)/2 для май-
же всiх векторiв, складених iз коефiцiєн-
тiв Aŝ рiвняння (30), нерiвностi (35) – при
ν2 = p для майже всiх векторiв a = (a0,
a1, . . . , an−1) ∈ Rn, а нерiвнiсть (34) (у випад-
ку строгої гiперболiчностi рiвняння (30)) –
при ν1 = n(n− 1)p/2 для майже всiх векто-
рiв ~t ∈ [0, T ]n.

Зауваження 4. Якщо рiвняння (30) є
строго гiперболiчним, тобто всi λ-коренi рiв-
няння (31) є дiйсними i рiзними, то для всiх
k ∈ Zp \ {(0)} справджуються нерiвностi
|λq(k) − λl(k)| ≥ M, n ≥ q > l ≥ 1, де стала
M > 0 не залежить вiд k.

Iз вищесказаного випливає, що, за умов
єдиностi, розв’язок задачi (29), (30) iснує
для майже всiх векторiв, складених iз ко-
ефiцiєнтiв рiвняння (30), для майже всiх ве-
кторiв, складених iз коефiцiєнтiв умов (29)
i для майже всiх ~t ∈ [0, T ]n, якщо f(t, x) є
неперервною за t i достатньо гладкою за x.

Аналогiчнi результати отримано при до-
слiдженнi задачi (5), (30) в областi Bp

T ,
p ≥ 1, коли розв’язок шукається в класi
функцiй, майже перiодичних за просторови-
ми змiнними [5, 33, 34].

Наведенi в пунктах 4 i 5 результати по-
ширено [35] на гiперболiчнi за Петровським
у вузькому сенсi системи рiвнянь вигляду
(30), гiперболiчнi за Петровським рiвняння
з молодшими членами [5, 32, 36]

q∏
m=1

(
∂

∂t
−

p∑
s=1

λsm
∂

∂xs

−bm

)nm

u(t, x) = f(t, x),

n∏
s=1

(
∂2

∂t2
− a2

s∆ + c2
s

)
u(t, x) = f(t, x),

де {λsm, bm, as, cs} ⊂ R, n1 + · · · + nq = n,
∆ =

∑p
j=1 ∂2/∂x2

j , а також на рiвняння, гi-
перболiчнi за Гордiнгом [5], зi сталими ком-
плексними коефiцiєнтами

∑

|ŝ|≤n

Aŝ
∂|ŝ|u(t, x)

∂ts0∂xs1
1 · · · ∂x

sp
p

= f(t, x), (37)

де An,(0) 6= 0, для яких λ-коренi рiвняння

λn +
∑

|ŝ|≤n,
s0≤n−1

Aŝ(iξ1)
s1 · · · (iξp)

spλs0 = 0

для всiх ξ ∈ Rp справджують нерiвностi

Re(λj(ξ)) ≤ C7, j ∈ {1, . . . , n}, C7 ∈ R.

Укажемо ще на iнший пiдхiд при дослi-
дженнi задач вигляду (4), (5) у шарi Bp

T ,
який полягає у видiленнi певних класiв фун-
кцiй, де задача є однозначно розв’язною.

Такий пiдхiд був запропонований
В.М. Борок та її учнями [37, 38] при дослi-
дженнi в областi Bp

T задач iз локальними
(що узагальнюють умови Нiколеттi [5, c. 28;
39]) та нелокальними багатоточковими
умовами за часовою змiнною для лiнiй-
них систем еволюцiйних рiвнянь першого
порядку за часом зi сталими коефiцiєнтами.

П.I. Каленюк разом iз учнями [40–
42] розробив операцiйний метод (названий
диференцiально-символьним), що грунтує-
ться на узагальненiй схемi вiдокремлен-
ня змiнних, i застосував його, зокрема, до
розв’язання в областi Bp

T задач iз локальни-
ми багатоточковими умовами за часом для
еволюцiйних рiвнянь i систем рiвнянь. Ме-
тод дає можливiсть видiлити класи фун-
кцiй, в яких задача має єдиний розв’язок,
а також конструктивно побудувати розв’я-
зок. У працях [26, 43] диференцiально-
символьний метод застосовано при дослiд-
женнi в областi Bp

T задачi з умовами (5) для
рiвняння

n∏
m=1

(
∂

∂t
−

p∑
s=1

λsm
∂

∂xs

− bm

)
u = 0, (38)

де {bm, λsm} ⊂ R, u := u(t, x).
Позначимо: K(Ω), Ω ∈ Cp, – клас квазi-

полiномiв ψ(x) =
n∑

j=1

pmj
(x) exp(

∑p
r=1 αjrxr),

де pmj
(x) – полiном степеня mj ∈ Z+

за сукупнiстю змiнних x1, . . . , xp; αj =
(αj1, . . . , αjp) ∈ Ω; µ = (µ1, . . . , µp) ∈ Cp;

M̃ = {µ ∈ Cp :
p∑

s=1

(λsr − λsm)µs + (br − bm) =
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2πki/t0, {r,m} ⊂ {1, . . . , n}, r 6= m, k ∈
Z\ (0)}. Доведено, що якщо ϕj ∈ K(Cp \M̃),
j ∈ {1, . . . , n}, то в класi функцiй v(t, x),
якi для кожного фiксованого t ∈ (0, T ) на-
лежать до K(Cp \ M̃), iснує єдиний розв’я-
зок задачi (5), (20), (38), який визначається
формулою

u(t, x) =
n∑

j=1

ϕj

(
∂

∂µ

)
(Tj(t, µ) exp(µ, x))

∣∣∣∣
µ=(0)

,

де Tj(t, µ), j ∈ {1, . . . , n}, – мероморфнi
функцiї параметра µ, полюси яких нале-
жать до множини M̃ .

6. Гiперболiчнi рiвняння зi змiнними
коефiцiєнтами. У працях [5, 44] дослiдже-
но в областi Qp

T коректну розв’язнiсть задачi
з умовами (5) для рiвняння

n∏
m=1

(
∂

∂t
−

p∑
s=1

λsm(t)
∂

∂xs

− bm(t)

)
u(t, x) = 0,

де λsm(t) i bm(t) – дiйснi та m − 1 раз не-
перервно диференцiйовнi в промiжку 0 ≤
t ≤ T , а також конструктивно побудовано
її розв’язок у виглядi ряду Фур’є за просто-
ровими координатами. Цi результати поши-
рено [5, 45] на загальнiше рiвняння

q∏
m=1

(
∂

∂t
−

p∑
s=1

λsm(t)
∂

∂xs

− bm(t)

)nm

×

×u(t, x) = 0, (39)

де λsm(t) i bm(t) – дiйснi та
m∑

r=1

nr − 1

раз неперервно диференцiйовнi в [0, T ],
n1 + · · ·+ nq = n. Розглянуто також частин-
ний випадок задачi (5), (39), коли справ-
джуються спiввiдношення (20) i λsm(t) =
λs(t) + asm, bm(t) = β(t) + bm, s ∈ {1, . . . , p},
m ∈ {1, . . . , q}, де {asm, bm} ⊂ R, для яко-
го отримано ефективнiшi умови єдиностi та
iснування розв’язку.

Якщо всi числа bm, m ∈ {1, . . . , q}, є рi-
зними i ϕj ∈ Hr(Ω

p
2π), r ≥ n, j ∈ {1, . . . , n},

то для довiльних t0 i asm iснує єдиний
розв’язок задачi (5), (20), (39) iз простору

Hn
r (Qp

T ), який неперервно залежить вiд фун-
кцiй ϕj(x), j ∈ {1, . . . , n}.

Якщо деякi з чисел bm, m ∈ {1, . . . , q},
збiгаються: br = bs, r ∈ {r1, . . . , rα},
s ∈ {s1, . . . , sα}, r 6= s, то для єдиностi
розв’язку задачi (5), (20), (39) у просторi
Hn

n (Qp
T ) необхiдно й досить, щоб рiвняння

p∏
m=1

(amr − ams)t0km − 2πl = 0,

r ∈ {r1, . . . , rα}, s ∈ {s1, . . . , sα}, (40)

не мали нетривiальних розв’язкiв у цiлих
числах k1, . . . , kp, l, а для iснування розв’яз-
ку зi шкали просторiв Hn

m(Qp
T ), m ∈ R, по-

трiбно, щоб лiвi частини рiвнянь (40) погано
наближались нулем, тобто щоб для деякого
γ > 0 i для всiх (крiм скiнченної кiлькостi)
векторiв k ∈ Zp справджувались оцiнки

∣∣∣∣
p∏

m=1

(amr − ams)t0km − 2πl

∣∣∣∣ ≥ |k|−γ,

r ∈ {r1, . . . , rα}, s ∈ {s1, . . . , sα}. (41)

Iз теореми 3 випливає, що нерiвностi (41)
справджуються при γ > p/α для майже всiх
ω ∈ Rpα, де ω = ((amr − ams)t0/(2π); m ∈
{1, . . . , p}, r ∈ {r1, . . . , rα}, s ∈ {s1, . . . , sα}).

У працях [5, 46] дослiджено в Πp
T задачу

∑

|ŝ|≤2n

Aŝ

(
∂

∂t

)s0

Ls1
1 · · ·Lsp

p u(t, x) = 0, (42)

2n−1∑
r=0

ar
∂ru(tj, x)

∂tr
= ϕj(x),

j ∈ {1, . . . , 2n}, 0 ≤ t1 < · · · < t2n ≤ T, (43)
Lq

mu
∣∣
xm=0
xm=π

= 0, m ∈ {1, . . . , p},
q ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, (44)

де Aŝ, ar ∈ C, An,(0) 6= 0, a0 6= 0, Lm :=

Lm( ∂
∂xm

) = − ∂
∂xm

(pm(xm) ∂
∂xm

) + qm(xm),
m ∈ {1, . . . , p}. Встановлено умови ко-
ректностi задачi в припущеннi, що µ-
коренi рiвняння

∑
|ŝ|≤2n Aŝλ

s1
k1
· · ·λsp

kp
µs0 = 0

для всiх векторiв λk = (λk1 , . . . , λkp) справ-
джують нерiвностi Reµq(λk) ≤ C8, q ∈
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{1, . . . , 2n}, де cтала C8 ∈ R не залежить вiд
λk, а {λkr , kr ∈ N}, r ∈ {1, . . . , p}, – множина
власних значень задачi

Lrv(xr) = λv(xr), v(0) = v(π) = 0. (45)

Побудовано розв’язок задачi (42)–(44) у ви-
глядi ряду

u(t, x) =
∑

k∈Np

uk(t)vk1(x1) · · · vkp(xp),

де {vkr(xr), kr ∈ N}, r ∈ {1, . . . , p}, – множи-
на власних функцiй задачi (45).

Цi результати поширено [28, 47] в областi
DT на задачу з умовами (43) та умовами

Lmu(t, x)
∣∣
Γ
= 0, m ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, (46)

для строго гiперболiчного в DT рiвняння
n∑

s=0

As

(
∂

∂t

)2s

Ln−su(t, x) = 0, (47)

де L =
∑p

i,j=1
∂

∂xi
(hij(x) ∂

∂xi
) − c(x) – елi-

птичний в G диференцiальний вираз з до-
сить гладкими в G коефiцiєнтами, c(x) > 0,
As ∈ R, An 6= 0, для безтипних систем рiв-
нянь вигляду (47), а також для загальнiшо-
го, нiж (47), безтипного рiвняння, збуреного
нелiнiйним iнтегро-диференцiальним додан-
ком [28, 47, 48].

7. Параболiчнi рiвняння. У працях
[49, 50] задачi з умовами (5) в областi Qp

T

вивчались для рiвняння

L
(

∂

∂t
,

∂

∂x

)
u :=

n∑
s0=0

∑

|s|≤q

aŝ×

×
(

∂

∂t

)s0 ∂|s|u
∂xs1

1 · · · ∂x
sp
p

= f(t, x), (48)

де aŝ ∈ C, an,(0) 6= 0, яке є параболiчне
за Шиловим, тобто для кожного ξ ∈ Rp λ-
коренi рiвняння L(λ, iξ) = 0 справджують
нерiвнiсть max

1≤r≤n
Reλr(ξ) ≤ −C9‖ξ‖h +C10, де

C9, C10, h – додатнi сталi, а також для рiвно-
мiрно параболiчного за Петровським в обла-
стi Qp

T рiвняння
n∏

q=1

(
∂

∂t
−

p∑

m,l=1

am,l,q(t)
∂2

∂xm∂xl

−

−
p∑

m=1

bm,q(t)
∂

∂xm

− cq(t)

)
u = 0,

коефiцiєнти якого є достатньо гладкими
комплексними функцiями аргумента t.

Зокрема, для задачi (5), (48) доведе-
но, що для майже всiх векторiв, складе-
них iз коефiцiєнтiв рiвняння (48), i для май-
же всiх ~t ∈ [0, T ]n iснує єдиний розв’я-
зок з простору Cn([0, T ]; Eh,l(Ω

p
2π)), якщо

f ∈ C0([0, T ]; Eh,q(Ω
p
2π)), ϕj ∈ Eh,r(Ω

p
2π), де

l, q, r – деякi додатнi числа.
У працi [51] розглянуто задачу з умова-

ми (5), (44) для рiвняння вигляду (42) зi
змiнними за x коефiцiєнтами, рiвномiрно па-
раболiчного за Петровським в областi Πp

T ,
а в роботi [52] – задачу, аналогiчну задачi
(43), (46), (47), для рiвномiрно параболiчно-
го за Петровським рiвняння в областi DT . У
цих роботах розв’язок u(t, x) вiдповiдної за-
дачi будується у виглядi узагальненого ря-
ду Фур’є за системою ортогональних в Πp

чи в G функцiй змiнної x, а для знаходжен-
ня коефiцiєнтiв uk(t), k ∈ Zp, цього ряду ви-
користано фундаментальну систему розв’яз-
кiв вiдповiдного звичайного диференцiаль-
ного рiвняння (отриманого пiсля вiдокрем-
лення змiнних), побудовану за подiленими
рiзницями експонент. Це дало змогу, на вiд-
мiну вiд попередньо вказаних робiт, уникну-
ти при побудовi розв’язку задачi тих малих
знаменникiв, що є рiзницями коренiв хара-
ктеристичного рiвняння, яке вiдповiдає ди-
ференцiальному рiвнянню для uk(t).

Зауваження 5. На вiдмiну вiд бага-
тоточкових задач для гiперболiчних рiв-
нянь, де малi знаменники оцiнюються зни-
зу для майже всiх параметрiв задачi вира-
зами |k|−ω, ω > 0, k ∈ Zp \ {(0)}, а класи-
чний розв’язок задачi iснує, якщо вихiднi
данi належать вiдповiдним просторам Со-
болєва, при дослiдженнi багатоточкових за-
дач для параболiчних та безтипних рiвнянь i
систем рiвнянь виникають малi знаменники
складнiшої структури, якi оцiнюються зни-
зу виразами |k|−ω exp(−δ|k|γ), k ∈ Zp \{(0)},
де ω, δ, γ – додатнi числа; це вимагає для
iснування класичного розв’язку задачi, щоб
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правi частини рiвняння i умов належали до
вужчих класiв функцiй, зокрема у випадку
областi Qp

T , до просторiв C0([0, T ]; Eh,l(Ω
p
2π))

та Eh,l(Ω
p
2π) вiдповiдно.

8. Некласичнi типи рiвнянь. У пра-
цi [16] дослiджено задачу з умовами (5) в
областi Qp

T для безтипних, неiзотропних сто-
совно диференцiювання за змiнними t та x,
рiвнянь iз частинними похiдними зi сталими
коефiцiєнтами

∂nu

∂tn
+

n−1∑
j=0

An−j

(
∂

∂x

)
∂ju

∂tj
= f(t, x), (49)

де Aq(ξ) := Aq(ξ1, . . . , ξp) – многочлен iз ком-
плексними коефiцiєнтами, степiнь якого за
сукупнiстю змiнних ξ1, . . . , ξp не перевищує
Nq, q ∈ {1, . . . , n}. Запропоновано новий ме-
тод (порiвняно з [5, 31, 34]) доведення те-
орем про оцiнки знизу малих знаменникiв,
який базується на лемах 5 i 6. Для побудо-
ви коефiцiєнтiв Фур’є uk(t) розв’язку задачi
використано нормальнi фундаментальнi си-
стеми розв’язкiв вiдповiдних звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь, що дозволило (як i
в роботах [51, 52]) уникнути тих малих зна-
менникiв, що є рiзницями коренiв характе-
ристичних рiвнянь. Цi результати пошире-
но [53] на системи рiвнянь вигляду (49), а
також на багатоточкову задачу з кратними
вузлами для рiвняння (49).

У працях [26, 54] дослiджено задачi з умо-
вами (5) та (29) для рiвнянь високих по-
рядкiв iз сталими та змiнними за x кое-
фiцiєнтами, не розв’язаних вiдносно стар-
шої похiдної за часом (рiвнянь типу Со-
болєва) в областях Qp

T , Πp
T та DT . Роз-

глянуто лiнiйнi рiвняння, а також анало-
гiчнi рiвняння, збуренi нелiнiйним iнтегро-
диференцiальним виразом. При дослiджен-
нi цих задач появилися новi малi знаменни-
ки складної нелiнiйної структури, а також
рiзноманiтнi аспекти стосовно їх розв’язно-
стi, пов’язанi з розглядом рiзних спiввiдно-
шень мiж порядками диференцiальних ви-
разiв (за просторовими змiнними) при стар-
шiй та молодших похiдних за часом у роз-
глядуваних рiвняннях.

Ряд праць присвячено дослiдженню за-
дач з умовами (5) та (29) для лiнiйних рiв-
нянь iз псевдодиференцiальними (за змiн-
ними x1, . . . , xp) операторами зi сталими та
змiнними за t символами в областях Qp

T [26,
53] та Bp

T [32]. Зокрема, в [32] (як i в [55], де
вивчається задача з нелокальними багатото-
чковими умовами в областi Bp

T ) розглядаю-
ться псевдодиференцiальнi оператори з ана-
лiтичними символами та використовується
алгебра таких операторiв, розроблена в [56].

Задачi з нелокальними багатоточковими
умовами

M∑
j=1

∑

|ŝ|≤N

bj,m
ŝ

∂|ŝ|u(t, x)

∂ts0∂xs1
1 · · · ∂x

sp
p

∣∣∣∣
t=tj

= ϕm(x),

m ∈ {1, . . . , n}, 0 = t1 < · · · < tM = T,

в областi Qp
T для безтипних рiвнянь вигля-

ду (37) i систем таких рiвнянь зi сталими
та змiнними за t коефiцiєнтами дослiджено
в [57, §14; 58]. Тут вперше розглянуто ви-
падок (для рiвнянь зi сталими коефiцiєнта-
ми), коли вектор, складений iз коефiцiєнтiв
рiвняння, належить до деякого алгебрично-
го многовиду.

Багатоточковi задачi для лiнiйних еволю-
цiйних операторiв зi сталими та змiнними за
x коефiцiєнтами, що є композицiями гiпер-
болiчних i параболiчних операторiв, розгля-
дались у працях [59, 60].
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fférentielle linéaire du second orde. Determination
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