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ПРОСТОРИ ХЕРМАНДЕРА ТА ЕЛIПТИЧНI ЗАДАЧI

Стаття є оглядом сучасних результатiв, присвячених теорiї елiптичних операторiв i елi-
птичних крайових задач у гiльбертових шкалах, що складаються з функцiональних просторiв
Хермандера. Встановлено теореми про нетеровiсть та локальну регулярнiсть розв’язкiв. На-
ведено застосування до питань збiжностi спектральних розвинень за власними функцiями
елiптичних операторiв.

The paper is a survey of the modern results devoted to the theory of elliptic operators and
elliptic boundary–value problems on Hilbert scales that consist of Hörmander function spaces.
Theorems on the Fredholm property and local regularity of the solutions are established. Appli-
cations to a convergence of spectral expansions in eigenfunctions of elliptic operators are given.

Вступ. Ця стаття є оглядом недавнiх ро-
бiт [1–12], присвячених класам гiльбертових
функцiональних просторiв, якi мають iн-
терполяцiйну властивiсть щодо соболєвської
гiльбертової шкали. В оглядi систематично
викладено теорiю елiптичних операторiв i
елiптичних крайових задач у гiльбертових
шкалах просторiв Хермандера на основi ме-
тоду iнтерполяцiї з функцiональним пара-
метром. Наведено низку цiкавих її застосу-
вань, зокрема, в спектральнiй теорiї дифе-
ренцiальних операторiв.

Серед просторiв Хермандера [13, с. 54]
ми видiляємо клас гiльбертових iзотропних
просторiв

Hs,ϕ := H
〈·〉sϕ(〈·〉)
2 , 〈ξ〉 :=

(
1 + |ξ|2)1/2

. (∗)
Тут числовий параметр s є довiльним дiйс-
ним, а функцiональний параметр ϕ – повiль-
но змiнним за Караматою [14, с. 10] на не-
скiнченностi. Наприклад, за ϕ можемо взяти
логарифмiчну функцiю, її iтерацiї, довiльнi
їх степенi та добутки. Клас просторiв (∗) мi-
стить у собi соболєвську гiльбертову шкалу
{Hs} ≡ {Hs,1}, прив’язаний до неї число-
вим параметром i ширший, нiж соболєвська
шкала. Його природно називати уточненою
соболєвською шкалою.

Вона має важливу властивiсть: кожний
простiр Hs,ϕ є результат iнтерполяцiї з вiд-
повiдним функцiональним параметром па-

ри соболєвських просторiв Hs−ε и Hs+δ, де
ε, δ > 0. Цей параметр є правильно змiн-
ною функцiєю на нескiнченностi (за Кара-
матою [14, с. 9]) порядку θ ∈ (0, 1), а саме,
θ := ε/(ε + δ). Бiльше того, клас просторiв
(∗) замкнений вiдносно такої iнтерполяцiї.

Таким чином, простори Хермандера Hs,ϕ

мають iнтерполяцiйну властивiсть стосов-
но соболєвської гiльбертової шкали. Це зна-
чить, що будь-який лiнiйний оператор, обме-
жений у кожному з просторiв Hs−ε i Hs+δ,
є обмежений i у просторi Hs,ϕ. Iнтерполя-
цiйна властивiсть грає тут вирiшальну роль.
Вона дає змогу встановити важливi власти-
востi уточненої соболєвської шкали, якi до-
зволяють застосувати її в теорiї елiптичних
рiвнянь. Так, за допомогою iнтерполяцiї до-
водиться, що простори Hs,ϕ, як i соболєв-
ськi простори, iнварiантнi вiдносно дифео-
морфних перетворень Rn. Це дозволяє ко-
ректно визначити простори Hs,ϕ на гладких
многовидах, оскiльки запас розподiлiв i то-
пологiя в них не залежать вiд вибору набо-
ру локальних карт, якi покривають много-
вид, та вiдповiдного розбиття одиницi. Такi
простори необхiднi в теорiї елiптичних опе-
раторiв на многовидах i в теорiї елiптичних
крайових задач.

Завдяки своїм iнтерполяцiйним власти-
востям простори Hs,ϕ займають особливе мi-
сце серед просторiв узагальненої гладкостi.
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Систематичне вивчення таких просторiв бу-
ло розпочато в монографiї Л. Херманде-
ра [13] та згодом у статтi Л.Р. Волєвича i
Б.П. Панєяха [15]. Простори Хермандера i
Волєвича–Панєяха збiгаються у гiльберто-
вому випадку. У монографiях Л. Херманде-
ра [13, 16] наведенi застосування введених
ним просторiв до дослiдження властивостей
регулярностi розв’язкiв лiнiйних елiптичних
диференцiальних рiвнянь, заданих в евклi-
довiй областi.

В останнi десятилiття простори узагаль-
неної гладкостi є предметом глибоких дослi-
джень багатьох авторiв. Згадаємо тут огляд
П.I. Лiзоркiна [17], монографiї Г. Трiбеля
[18] i Н. Якоба [19] та недавнi статтi [20,
21] i наведену там бiблiографiю. Вiдомi рiзнi
аналоги просторiв Соболєва, Нiкольського–
Бєсова i Лiзоркiна–Трiбеля, якi параметри-
зуються за допомогою функцiональних па-
раметрiв. Завдяки ним вдалося отримати
точнi теореми вкладення одних класiв про-
сторiв в iншi, теореми про продовження, те-
ореми про слiди та iншi важливi результати.
Простори узагальненої гладкостi були засто-
сованi в спектральнiй теорiї елiптичних опе-
раторiв, заданих на фракталах [18], при до-
слiдженнi задачi з косою похiдною [22], в те-
орiї випадкових процесiв [19]. Але для засто-
сувань, особливо у спектральнiй теорiї, най-
бiльш важливим є саме гiльбертiв випадок.

Пiдсумовуючи, скажемо, що зроблений в
(∗) вибiр функцiональних параметрiв ϕ до-
зволяє коректно визначити простори Хер-
мандера на гладких замкнених многови-
дах i побудувати теорiю елiптичних (ска-
лярних та матричних) псевдодиференцiаль-
них операторiв, заданих на таких многови-
дах. Знайденi її застосування до дослiдже-
ння збiжностi спектральних розвинень. По-
будована теорiя елiптичних крайових задач
у рiзних шкалах просторiв Хермандера як
для достатньо великих значень параметра s
(однобiчнi шкали), так i для довiльних дiй-
сних значень (двобiчнi шкали). Знайденi її
застосування до дослiдження властивостей
гладкостi розв’язкiв елiптичних рiвнянь.

1. Простори Хермандера та iнтерпо-
ляцiя. Нагадаємо означення просторiв Хер-
мандера, введемо на їх основi уточнену со-
болєвську шкалу i встановимо її iнтерполя-
цiйний зв’язок з просторами Соболєва. Да-
мо також рiзнi еквiвалентнi означення про-
сторiв Хермандера на гладкому замкненому
многовидi.

1.1. Простори Хермандера. У 1963 р.
Ларс Хермандер [13 с. 54] ввiв простори
Bp,µ(Rn), якi складаються з розподiлiв в Rn

i параметризуються числом p ∈ [1,∞] та ва-
говою функцiєю µ аргументу ξ ∈ Rn (див.
також монографiю Хермандера [16, с. 18]).
Тут числовий параметр p характеризує сту-
пiнь сумовностi розподiлiв, а функцiональ-
ний параметр µ описує їх гладкiсть за допо-
могою перетворення Фур’є. Припускається,
що додатна функцiя µ неперервна на Rn i за-
довольняє таку умову: iснують числа c ≥ 1
i l > 0 такi, що

µ(ξ)

µ(η)
≤ c (1 + |ξ − η|)l (1.1)

для будь-яких ξ, η ∈ Rn

Означення 1.1. Простором Хермандера
Bp,µ(Rn) називається лiнiйний простiр усiх
розподiлiв u ∈ S ′(Rn) таких, що їх перетво-
рення Фур’є û є локально сумовною (за Ле-
бегом) в Rn функцiєю, яка задовольняє умо-
ву µ û ∈ Lp(Rn). У просторi Bp,µ(Rn) вводи-
ться норма

‖u‖Bp,µ(Rn) := ‖µ û‖Lp(Rn).

Тут S ′(Rn) — лiнiйний топологiчний про-
стiр Л.Шварца комплеснозначних повiль-
но зростаючих розподiлiв, заданих в Rn.
Для застосувань до диференцiальних рiв-
нянь зручно трактувати розподiли як ан-
тилiнiйнi функцiонали. Далi, Lp(Rn) — ба-
нахiв простiр усiх вимiрних за Лебегом фун-
кцiй u : Rn → C таких, що

‖u‖p
Lp(Rn) :=

∫

Rn

|u(x)|p dx < ∞

при 1 < p < ∞, та

‖u‖L∞(Rn) := ess sup{ |u(x)| : x ∈ Rn} < ∞
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при p = ∞.
Простiр Bp,µ(Rn) є повний вiдносно вве-

деної у ньому норми та неперервно вкладе-
ний в S ′(Rn). Якщо 1 ≤ p < ∞, то простiр
Bp,µ(Rn) є сепарабельний i в ньому щiльна
множина C∞

0 (Rn) усiх нескiнченно диферен-
цiйовних i фiнiтних функцiй в Rn.

Серед властивостей просторiв Херман-
дера наведемо теорему вкладення у класи
гладких функцiй [13, с. 59].

Твердження 1.1. Нехай заданi числа
{p, q} ⊂ [1,∞], 1/p + 1/q = 1, та цiле k ≥ 0.
Тодi, якщо функцiя

(1 + |ξ|)k

µ(ξ)
належить до Lq(Rn), (1.2)

то Bp,µ(Rn) ⊂ Ck(Rn). Зворотно, якщо

{u ∈ Bp,µ(Rn) : supp u ⊂ V } ⊂ Ck(Rn)

для деякої непорожньої вiдкритої множи-
ни V ⊆ Rn, то виконується умова (1.2).

1.2. Уточнена соболєвська шкала.
Простори Хермандера Bp,µ(Rn) мають осо-
бливий iнтерес у випадку p = 2, коли во-
ни гiльбертовi. Зокрема, якщо µ(ξ) = 〈ξ〉s,
ξ ∈ Rn, для деякого s ∈ R, то B2,µ(Rn) стає
гiльбертовим простором Соболєва Hs(Rn)
порядку s. Тут i далi 〈ξ〉 := (1 + |ξ|2)1/2.

Пов’яжемо з соболєвською шкалою
{Hs(Rn) : s ∈ R} простори Хермандера
B2,µ(Rn) з радiальними ваговими функцi-
ями µ(ξ), якi залежать вiд |ξ| i мають
поведiнку на ∞ типу степеневої функцiї.
Бiльш точно, µ(ξ) = 〈ξ〉sϕ(〈ξ〉), де функцiя
ϕ повiльно змiнюється на ∞ за Караматою.
Такi iзотропнi гiльбертовi простори Хер-
мандера ми позначаємо через Hs,ϕ(Rn) за
аналогiєю з соболєвськими.

Означення 1.2. Додатна функцiя ψ,
яка задана на дiйснiй пiвосi [b,∞), називає-
ться правильно змiнною на∞ функцiєю по-
рядку θ ∈ R, якщо ψ вимiрна за Борелем в
околi ∞ i

lim
t→∞

ψ(λ t)

ψ(t)
= λθ для кожного λ > 0.

Правильно змiнна на ∞ функцiя порядку
θ = 0 називається повiльно змiнною на ∞.

Теорiя правильно змiнних функцiй бу-
ла заснована югославським математиком
I.Караматою у 30-х роках минулого столiт-
тя. Цi функцiї близькi за багатьма власти-
востями до степеневих. Вони добре вивченi
i мають рiзнi застосування в основному зав-
дяки їх особливiй ролi в теоремах тауберо-
вого типу [14, 23].

Зрозумiло, що ψ — правильно змiнна на
∞ функцiя порядку θ тодi й тiльки тодi, ко-
ли ψ(t) = tθϕ(t) при t À 1 для деякої фун-
кцiї ϕ, повiльно змiнної на ∞.

Важливий приклад повiльно змiнних на
∞ функцiй дають еталоннi функцiї

ϕ(t) := (log t)r1(log log t)r2 . . . (log . . . log t)rn

аргументу t À 1. Тут n ∈ N та {r1, . . . , rn} ⊂
R.

Повiльно змiннi функцiї допускають таке
iнтегральне описання [14, с. 10].

Твердження 1.2. Нехай функцiя ϕ по-
вiльно змiнна на ∞, тодi

ϕ(t) = exp

(
β(t)+

∫ t

b

α(τ)

τ
dτ

)
, t ≥ b, (1.3)

для деяких числа b > 0, неперервної функцiї
α : [b,∞) → R, що прямує до нуля в ∞,
i вимiрної за Борелем обмеженої функцiї
β : [b,∞) → R, яка має скiнченну границю
в ∞. Зворотне є також вiрне: кожна фун-
кцiя вигляду (1.3) є повiльно змiнною на∞.

Звiдси випливає зручна достатня умова
повiльного змiнення функцiї [14, с. 15]. Не-
хай додатна функцiя ϕ є диференцiйовною в
околi∞ i задовольняє умову tϕ ′(t)/ϕ(t) → 0
при t →∞, тодi ϕ є повiльно змiнна на ∞.

Для означення просторiв Hs,ϕ(Rn) ми ви-
користовуємо клас функцiональних параме-
трiв ϕ. Позначимо через M множину всiх
функцiй ϕ : [1,∞) → (0,∞) таких, що:

i) ϕ вимiрна за Борелем на пiвосi [1,∞);
ii) функцiї ϕ та 1/ϕ обмеженi на кожному

вiдрiзку [1, b], де 1 < b < ∞;
iii) функцiя ϕ повiльно змiнна на ∞.
З твердження 1.2 випливає iнтегральний

опис класу M. Функцiя ϕ належить до M
тодi й тiльки тодi, коли вона має вигляд
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(1.3), де b = 1, а α i β є такими, як у твер-
дженнi 1.2.

Нехай s ∈ R i ϕ ∈M.
Означення 1.3. Простiр Hs,ϕ(Rn) — це

гiльбертiв простiр Хермандера B2,µ(Rn), де
µ(ξ) := 〈ξ〉sϕ(〈ξ〉) для усiх ξ ∈ Rn.

У просторi Hs,ϕ(Rn) означено скалярний
добуток за формулою

(u1, u2)Hs,ϕ(Rn) :=∫

Rn

〈ξ〉2sϕ2(〈ξ〉) û1(ξ) û2(ξ) dξ.

Вiн звичайним чином породжує норму.
Зауваження 1.1. Введена нами фун-

кцiя µ(ξ) = 〈ξ〉sϕ(〈ξ〉) задовольняє нерiв-
нiсть (1.1) i тому є ваговою. Вiдмiтимо, що
умову i) в означеннi класу M можна за-
мiнити сильнiшими умовами неперервностi
або гладкостi функцiї ϕ на пiвосi [1,∞).
Це не приведе до вужчого класу просто-
рiв. Справдi, для ϕ ∈ M iснує функцiя
ϕ1 ∈ C∞([1,∞)) ∩ M така, що ϕ ³ ϕ1 на
[1,∞) [14, с. 23]. Тому простори Hs,ϕ(Rn) i
Hs,ϕ1(Rn) рiвнi з точнiстю до еквiвалентно-
стi норм. (Як звичайно, вираз ϕ ³ ϕ1 озна-
чає, що вiдношення ϕ/ϕ1 є обмеженим i вiд-
окремленим вiд нуля на заданiй множинi).

Оскiльки функцiя ϕ ∈ M є повiльно
змiнна на ∞, то tεϕ(t) → ∞ i t−εϕ(t) → 0
при t → ∞ для кожного ε > 0 [14, с. 24].
Звiдси випливають вкладення

⋃
ε>0

Hs+ε(Rn) ⊂ Hs,ϕ(Rn) ⊂
⋂
ε>0

Hs−ε(Rn).

З них видно, що в класi просторiв

{Hs,ϕ(Rn) : s ∈ R, ϕ ∈M} (1.4)

функцiональний параметр ϕ характеризує
додаткову гладкiсть стосовно основної (сте-
пеневої) s-гладкостi (уточнює останню). У
залежностi вiд того, чи ϕ(t) →∞, чи ϕ(t) →
0 при t →∞, параметр ϕ визначатиме дода-
ткову додатну або додаткову вiд’ємну глад-
кiсть.

Означення 1.4. Клас гiльбертових про-
сторiв (1.4) будемо називати уточненою
соболєвською шкалою в Rn.

Для уточненої соболєвської шкали на пiд-
ставi твердження 1.1 маємо наступне уто-
чнення теореми вкладення Соболєва.

Нехай ϕ ∈M i цiле k ≥ 0. Тодi умова
∫ ∞

1

dt

t ϕ2(t)
< ∞ (1.5)

рiвносильна вкладенню

Hk+n/2, ϕ(Rn) ⊂ Ck(Rn).

1.3. Iнтерполяцiя з функцiональ-
ним параметром пар гiльбертових просто-
рiв встановлює тiсний зв’язок мiж шкалою
(1.4) та соболєвськими просторами. Наведе-
мо означення такої iнтерполяцiї. Вона є при-
родним узагальненням класичного iнтерпо-
ляцiйного методу Ж.-Л. Лiонса i С.Г. Крей-
на на випадок, коли замiсть числового пара-
метра iнтерполяцiї береться досить загальна
функцiя.

Нехай X = [X0, X1] – пара сепарабельних
гiльбертових просторiв таких, що є правиль-
ним неперервне щiльне вкладення X1 ↪→ X0.
Цю пару називаємо припустимою. Для неї
iснує iзометричний iзоморфiзм J : X1 ↔ X0

такий, що J — самоспряжений додатно ви-
значений оператор в X0. Оператор J нази-
вається породжуючим i визначається цiєю
парою однозначно.

Позначимо через B множину всiх фун-
кцiй ψ : (0, +∞) → (0, +∞) таких, що:

i) ψ вимiрна за Борелем на пiвосi (0, +∞);
ii) функцiя ψ обмежена на кожному вiд-

рiзку [a, b], де 0 < a < b < ∞,
iii) функцiя 1/ψ обмежена на кожнiй мно-

жинi [r,∞), де r > 0.
Нехай задана функцiя ψ ∈ B. Для неї

визначений (взагалi кажучи) необмежений
оператор ψ(J) в просторi X0 як функцiя ψ
вiд самоспряженого оператора J . Позначи-
мо через Xψ область визначення оператора
ψ(J), надiлену скалярним добутком

(u1, u2)Xψ
:= (ψ(J)u1, ψ(J)u2)X0 .

Простiр Xψ є гiльбертовим сепарабельним,
причому щiльно i неперервно Xψ ↪→ X0.

Означення 1.5. Функцiю ψ називає-
мо iнтерполяцiйним параметром, якщо для
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довiльних припустимих пар X = [X0, X1],
Y = [Y0, Y1] гiльбертових просторiв i для
довiльного лiнiйного вiдображення T , зада-
ного на X0, є правильним таке: якщо опера-
тори T : Xj → Yj, j ∈ {0, 1}, обмеженi, то
оператор T : Xψ → Yψ також обмежений.

Класичний результат Ж.-Л. Лiонса i
С.Г. Крейна полягає у тому, що степенева
функцiя ψ(t) := tθ, де 0 < θ < 1, є iнтерпо-
ляцiйним параметром [24, с. 41]. При цьому
показник θ вiдiграє роль числового параме-
тра iнтерполяцiї.

З результатiв Ж. Петре [25, с. 153] ви-
пливає такий опис множини iнтерполяцiй-
них параметрiв.

Твердження 1.3. Функцiя ψ ∈ B є
iнтерполяцiйний параметр тодi й тiльки
тодi, коли ψ ³ ψ1 в околi ∞ для деякої до-
датної угнутої функцiї ψ1.

Звiдси маємо, що кожна функцiя ψ ∈ B,
яка є правильно змiнною на∞ порядку θ, де
0 < θ < 1, є iнтерполяцiйним параметром.

Уточнена соболєвська шкала має важли-
ву iнтерполяцiйну властивiсть.

Теорема 1.1. Нехай довiльно заданi фун-
кцiя ϕ ∈M i додатнi числа ε, δ. Покладемо

ψ(t) =

{
tε/(ε+δ)ϕ(t1/(ε+δ)), t ≥ 1,

ϕ(1), 0 < t < 1.
(1.6)

Тодi функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним
параметром i виконується така рiвнiсть
просторiв та норм у них:

[
Hs−ε(Rn), Hs+δ(Rn)

]
ψ

= Hs,ϕ(Rn) (1.7)

для кожного s ∈ R.
Пояснимо, як доводиться ця теорема.

Функцiя ψ є iнтерполяцiйний параметр, ос-
кiльки вона є правильно змiнною на ∞ по-
рядку θ := ε/(ε+δ) i 0 < θ < 1. Рiвнiсть (1.7)
можна безпосередньо перевiрити, бо опера-
тор J : u 7→ F−1(〈ξ〉ε+δ û(ξ)) є породжую-
чий для пари просторiв Hs−ε(Rn) i Hs+δ(Rn)
(F−1 — обернене перетворення Фур’є). То-
му оператор ψ(J) : u 7→ F−1(〈ξ〉εϕ(〈ξ〉) û(ξ))
вiдображає простiр Hs,ϕ(Rn) на Hs−ε(Rn),
що й приводить до (1.7) (див. деталi у [1,
с. 63; 8 с. 93]).

Уточнена соболєвська шкала є замкне-
на вiдносно iнтерполяцiї з функцiональни-
ми параметрами, правильно змiнними на
∞. Це можна довести повторним застосу-
ванням теореми 1.1 з використанням фор-
мули реiтерацiї [Xf , Xg]ψ = Xω. Тут X
є припустима пара гiльбертових просторiв,
{f, g, ψ} ⊂ B, функцiя f/g обмежена в околi
∞, i ω(t) := f(t) ψ(g(t)/f(t)) для t > 0 [1,
с. 26; 8, с. 84].

1.4. Простори Хермандера на мно-
говидах. Надалi Γ є замкнений (тобто ком-
пактний i без краю) орiєнтований многовид
розмiрностi n ≥ 1 з класу C∞. Припуска-
ємо, що на Γ задана деяка C∞-густина dx.
Як звичайно, D′(Γ) є лiнiйний топологiчний
простiр усiх розподiлiв на Γ, двоїстий до
простору C∞(Γ) вiдносно розширення за не-
перервнiстю скалярного добутку в просторi
L2(Γ) := L2(Γ, dx). Це розширення познача-
ємо через (f, v)Γ, де f ∈ D′(Γ), v ∈ C∞(Γ).

Нехай s ∈ R i ϕ ∈M. Наведемо три еквi-
валентних означення простору Хермандера
Hs,ϕ(Γ) на многовидi Γ. Вони подiбнi до тих,
якi використовують для соболєвської шкали
на многовидi.

Перше означення характеризує простiр
Hs,ϕ(Γ) за локальними властивостями роз-
подiлiв, якi йому належать. Виберемо з C∞-
структури на Γ який-небудь скiнченний на-
бiр локальних карт αj : Rn ↔ Γj, j ∈
{1, . . . , r}, такий, що вiдкритi множини Γj

утворюють покриття многовиду Γ. Нехай
функцiї χj ∈ C∞(Γ), j ∈ {1, . . . , r}, склада-
ють розбиття одиницi на Γ, яке задовольняє
умову supp χj ⊂ Γj.

Означення 1.6 (локальне). Лiнiйний
простiр Hs,ϕ(Γ) складається, за означен-
ням, з усiх розподiлiв f ∈ D′(Γ) таких,
що (χjf) ◦ αj ∈ Hs,ϕ(Rn) для кожного j ∈
{1, . . . , r}. Тут (χjf) ◦αj є зображення роз-
подiлу χjf у локальнiй картi αj. У просторi
Hs,ϕ(Γ) означений скалярний добуток роз-
подiлiв f1, f2 за формулою

(f1, f2)Hs,ϕ(Γ) :=
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=
r∑

j=1

((χjf1) ◦ αj, (χj f2) ◦ αj)Hs,ϕ(Rn).

Вiн звичайним чином породжує норму.
У важливому випадку ϕ ≡ 1 простiр

Hs,ϕ(Γ) збiгається з простором Соболєва
Hs(Γ) порядку s. Останнiй, як вiдомо, є пов-
ний i з точнiстю до еквiвалентностi норм не
залежить вiд вибору локальних карт та роз-
биття одиницi на Γ.

Друге означення пов’язує простiр Hs,ϕ(Γ)
з просторами Соболєва за допомогою iнтер-
поляцiї i показує, що вiн також не залежить
(з точнiстю до еквiвалентностi норм) вiд за-
значеного вибору.

Означення 1.7 (iнтерполяцiйне). Нехай
цiлi числа k0, k1 такi, що k0 < s < k1. За
означенням,

Hs,ϕ(Γ) :=
[
Hk0(Γ), Hk1(Γ)

]
ψ
, (1.8)

де iнтерполяцiйний параметр ψ заданий
формулою (1.6), в якiй ε := s−k0 i δ := k1−s.

Дамо означення простору Hs,ϕ(Γ), яке по-
в’язує норму в ньому з деякою функцiєю
вiд оператора 1 − ∆Γ, де ∆Γ — оператор
Бельтрамi–Лапласа на Γ (при цьому на мно-
говидi вводиться рiманова метрика, узго-
джена з густиною dx).

Означення 1.8 (операторне). Гiльбер-
тiв простiр Hs,ϕ(Γ) означуємо як поповнен-
ня лiнiйного многовиду C∞(Γ) за нормою

‖(1−∆Γ)s/2ϕ((1−∆Γ)1/2) f‖L2(Γ), (1.9)

де f ∈ C∞(Γ).
Теорема 1.2. Означення 1.6, 1.7 i 1.8

еквiвалентнi: вони визначають один i той
самий гiльбертiв простiр Hs,ϕ(Γ) з точнi-
стю до еквiвалентностi норм.

Дамо нарис доведення цiєї базової для
нас теореми.

Еквiвалентнiсть означень 1.6 i 1.7. Вико-
ристовуючи означення 1.6 як вихiдне, по-
кажемо, що рiвнiсть (1.8) є правильною з
точнiстю до еквiвалентностi норм. Для цьо-
го скористаємося Rn-аналогом рiвностi (1.8),
правилиним на пiдставi теореми 1.1, та пе-
рейдемо до локальних координат на Γ. Не-
хай вiдображення T ставить у вiдповiднiсть

кожному розподiлу f ∈ D′(Γ) вектор з ком-
понентами (χjf) ◦ αj, j ∈ {1, . . . ,κ}. Воно
визначає обмежений лiнiйний оператор

T : Hs,ϕ(Γ) → (Hs,ϕ(Rn))κ. (1.10)

Вiн має правий обернений обмежений лiнiй-
ний оператор

K : (Hs,ϕ(Rn))κ → Hs,ϕ(Γ). (1.11)

Вiдображення K будується за допомогою
локальних карт i не залежить вiд параме-
трiв s та ϕ.

Розглянемо цi оператори у соболєвсько-
му випадку (ϕ ≡ 1) i скористаємося
Rn-аналогом iнтерполяцiйної рiвностi (1.8).
Отримаємо обмеженi оператори

T : [Hk0(Γ), Hk1(Γ)]ψ → (Hs,ϕ(Rn))κ, (1.12)
K : (Hs,ϕ(Rn))κ → [Hk0(Γ), Hk1(Γ)]ψ. (1.13)

Тепер з (1.10) i (1.13) випливає, що тотожне
вiдображення KT встановлює неперервне
вкладення простору Hs,ϕ(Γ) в iнтерполяцiй-
ний простiр [Hk0(Γ), Hk1(Γ)]ψ. Разом з тим
обернене неперервне вкладення є наслiдком
формул (1.11) i (1.12). Отже, рiвнiсть (1.8)
справджується з точнiстю до еквiвалентно-
стi норм. Деталi див. у [1, с. 84; 8, с. 94].

З iнтерполяцiйного означення випливає,
що простiр Hs,ϕ(Γ) є повний (гiльбертiв) i
множина C∞(Γ) щiльна в ньому.

Еквiвалентнiсть означень 1.7 i 1.8. Вико-
ристовуючи означення 1.7 як вихiдне, пока-
жемо, що норма в просторi Hs,ϕ(Γ) та норма
(1.9) еквiвалентнi на C∞(Γ). Якщо s > 0, то
в (1.8) покладемо k0 := 0 i k1 := 2k > s для
деякого k ∈ N. Позначимо через Λk(Γ) собо-
лєвський простiр H2k(Γ), надiлений еквiва-
лентною нормою ‖(1−∆Γ)kf‖L2(Γ). Маємо

‖f‖Hs,ϕ(Γ) = ‖f‖[H0(Γ),H2k(Γ)]ψ ³
‖f‖[L2(Γ),Λk(Γ)]ψ = ‖ψ((1−∆Γ)k)f‖L2(Γ) =

‖(1−∆Γ)s/2ϕ((1−∆Γ)1/2) f‖L2(Γ)

на класi функцiй f ∈ C∞(Γ). Тут ми скори-
сталися тим, що оператор (1−∆Γ)k є поро-
джуючий для пари [L2(Γ), Λk(Γ)]. Випадок

134 Науковий вiсник Чернiвецького нац. ун-ту. Mатематика. 2011. – Т.1, № 1–2.



s ≤ 0 можна звести до попереднього за до-
помогою гомеоморфiзму

(1−∆Γ)k : Hs+2k,ϕ(Γ) ↔ Hs,ϕ(Γ),

де s + 2k > 0 для деякого k ∈ N. Цей гомео-
морфiзм випливає з соболєвського випадку
(ϕ ≡ 1) на пiдставi iнтерполяцiйної формули
(1.8). Деталi див. в [1, с. 95; 8, с. 98].

З огляду на теорему 1.2 можна дати
Означення 1.9. Клас гiльбертових про-

сторiв {
Hs,ϕ(Γ) : s ∈ R, ϕ ∈M}

будемо називати уточненою соболєвською
шкалою на многовидi Γ.

Вiн має такi властивостi.
Теорема 1.3. Нехай s ∈ R i {ϕ, ϕ1} ⊂ M.

Тодi:
i) Виконується щiльне i компактне

вкладення Hs+ε,ϕ1(Γ) ↪→ Hs,ϕ(Γ) при ε > 0.
ii) Функцiя ϕ/ϕ1 обмежена в околi ∞

тодi й тiльки тодi, коли Hs,ϕ1(Γ) ↪→
Hs,ϕ(Γ). Це вкладення неперервне i щiльне.
Воно компактне тодi i тiльки тодi, коли
ϕ(t)/ϕ1(t) → 0 при t →∞.

iii) Нехай цiле k ≥ 0. Умова (1.5) рiвно-
сильна вкладенню Hk+n/2,ϕ(Γ) ↪→ Ck(Γ). Во-
но компактне.

iv) Простори Hs,ϕ(Γ) i H−s,1/ϕ(Γ) взаєм-
но двоїстi вiдносно скалярного добутку в
L2(Γ).

Ця теорема (за винятком її тверджень
про компактнiсть вкладень) випливає з вла-
стивостей уточненої соболєвської шкали в
Rn. Компактнiсть вкладень є наслiдком ком-
пактностi многовиду Γ (див [1, с. 87, 103]).

З iнтерполяцiйного означення випливає
Теорема 1.4. Теорема 1.1 зберiгає силу,

якщо в її формулюваннi замiнити Rn на Γ
i рiвнiсть норм на їх еквiвалентнiсть.

2. Елiптичнi оператори. Нехай A —
елiптичний класичний псевдодиференцiаль-
ний оператор (ПДО) на Γ довiльного поряд-
ку r ∈ R. Дослiдимо його властивостi в уто-
чненiй соболєвськiй шкалi.

2.1. Нетеровiсть та апрiорна оцiнка.
Нехай A+ — ПДО, формально спряжений до

A вiдносно скалярного добутку в L2(Γ). По-
кладемо

N := {u ∈ C∞(Γ) : Au = 0 на Γ },
N+ := {v ∈ C∞(Γ) : A+v = 0 на Γ }.

Оскiльки ПДО A i A+ елiптичнi на Γ, то
простори N i N+ скiнченномiрнi.

Теорема 2.1. Звуження вiдображення
u 7→ Au, u ∈ D′(Γ), на простiр Hs,ϕ(Γ) є
обмежений нетерiв оператор

A : Hs,ϕ(Γ) → Hs−r,ϕ(Γ) (2.1)

для довiльних параметрiв s ∈ R i ϕ ∈ M.
Ядро цього оператора збiгається з просто-
ром N , а область значень складається з
усiх розподiлiв f ∈ Hs−r,ϕ(Γ) таких, що
(f, v)Γ = 0 для кожної функцiї v ∈ N+.
Iндекс оператора (2.1) дорiвнює dim N −
dim N+ i не залежить вiд параметрiв s i ϕ.

Нагадаємо, що лiнiйний обмежений опе-
ратор T : X → Y , де X i Y – банаховi
простори, називається нетеровим, якщо йо-
го ядро ker T та коядро coker T := Y/ T (X)
скiнченномiрнi. Число ind T := dim ker T −
dim coker T називається iндексом нетерово-
го оператора T . Якщо оператор T нетерiв,
то його область значень T (X) замкнена в Y
[26, с. 246].

Теорема 2.1 добре вiдома в соболєвсько-
му випадку (ϕ ≡ 1) [26, с. 262]. Звiдси для
довiльного ϕ ∈ M її можна вивести за до-
помогою iнтерполяцiї. Справдi, до обмеже-
них нетерових операторiв A : Hs∓1(Γ) →
Hs∓1−r(Γ) застосуємо iнтерполяцiйну теоре-
му 1.4, де ε = δ = 1. Отримаємо обмежений
оператор (2.1). Вiн є нетеровим i має власти-
востi, сформульованi в теоремi 2.1 на пiдста-
вi наступного вiдомого факту [1, с. 35].

Твердження 2.1. Нехай X = [X0, X1] i
Y = [Y0, Y1] є припустимими парами гiль-
бертових просторiв, а T є лiнiйним вiд-
ображенням, заданим на X0. Припустимо,
що обидва оператори T : Xj → Yj, j ∈
{0, 1}, є обмеженi i нетеровi та мають
спiльне ядро N й однаковий iндекс κ. То-
дi для довiльного iнтерполяцiйного параме-
тра ψ ∈ B обмежений оператор T : Xψ →
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Yψ є нетерiв з ядром N , областю значень
Yψ ∩ T (X 0) та тим же самим iндексом κ.

Як бачимо, оператор (2.1) залишає iнва-
рiантним параметр ϕ, який характеризує до-
даткову гладкiсть розподiлiв.

Якщо обидва простори N i N+ тривiаль-
нi, то оператор (2.1) є гомеоморфiзм. Взага-
лi, iндекс оператора (2.1) дорiвнює 0, якщо
dim Γ ≥ 2. У випадку dim Γ = 1 iндекс може
бути ненульовим. Якщо оператор A дифе-
ренцiальний, то його iндекс дорiвнює 0 зав-
жди.

Нетеровiсть оператора (2.1) тягне за со-
бою корисну апрiорну оцiнку.

Теорема 2.2. Нехай s ∈ R, ϕ ∈ M та
σ < s. Тодi

‖u‖Hs,ϕ(Γ) ≤ c
( ‖Au‖Hs−r,ϕ(Γ) + ‖u‖Hσ,ϕ(Γ)

)

для всiх розподiлiв u ∈ Hs,ϕ(Γ). Тут число
c = c(s, ϕ, σ) > 0 не залежить вiд u.

Теорема 2.2 випливає з теореми 2.1 на
пiдставi наступного твердження [24, с. 185] з
огляду на компактнiсть вкладення простору
Hs,ϕ(Γ) у Hσ,ϕ(Γ) при σ < s.

Твердження 2.2. Нехай X, Y i Z — ба-
наховi простори. Припустимо, що є компа-
ктне вкладення X ↪→ Z i заданий обмеже-
ний лiнiйний оператор T : X → Y . Тодi
ker T скiнченномiрне i T (X) замкнене в Y
тодi й тiльки тодi, коли iснує число c > 0
таке, що

‖u‖X ≤ c ( ‖Tu‖Y + ‖u‖Z ) для всiх u ∈ X.

2.2. Регулярнiсть розв’язкiв елiпти-
чного рiвняння Au = f . Нехай Γ0 – довiль-
на вiдкрита непорожня пiдмножина мно-
говиду Γ. Позначимо через Hs,ϕ

loc (Γ0) лiнiй-
ний простiр усiх розподiлiв f ∈ D′(Γ) та-
ких, що χf ∈ Hs,ϕ(Γ) для довiльної фун-
кцiї χ ∈ C∞(Γ) з supp χ ⊂ Γ0. Топологiя
у просторi Hs,ϕ

loc (Γ0) задається напiвнормами
f 7→ ‖χ f‖Hs,ϕ(Γ), де χ – зазначенi вище фун-
кцiї.

Теорема 2.3. Припустимо, що розподiл
u ∈ D′(Γ) є розв’язком рiвняння Au = f
на множинi Γ0, де f ∈ Hs,ϕ

loc (Γ0) для де-
яких параметрiв s ∈ R та ϕ ∈ M. Тодi
u ∈ Hs+r,ϕ

loc (Γ0).

Окремий випадок цiєї теореми, коли
Γ0 = Γ (глобальна регулярнiсть), випливає
з теореми 2.1. Справдi, на її пiдставi можна
записати f = Av для деякого v ∈ Hs+r,ϕ(Γ),
звiдки u− v ∈ N й, отже, u ∈ Hs+r,ϕ(Γ).

Загальний випадок виводиться з уже роз-
глянутого так. Переставивши ПДО A i опе-
ратор множення на функцiю χ з означення
простору Hs,ϕ

loc (Γ0), запишемо

Aχu = Aχηu = χAηu + A′ηu =

χf + χ A(η − 1)u + A′ηu. (2.2)

Тут A′ – деякий ПДО порядку ≤ r− 1, а η –
довiльна функцiя, яка має тi самi властиво-
стi, що й χ, та дорiвнює 1 в околi supp χ. Те-
пер, якщо u ∈ Hs+r−k,ϕ

loc (Γ0) для деякого k ∈
N, то (2.2) належить до Hs−k+1,ϕ(Γ). Це тя-
гне за собою включення χu ∈ Hs+r−k+1,ϕ(Γ),
тобто u ∈ Hs+r−k+1,ϕ

loc (Γ0). Звiдси iндукцiєю
по k виводимо, що u ∈ Hs+r,ϕ

loc (Γ0). Див. де-
талi в [7, с. 806].

Поєднавши теореми 2.3 й 1.3 (iii), отри-
муємо таку достатню умову неперервностi
похiдних вiд розв’язку рiвняння Au = f .

Теорема 2.4. Припустимо, що розподiл
u ∈ D′(Γ) є розв’язком рiвняння Au = f

на множинi Γ0, де f ∈ H
k−r+n/2,ϕ
loc (Γ0) для

деяких цiлого k ≥ 0 i ϕ ∈ M. Тодi умова
(1.5) тягне за собою включення u ∈ Ck(Γ0).

Зауважимо, що умова (1.5) є не лише до-
статньою для включення u ∈ Ck(Γ0), але й
необхiдною на класi всiх зазначених розв’яз-
кiв u.

Якщо в останнiй теоремi обмежитися
шкалою просторiв Соболєва, то доведеться
замiсть включення f ∈ H

k−r+n/2,ϕ
loc (Γ0) вима-

гати, щоб f ∈ H
k−r+n/2+ε,1
loc (Γ0) для деякого

числа ε > 0. Це завищує основну гладкiсть
розподiлу f .

2.3. Еквiвалентнi норми, породже-
нi елiптичними операторами. Додатко-
во припустимо, що r > 0 i A – додатно ви-
значений (необмежений) оператор у просто-
рi L2(Γ). Нехай s ∈ R i ϕ ∈ M. За допомо-
гою оператора A можна ввести еквiвалентнi
норми в просторi Hs,ϕ(Γ). А саме, покладемо
ϕs,r(t) = ts/rϕ(t1/r) для t ≥ 1 та ϕs,r(t) = ϕ(1)
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при 0 < t < 1. Оператор ϕs,r(A) є борелiв-
ська функцiя ϕs,r вiд позитивного й само-
спряженого в L2(Γ) оператора A. Розгляне-
мо гiльбертову норму

f 7→ ‖ϕs,r(A)f‖L2(Γ), f ∈ C∞(Γ). (2.3)

Теорема 2.5. Норма в просторi Hs,ϕ(Γ)
еквiвалентна нормi (2.3) на C∞(Γ). Отже,
Hs,ϕ(Γ) є поповненням лiнiйного многовиду
C∞(Γ) за нормою (2.3).

Доведення цiєї теореми подiбне доведен-
ню еквiвалентностi iнтерполяцiйного та опе-
раторного означень простору Hs,ϕ(Γ). Вiдмi-
тимо, що норма (1.9) з операторного означе-
ння є окремим випадком норми (2.3), якщо
взяти A := 1−∆Γ.

Наслiдок 2.1. Нехай s ≥ 0, причому у
випадку s = 0 припустимо, що функцiя 1/ϕ
обмежена в околi ∞. Тодi простiр Hs,ϕ(Γ)
збiгається з областю визначення операто-
ра ϕs,r(A), а норма в Hs,ϕ(Γ) еквiвалентна
нормi графiка оператора ϕs,r(A).

Наведемо аналог теореми 2.5, сформульо-
ваний у термiнах коефiцiєнтiв Фур’є. Не-
хай (hj)

∞
j=1 – ортонормований базис у про-

сторi L2(Γ), утворений власними функцiя-
ми hj ∈ C∞(Γ) оператора A (такий базис
iснує), а λj > 0 – власне число, що вiдпо-
вiдає hj. Власнi функцiї занумерованi так,
щоб λj ≤ λj+1. Вiдомо, що спектр операто-
ра A збiгається з множиною {λ1, λ2, λ3, . . .}
усiх його власних чисел, причому є правиль-
ною асимптотична формула λj ∼ c j r/n при
j → ∞. Кожний розподiл f ∈ D′(Γ) розви-
вається у ряд Фур’є

f =
∞∑

j=1

cj(f) hj, (2.4)

збiжний у D′(Γ). Тут cj(f) := (f, hj)Γ – кое-
фiцiєнт Фур’є розподiлу f .

Теорема 2.6. Простiр Hs,ϕ(Γ) складає-
ться з усiх розподiлiв f ∈ D′(Γ) таких, що

∞∑
j=1

j 2s/n ϕ2(j 1/n) |cj(f)|2 < ∞.

При цьому є еквiвалентнiсть норм

‖f‖Hs,ϕ(Γ) ³
( ∞∑

j=1

j 2s/n ϕ2(j 1/n) |cj(f)|2
)1/2

.

Ця теорема випливає з теореми 2.5.
Справдi, для кожної функцiї f з областi ви-
значення оператора ϕs,r(A) можна записати

ϕs,r(A) f =
∞∑

j=1

ϕs,r(λj) cj(f) hj,

де ряд збiгається в L2(Γ). Тут ϕs,r(λj) ³
j s/nϕ(j 1/n) на множинi всiх j ∈ N на пiд-
ставi асимптотичної формули для λj. Звiд-
си, застосувавши рiвнiсть Парсеваля, можна
вивести теорему 2.6 (див деталi в [1, с. 101]).

Наслiдок 2.2. Якщо f ∈ Hs,ϕ(Γ), то ряд
(2.4) збiгається в просторi Hs,ϕ(Γ).

3. Застосування до збiжностi спе-
ктральних розвинень. Застосуємо уто-
чнену соболєвську шкалу до дослiдження
збiжностi ряду (2.4) майже скрiзь та в про-
сторi Ck(Γ), де цiле k ≥ 0.

3.1. Загальнi версiї класичних тео-
рем про збiжнiсть майже скрiзь загальних
ортогональних рядiв. У п. 3.1 ми вважаємо,
що Γ – довiльна множина, на якiй задана
деяка скiнченна мiра µ, а (hj)

∞
j=1 – будь-яка

ортонормована система функцiй з простору
L2(Γ) := L2(Γ, dµ). Цi функцiї, взагалi ка-
жучи, комплекснозначнi.

Наступнi два твердження є загальни-
ми версiями вiдомих теорем Меньшова–
Радемахера й Орлiча. У цих теоремах при-
пускається, що Γ – обмежений iнтервал на
R, µ – мiра Лебега, а функцiї hj дiйснi. Їх до-
ведення зберiгають силу в розглянутiй нами
загальнiй ситуацiї.

Твердження 3.1 (загальна версiя теоре-
ми Меньшова–Радемахера). Нехай послiдов-
нiсть комплексних чисел (aj)

∞
j=1 така, що

∞∑
j=2

|aj|2 log2 j < ∞. (3.1)

Тодi ряд
∞∑

j=1

aj hj(x) (3.2)
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збiгається µ-майже скрiзь на Γ.
Твердження 3.2 (загальна версiя тео-

реми Орлiча). Нехай послiдовнiсть компле-
ксних чисел (aj)

∞
j=1 i зростаюча послiдов-

нiсть додатних чисел (ωj)
∞
j=1 такi, що

∞∑
j=2

|aj|2(log2 j)ωj < ∞,

∞∑
j=2

1

j(log j)ωj

< ∞.

Тодi ряд (3.2) безумовно збiгається µ-
майже скрiзь на Γ.

Нагадаємо, що функцiональний ряд на-
зивається безумовно збiжним майже скрiзь
на множинi, якщо вiн залишається збiжним
майже скрiзь пiсля довiльної перестановки
членiв ряду (при цьому множина мiри нуль
точок розбiжностi ряду може змiнюватися).

Вiдмiтимо, що теореми Меньшова–
Радемахера й Орлiча є точними, бо їх
умови не можна послабити. Теорему Орлiча
ми подали в (еквiвалентному) формулюван-
нi П.Л. Ульянова.

3.2. Збiжнiсть спектральних розви-
нень майже скрiзь. Нехай A – класичний
елiптичний ПДО порядку r > 0, заданий на
замкненому гладкому многовидi Γ. Припу-
стимо, що A – нормальний (зокрема, само-
спряжений) оператор у просторi L2(Γ). Як
i в п. 2.3, (hj)

∞
j=1 – ортонормований базис у

просторi L2(Γ), утворений власними функцi-
ями hj ∈ C∞(Γ) оператора A, а λj – власне
число, що вiдповiдає hj. Власнi функцiї за-
нумерованi так, щоб |λj| ≤ |λj+1|. Розгля-
немо розвинення функцiї f ∈ L2(Γ) у ряд
Фур’є (2.4) за власними функцiями.

Ряд (2.4) називається збiжним (у зазна-
ченому сенсi) на деякому функцiонально-
му класi X(Γ), якщо для кожної функцiї
f ∈ X(Γ) цей ряд збiгається до f вiдповiд-
ним чином.

Теорема 3.1. Ряд (2.4) збiгається май-
же скрiзь на Γ на класi H0,log∗(Γ), де
log∗ t := max{1, log t} при t ≥ 1.

Справдi, якщо A – додатно визначений
оператор в L2(Γ), то на пiдставi теореми 2.6

|c1(f)|2+
∞∑

j=2

|cj(f)|2 log2 j ³ ‖f‖2
H0,log∗ (Γ) < ∞

на класi функцiй f ∈ H0,log∗(Γ). Отже, ви-
конується умова (3.1), де aj := cj(f), i тео-
рема 3.1 випливає з твердження 3.1. У за-
гальнiй ситуацiї, коли A – нормальний опе-
ратор, треба замiнити A на додатно визна-
чений оператор B := 1 + A∗A i скористати-
ся тим, що (hj)

∞
j=1 – повна в L2(Γ) система

власних функцiй як оператора A, так i B,
причому нумерацiя цих функцiй узгоджена.

Теорема 3.2. Нехай зростаюча функцiя
ϕ ∈M така, що

∫ ∞

2

dt

t (log t) ϕ2(t)
< ∞.

Тодi ряд (2.4) безумовно збiгається майже
скрiзь на Γ на класi H0,ϕ log∗(Γ).

Цей результат випливає з твердження
3.2, де беремо ωj := ϕ1/2(j). Доведення ана-
логiчне доведенню теореми 3.1.

У теоремах 3.1 i 3.2 умови збiжностi май-
же скрiзь ряду Фур’є сформульованi в тер-
мiнах структурних властивостей функцiї,
що розвивається. Їх можна визначити ло-
кально на Γ. Застосування уточненої собо-
лєвської шкали дозволяє адекватно вира-
зити умови на коефiцiєнти ряду в загаль-
них версiях теорем Меньшова–Радемахера
та Орлiча. Цього не можна зробити, зали-
шаючись у межах соболєвської шкали.

3.3. Рiвномiрна збiжнiсть спе-
ктральних розвинень. Наступна теорема
дає критерiй збiжностi ряду Фур’є (2.4) у
просторi Ck(Γ) на класах Hs,ϕ(Γ).

Теорема 3.3. Нехай заданi цiле число
k ≥ 0 i функцiя ϕ ∈M. Ряд (2.4) збiгається
у просторi Ck(Γ) на класi Hk+n/2,ϕ(Γ) то-
дi й тiльки тодi, коли ϕ задовольняє умову
(1.5).

Ця теорема випливає з наслiдку 2.2 i те-
ореми 1.3 (iii).

4. Елiптичнi крайовi задачi. Дослiди-
мо регулярнi елiптичнi крайовi задачi (ЕКЗ)
в уточнених соболєвських шкалах.

4.1. Постановка задачi. Нехай Ω —
обмежена вiдкрита область у просторi Rn

(n ≥ 2) з межею ∂Ω, яка є замкненим не-
скiнченно гладким многовидом розмiрностi
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n− 1. Як завжди, Ω := Ω ∪ ∂Ω. Розглянемо
в Ω крайову задачу

Lu ≡
∑

|µ|≤2q

lµ(x) Dµu = f в Ω, (4.1)

Bj u ≡
∑

|µ|≤mj

bj,µ(x) Dµu = gj на ∂Ω,

j ∈ {1, . . . , q}.
(4.2)

Тут L = L(x,D), x ∈ Ω, i Bj = Bj(x,D),
x ∈ ∂Ω, – лiнiйнi диференцiальнi вирази (у
частинних похiдних) з комплекснозначними
коефiцiєнтами lµ ∈ C∞( Ω ) i bj,µ ∈ C∞(∂Ω).
Припускаємо, що ord L = 2q є парним дода-
тним числом, а ord Bj = mj ≤ 2q−1 для усiх
j ∈ {1, . . . , q}. Покладемо B := (B1, . . . , Bq)
i m := max {m1, . . . ,mq}.

У формулах (8.1) i (8.2) використанi стан-
дартнi позначення: для мультиiндексу µ =
(µ1, . . . , µn) покладаємо |µ| := µ1 + . . . + µn,
Dµ := Dµ1

1 . . . Dµn
n , де Dk := i ∂/∂xk для

k ∈ {1, . . . , n} та x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.
Припускаємо далi, що крайова задача

(4.1), (4.2) є регулярною елiптичною в обла-
стi Ω [24, с. 138].

Розглянемо також крайову задачу

L+v ≡
∑

|µ|≤ 2q

Dµ(lµ(x) v) = ω в Ω, (4.3)

B+
j v = hj на ∂Ω, j ∈ {1, . . . , q}, (4.4)

формально спряжену до задачi (4.1), (4.2)
вiдносно формули Грiна

(Lu, v)Ω +

q∑
j=1

(Bju, C+
j v)∂Ω =

(u, L+v)Ω +

q∑
j=1

(Cju, B+
j v)∂Ω,

(4.5)

де {u, v} ∈ C∞( Ω ). Тут {B+
j }, {Cj}, {C+

j }
– деякi системи крайових диференцiаль-
них виразiв; їх коефiцiєнти належать до
C∞(∂Ω), а порядки задовольняють умову

ord Bj + ord C+
j = ord Cj + ord B+

j = 2q − 1.

Покладемо m+
j := ord B+

j . У формулi (4.5) i
далi ми позначаємо через (·, ·)Ω i (·, ·)∂Ω ска-
лярнi добутки в просторах L2(Ω) i L2(∂Ω)

вiдповiдно та розширення за неперервнiстю
цих скалярних добуткiв.

Покладемо

N := {u ∈ C∞( Ω ) : Lu = 0 в Ω,

Bju = 0 на ∂Ω для всiх j ∈ {1, . . . , q}},
N+ := {v ∈ C∞( Ω ) : L+v = 0 в Ω,

B+
j v = 0 на ∂Ω для всiх j ∈ {1, . . . , q}}.

Оскiльки обидвi крайовi задачi (4.1), (4.2) i
(4.3), (4.4) елiптичнi, то простори N i N+

скiнченномiрнi. Вiдмiтимо, що N+ не зале-
жить вiд вибору в формулi Грiна системи
крайових виразiв {B+

j }, спряженої до {Bj}.
4.2. Простори Хермандера для ев-

клiдових областей. Нехай s ∈ R i ϕ ∈M.
Означення 4.1. Нехай Q – непорожня

замкнена множина в Rn. Лiнiйний простiр
Hs,ϕ

Q (Rn) складається з усiх розподiлiв u ∈
Hs,ϕ(Rn) таких, що supp u ⊆ Q. Простiр
Hs,ϕ

Q (Rn) надiлений скалярним добутком i
нормою з Hs,ϕ(Rn).

Простiр Hs,ϕ
Q (Rn) є повним (гiльберто-

вим).
Означення 4.2. Нехай G – непорожня

вiдкрита множина в Rn. Лiнiйний простiр
Hs,ϕ(G) складається iз звужень в G усiх
розподiлiв u ∈ Hs,ϕ(Rn). Простiр Hs,ϕ(G)
надiлений нормою

‖v‖Hs,ϕ(G) :=

inf
{‖u‖Hs,ϕ(Rn) : u ∈ Hs,ϕ(Rn), v = u в G

}
.

Простiр Hs,ϕ(G) є гiльбертовим, оскiльки
вiн є факторпростiр Hs,ϕ(Rn)/Hs,ϕ

Ĝ
(Rn), де

Ĝ := Rn \G.
Щодо крайової задачi (4.1), (4.2) нас

цiкавлять гiльбертовi простори Hs,ϕ(Ω) i
Hs,ϕ

Ω
(Rn). Вiдмiтимо, що простори Hs,ϕ

Ω
(Rn) i

H−s,1/ϕ(Ω) взаємно двоїстi вiдносно скаляр-
ного добутку в L2(Ω). Якщо |s| < 1/2, то
звуження розподiлу в область Ω встановлює
гомеоморфiзм простору Hs,ϕ

Ω
(Rn) на Hs,ϕ(Ω)

i тому цi простори вважають рiвними (з то-
чнiстю до еквiвалентностi норм). Введемо
таке позначення:

Hs,ϕ,(0)(Ω) :=

{
Hs,ϕ(Ω), s ≥ 0,

Hs,ϕ

Ω
(Rn), s < 0.
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Iнтерполяцiйна теорема 1.1 зберiгає силу,
якщо в нiй замiнити простори H ·,·(Rn) на
H ·,·

Ω
(Rn), чи H ·,·(Ω), чи H ·,·,(0)(Ω).
Покладемо

Hs,ϕ(∂Ω) :=

q⊕
j=1

Hs−mj−1/2,ϕ(∂Ω).

Цей гiльбертiв простiр слугуватиме просто-
ром правих частин крайових умов (4.2).

4.3. ЕКЗ в однобiчнiй шкалi. Пов’я-
жемо з ЕКЗ (4.1), (4.2) вiдображення

u → (Lu,Bu), де u ∈ C∞( Ω ). (4.6)

Дослiдимо його продовження в уточненiй
соболєвськiй шкалi.

Теорема 4.1. Для довiльних параметрiв
s > m + 1/2 i ϕ ∈ M вiдображення (4.6)
продовжується за неперервнiстю до обме-
женого нетерового оператора

(L,B) : Hs,ϕ(Ω) →
Hs−2q,ϕ(Ω)⊕Hs,ϕ(∂Ω).

(4.7)

Його ядром є N , а область значень склада-
ється з усiх векторiв

(f, g1, . . . , gq) ∈ Hs−2q,ϕ(Ω)⊕Hs,ϕ(∂Ω)

таких, що

(f, v)Ω +

q∑
j=1

(gj, C
+
j v)∂Ω = 0, v ∈ N+. (4.8)

Iндекс оператора (4.7) дорiвнює dimN −
dimN+ i не залежить вiд s та ϕ.

У соболєвському випадку ϕ ≡ 1 теорема
4.1 є класичним результатом, якщо s ≥ 2q
[24, с. 191]. За умови m + 1/2 < s < 2q вона
є також правильною. Для довiльного ϕ ∈
M ця теорема виводиться з соболєвського
випадку за допомогою iнтерполяцiї подiбно
до доведення теореми 2.1 [1, с. 212; 3, с. 369].

За допомогою теореми 4.1 можна встано-
вити апрiорну оцiнку розв’язку ЕКЗ (4.1),
(4.2) та дослiдити його локальну регуляр-
нiсть.

Теорема 4.2. Нехай s > m+1/2, ϕ ∈M
та σ < s. Тодi для довiльного u ∈ Hs,ϕ(Ω) є

правильною апрiорна оцiнка

‖u‖Hs,ϕ(Ω) ≤ c
(‖Lu‖Hs−2q,ϕ(Ω)+

‖Bu‖Hs,ϕ(∂Ω) + ‖u‖Hσ,ϕ(Ω)

)
,

де число c = c(s, ϕ, σ) > 0 не залежить
вiд u.

Ця теорема є наслiдком теореми 4.1
на пiдставi твердження 2.2 i компактностi
вкладення Hs,ϕ(Ω) ↪→ Hσ,ϕ(Ω) при σ < s.

Дослiдимо тепер локальну регулярнiсть
розв’язку ЕКЗ. Вiдповiдний результат по-
дамо у виглядi теореми про локальне пiд-
вищення регулярностi розв’язку.

Нехай U – довiльна вiдкрита множина в
Rn, яка перетинається з областю Ω. Покла-
демо Ω0 := U ∩ Ω i Γ0 := U ∩ ∂Ω (можливий
випадок, коли Γ0 = ∅). Введемо локальний
аналог простору Hσ,ϕ(Ω), де σ ∈ R i ϕ ∈M.

Позначимо через Hσ,ϕ
loc (Ω0, Γ0) лiнiйний

простiр усiх розподiлiв u ∈ D′(Ω) таких,
що χu ∈ Hσ,ϕ(Ω) для довiльної функцiї
χ ∈ C∞( Ω ) з supp χ ⊂ Ω0 ∪ Γ0. Тут, як за-
звичай, D′(Ω) – лiнiйний топологiчний про-
стiр усiх розподiлiв в областi Ω. Топологiя
в просторi Hσ,ϕ

loc (Ω0, Γ0) задається напiвнор-
мами u 7→ ‖χu‖Hσ,ϕ(Ω), де функцiї χ такi,
як вище. Нагадаємо, що в п. 2.2 був озна-
чений локальний аналог Hσ,ϕ

loc (Γ0) простору
Hσ,ϕ(∂Ω).

Теорема 4.3. Нехай s > m+1/2, η ∈M.
Припустимо, що функцiя u ∈ Hs,η(Ω) є
розв’язком ЕКЗ (4.1), (4.2), де

f ∈ Hs−2q+ε,ϕ
loc (Ω0, Γ0),

gj ∈ H
s−mj−1/2+ε,ϕ
loc (Γ0), j ∈ {1, . . . , q},

для деяких параметрiв ε ≥ 0 i ϕ ∈ M. Тодi
u ∈ Hs+ε,ϕ

loc (Ω0, Γ0).
Ця теорема виводиться з теореми 4.1 по-

дiбно до теореми 2.3 [1, с. 217; 6, с. 682].
Важливим наслiдком теореми 4.3 є така

достатня умова класичностi розв’язку ЕКЗ.
Теорема 4.4. Нехай s > m+1/2, η ∈M.

Припустимо, що функцiя u ∈ Hs,η(Ω) є
розв’язком ЕКЗ (4.1), (4.2), де

f ∈ H
n/2,ϕ
loc (Ω,∅) ∩Hm−2q+n/2,ϕ(Ω),
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gj ∈ Hm−mj+(n−1)/2,ϕ(∂Ω), j ∈ {1, . . . , q},
для деякого ϕ ∈ M. Якщо ϕ задовольняє
умову (1.5), то розв’язок u є класичним,
тобто u ∈ C2q(Ω) ∩ Cm( Ω ).

Справдi, на пiдставi теореми 4.3 маємо

u ∈ H
2q+n/2,ϕ
loc (Ω,∅) ∩Hm+n/2,ϕ(Ω).

Разом з тим згiдно з твердженням 1.1 кожне
з вкладень

H
2q+n/2,ϕ
loc (Ω,∅) ⊂ C2q(Ω),

Hm+n/2,ϕ(Ω) ⊂ Cm( Ω )

рiвносильне умовi (1.5), що й доводить тео-
рему 4.4.

З наведених мiркувань випливає, що умо-
ва (1.5) є не лише достатня для класичностi
розв’язку u, але й необхiдна на класi розгля-
нутих розв’язкiв u.

Вiдмiтимо, що у випадку довiльного дiй-
сного s теорема 4.1 (а отже, i теореми 4.2 –
4.4) не є правильними. Це випливає з того,
що вiдображення u 7→ Bju, де u ∈ C∞( Ω ),
не продовжується за неперервнiстю до опе-
ратора Bj : Hs,ϕ(Ω) → D′(∂Ω), якщо s <
mj + 1/2.

4.4. Напiводнорiднi ЕКЗ. Якщо кра-
йова задача (4.1), (4.2) напiводнорiдна, тоб-
то або f ≡ 0, або всi gj ≡ 0, то породжений
нею оператор є обмежений i нетерiв у двобi-
чнiй уточненiй соболєвськiй шкалi (для усiх
дiйсних s). Розглянемо окремо цi випадки.

ЕКЗ (4.1), (4.2) для однорiдного елiпти-
чного рiвняння:

Lu = 0 в Ω, (4.9)
Bju = gj на ∂Ω, j ∈ {1, . . . , q}.

Пов’яжемо з рiвнянням (4.9) такi фун-
кцiональнi простори:

K∞
L (Ω) :=

{
u ∈ C∞( Ω ) : L u = 0 в Ω

}
,

Ks,ϕ
L (Ω) :=

{
u ∈ Hs,ϕ(Ω) : Lu = 0 в Ω

}
,

де s ∈ R i ϕ ∈ M. Ми розглядаємо Ks,ϕ
L (Ω)

як (замкнений) пiдпростiр в Hs,ϕ(Ω), причо-
му рiвнiсть Lu = 0 розумiємо в сенсi теорiї
розподiлiв.

Теорема 4.5. Нехай s ∈ R i ϕ ∈ M.
Тодi множина K∞

L (Ω) є щiльною у просто-
рi Ks,ϕ

L (Ω), а вiдображення u 7→ Bu, де
u ∈ K∞

L (Ω), продовжується за неперервнi-
стю до обмеженого нетерового оператора

B : Ks,ϕ
L (Ω) → Hs,ϕ(∂Ω). (4.10)

Його ядром є N , а область значень складає-
ться з усiх векторiв (g1, . . . , gq) ∈ Hs,ϕ(∂Ω)
таких, що

q∑
j=1

(gj, C
+
j v)∂Ω = 0, v ∈ N+.

Iндекс оператора (4.10) дорiвнює dimN −
dimG+, де

G+ :=
{

(C+
1 v, . . . , C+

q v) : v ∈ N+
}
,

та не залежить вiд s i ϕ.
Теорема 4.5 доведена в [4, п.6]. У випад-

ку s > m + 1/2 вона випливає з теореми
4.1. У соболєвському випадку (ϕ ≡ 1) во-
на є наслiдком теореми Лiонса–Мадженеса
[24, с. 216], якщо s /∈ {−1/2,−3/2,−5/2, . . .}.
Якщо число s < 0 напiвцiле, то теорема 4.5
є новою навiть у соболєвському випадку.

Порiвнюючи iндекси операторiв (4.7) i
(4.10), вiдмiтимо, що dimG+ ≤ dimN+, при-
чому можлива строга нерiвнiсть.

ЕКЗ (4.1), (4.2) з однорiдними крайовими
умовами:

Lu = f в Ω,

Bju = 0 на ∂Ω, j = 1, . . . , q. (4.11)

Для зручностi позначимо однорiднi кра-
йовi умови (4.11) через (b.c.). Пов’яжемо
з ними наступнi функцiональнi простори.
Позначимо через C∞(b.c.) лiнiйний простiр
усiх функцiй u ∈ C∞( Ω ) таких, що Bju = 0
на ∂Ω для кожного j ∈ {1, . . . , q}.

Нехай s ∈ R i ϕ ∈ M. Сепарабельний
гiльбертiв простiр Hs,ϕ(b.c.) визначаємо так.
Якщо s /∈ {mj + 1/2 : j ∈ {1, . . . , q}}, то
Hs,ϕ(b.c.) є замиканням лiнiйного многови-
ду C∞(b.c.) у просторi Hs,ϕ,(0)(Ω); при цьому
Hs,ϕ(b.c.) розглядаємо як (замкнений) пiд-
простiр у Hs,ϕ,(0)(Ω). Якщо s ∈ {mj + 1/2 :
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j ∈ {1, . . . , q}}, то
Hs,ϕ(b.c.) :=[

Hs−1/2,ϕ(b.c.), Hs+1/2,ϕ(b.c.)
]
t1/2 .

Тут застосована iнтерполяцiя зi степеневим
параметром ψ(t) = t1/2. У цьому випадку
норма в просторi Hs,ϕ(b.c.) сильнiша за нор-
му в Hs,ϕ,(0)(Ω).

Замiнивши в цих означеннях (b.c.), Bj i
mj на (b.c.)+, B+

j i m+
j вiдповiдно, отри-

маємо функцiональнi простори C∞(b.c.)+ i
Hs,ϕ(b.c.)+, пов’язанi з однорiдними крайо-
вими умовами в формально спряженiй зада-
чi (4.3), (4.4).

Теорема 4.6. Нехай s ∈ R i ϕ ∈ M. То-
дi вiдображення u 7→ Lu, де u ∈ C∞(b.c.),
продовжується за неперервнiстю до обме-
женого нетерового оператора

L : Hs,ϕ(b.c.) → (H2q−s,1/ϕ(b.c.)+)′. (4.12)

Тут функцiю Lu iнтерпретуємо як фун-
кцiонал (Lu, · )Ω, а (H2q−s, 1/ϕ(b.c.)+)′ по-
значає антидвоїстий простiр до просто-
ру H2q−s,1/ϕ(b.c.)+ вiдносно скалярного добу-
тку в L2(Ω). Ядром оператора (4.12) є N ,
а область значень складається з усiх фун-
кцiоналiв f ∈ (H2q−s, 1/ϕ(b.c.)+)′ таких, що
(f, v)Ω = 0 для кожної функцiї v ∈ N+.
Iндекс оператора (4.12) дорiвнює dimN −
dimN+ та не залежить вiд s i ϕ.

У соболєвському випадку (ϕ ≡ 1) це
є вiдома теорема Березанського–Крейна–
Ройтберга [27; 28, с. 168]. Для довiльного
ϕ ∈ M теорема 4.6 встановлена в [5, п. 6].
Вона виводиться з соболєвського випадку за
допомогою iнтерполяцiї з функцiональним
параметром.

Вiдмiтимо, що неоднорiдну крайову зада-
чу (4.1), (4.2) не можна звести до двох на-
пiводнорiдних задач за допомогою теорем
4.5 i 4.6, якщо s < m + 1/2. Бiльше того,
при s < −1/2 розв’язки напiводнорiдних за-
дач належать до просторiв розподiлiв рiзної
природи: в теоремi 4.5 — просторiв розподi-
лiв, заданих в областi Ω, а в теоремi 4.6 —
просторiв розподiлiв, зосереджених на за-
мкнений областi Ω.

4.5. Неоднорiдна ЕКЗ у двобiчнiй
шкалi. Для того, щоб отримати деякий ана-
лог теореми 4.1, правильний для всiх дiй-
сних s, треба видозмiнити (модифiкувати)
область визначення оператора (L,B). Засто-
суємо модифiкацiю просторiв за Я.А. Ройт-
бергом, яка була здiйснена ним для соболєв-
ської шкали [29; 28, с. 69].

Нехай s ∈ R, ϕ ∈ M i r ∈ N. Покла-
демо Er := {k − 1/2 : k ∈ {1, . . . , r}} та
Dν := i ∂/∂ν, де ν – поле ортiв внутрiшнiх
нормалей до межi областi Ω.

Введемо сепарабельнi гiльбертовi просто-
ри Hs,ϕ,(r)(Ω), якi утворюють модифiковану
уточнену соболєвську шкалу.

Означення 4.3. Якщо s ∈ R \ Er, то
простiр Hs,ϕ,(r)(Ω) є поповненням лiнiйного
многовиду C∞( Ω ) за нормою

‖u‖Hs,ϕ,(r)(Ω) :=
(
‖u‖2

Hs,ϕ,(0)(Ω)+

r∑

k=1

∥∥(Dk−1
ν u) ¹ ∂Ω

∥∥2

Hs−k+1/2,ϕ(∂Ω)

)1/2

.

Якщо s ∈ Er, то

Hs,ϕ,(r)(Ω) :=[
Hs−1/2,ϕ,(r)(Ω), Hs+1/2,ϕ,(r)(Ω)

]
t1/2 .

У соболєвському випадку (ϕ ≡ 1) це озна-
чення належить Я.А. Ройтбергу [29].

Означення 4.4. Клас гiльбертових про-
сторiв

{Hs,ϕ,(r)(Ω) : s ∈ R, ϕ ∈M} (4.13)

ми називаємо уточненою соболєвською
шкалою, модифiкованою за Ройтбергом.
Число r називаємо порядком модифiкацiї.

Вiдмiтимо, що з точнiстю до еквiвален-
тностi норм

Hs,ϕ,(r)(Ω) = Hs,ϕ(Ω) ⇔ s > r − 1/2. (4.14)

Якщо s < r − 1/2, то елементи просто-
ру Hs,ϕ,(r)(Ω) не є розподiлами, заданими в
областi Ω.

Шкала (4.13) є корисною в теорiї крайо-
вих задач, оскiльки вiдображення u 7→ Bju,
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де u ∈ C∞( Ω ), продовжується за неперерв-
нiстю до обмеженого оператора

Bj : Hs,ϕ,(r)(Ω) → Hs−mj−1/2,ϕ(∂Ω)

для довiльного s ∈ R, якщо r ≥ mj + 1.
Теорема 4.7. Нехай s ∈ R i ϕ ∈M. Тодi

вiдображення (4.6) продовжується за непе-
рервнiстю до обмеженого нетерового опе-
ратора

(L,B) : Hs,ϕ,(2q)(Ω) →
Hs−2q,ϕ,(0)(Ω)⊕Hs,ϕ(∂Ω).

(4.15)

Ядром цього оператора є N , а область зна-
чень складається з усiх векторiв

(f, g1, . . . , gq) ∈ Hs−2q,ϕ,(0)(Ω)⊕Hs,ϕ(∂Ω),

якi задовольняють умову (4.8). Iндекс опе-
ратора (4.15) дорiвнює dimN − dimN+ та
не залежить вiд s i ϕ.

У соболєвському випадку (ϕ ≡ 1) ця те-
орема доведена Я.А. Ройтбергом [29, с. 96;
28, с. 155]. Звiдси для довiльного ϕ ∈M во-
на виводиться за допомогою iнтерполяцiї з
функцiональним параметром [1, с. 254; 10,
с. 512].

Вiдмiтимо, що на пiдставi (4.14) теореми
4.1 i 4.7 збiгаються, якщо s > 2q−1/2. Цi те-
ореми мають загальний характер, бо в них
область визначення оператора (L,B) не за-
лежить вiд коефiцiєнтiв елiптичного виразу
L i є спiльною для всiх крайових задач одно-
го порядку.

4.6. Iндивiдуальнi теореми про ЕКЗ.
На вiдмiну вiд загальних теорем 4.1 i 4.7 в
iндивiдуальних теоремах про ЕКЗ область
визначення оператора (L,B) залежить вiд
коефiцiєнтiв елiптичного виразу L. А саме,
розглядається оператор

(L,B) : Dσ+2q,ϕ
L,X (Ω) →

Xσ,ϕ(Ω)⊕Hσ+2q,ϕ(∂Ω).
(4.16)

(Надалi зручно записувати параметр s у ви-
глядi s = σ + 2q). Тут Xσ,ϕ(Ω) – деякий
гiльбертiв простiр, неперервно вкладений в
D′(Ω), а

Dσ+2q,ϕ
L,X (Ω) :=

{u ∈ Hσ+2q,ϕ(Ω) : Lu ∈ Xσ,ϕ(Ω)
}
.

(4.17)

Простiр (4.17) є гiльбертовим вiдносно нор-
ми графiка

‖u‖Dσ+2q,ϕ
L,X (Ω) :=

( ‖u‖2
Hσ+2q,ϕ(Ω) + ‖Lu‖2

Xσ,ϕ(Ω)

)1/2
.

Введемо умову на простiр Xσ,ϕ(Ω).

Умова Iσ,ϕ. Множина

X∞(Ω) = Xσ,ϕ(Ω) ∩ C∞( Ω )

щiльна в просторi Xσ,ϕ(Ω), та iснує число
c > 0 таке, що

‖Of‖Hσ,ϕ(Rn) ≤ c ‖f‖Xσ,ϕ(Ω)

для всiх f ∈ X∞(Ω). Тут Of — продовже-
ння нулем функцiї f .

Теорема 4.8. Нехай функцiя ϕ ∈ M, а
дiйсне число σ < −1/2 таке, що σ + 2q 6=
1/2 − k для кожного k ∈ N. Припустимо,
що Xσ,ϕ(Ω) – довiльний гiльбертiв простiр,
який неперервно вкладений в D′(Ω) i задо-
вольняє умову Iσ,ϕ. Тодi:

i) у просторi Dσ+2q,ϕ
L,X (Ω) є щiльною мно-

жина

D∞(Ω) := {u ∈ C∞( Ω ) : Lu ∈ Xσ,ϕ(Ω)}.
ii) Вiдображення u 7→ (Lu,Bu), де u ∈

D∞(Ω), продовжується за неперервнiстю
до обмеженого нетерового оператора (4.16).
Ядром цього оператора є N , а область зна-
чень складається з усiх векторiв

(f, g1, . . . , gq) ∈ Xσ,ϕ(Ω)⊕Hσ+2q,ϕ(∂Ω),

якi задовольняють умову (4.8).
iii) Якщо множина O(X∞(Ω)) є щiльною

у просторi Hσ,ϕ

Ω
(Rn), то iндекс оператора

(4.16) дорiвнює dimN − dimN+.
Ця теорема виводиться з теореми 4.7 по-

дiбно до випадку ϕ ≡ 1, розглянутого в [30].
Наведемо деякi важливi приклади про-

сторiв Xσ,ϕ(Ω), що задовольняють умову Iσ,ϕ

при σ < −1/2:
1) Xσ,ϕ(Ω) := {0} (випадок однорiдного

елiптичного рiвняння);
2) Xσ,ϕ(Ω) := L2(Ω);
3) Xσ,ϕ(Ω) := Hλ,η(Ω) з λ > −1/2, η ∈M;
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4) Xσ,ϕ(Ω) := {%δh : h ∈ Hσ,ϕ(Ω)}, де δ >
−σ − 1/2, а % ∈ C∞(Ω), % > 0 в Ω i %(x) =
dist(x, ∂Ω) в околi ∂Ω.

У соболєвському випадку (ϕ ≡ 1) при-
клади 2) i 4), де δ = −σ, приводять до вiдо-
мих теорем Лiонса-Мадженеса [24, с. 216].
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