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ДОСЛIДЖЕННЯ С.Д. ЕЙДЕЛЬМАНА
НЕЛIНIЙНИХ ЗАДАЧ ТА ЇХ РОЗВИТОК

Зроблено короткий огляд праць С.Д. Ейдельмана, в яких дослiджувались нелiнiйнi зада-
чi. Розглянуто також працi, присвяченi вивченню квазiлiнiйних параболiчних систем з виро-
дженням на початковiй гiперплощинi та квазiлiнiйних ультрапараболiчних рiвнянь. Доведена
теорема про локальну розв’язнiсть задачi Кошi з однорiдною початковою умовою для квазi-
лiнiйного ультрапараболiчного рiвняння, а також наводяться деякi результати про глобальну
розв’язнiсть задачi Кошi для таких рiвнянь.

A brief reviev S.D.Eidelman results of the investigation for nonlinear problems is presented.
We consider also papers deals with study quasilinear parabolic systems with degeneration on the
initial hyperplane and quasilinear ultraparabolic equations. The local solvability theorem for the
Cauchy problem for a quasilinear ultraparabolic equation with homogenous initial condition is
proved and some global solvability results for theese equations is presented too.

С.Д. Ейдельман став вiдомим матема-
тиком насамперед завдяки своїм фунда-
ментальним результатам у теорiї параболi-
чних систем рiвнянь iз частинними похiдни-
ми. Точнi оцiнки фундаментальної матрицi
розв’язкiв задачi Кошi (ФМРЗК), властиво-
стi об’ємних потенцiалiв та iнтегралiв Пу-
ассона для лiнiйних параболiчних систем,
одержанi в працях С.,Д. Ейдельмана, засто-
сованi ним не тiльки до дослiдження коре-
ктної розв’язностi задачi Кошi та крайових
задач для лiнiйних параболiчних систем, але
й до дослiдження вiдповiдних нелiнiйних
та квазiлiнiйних систем рiвнянь. Методи-
ка цих дослiджень, розвинута С.Д.Ейдель-
маном та його учнями, з успiхом використо-
вується i в сучасних дослiдженнях. Метою
цiєї статтi є огляд праць С.Д.Ейдельмана,
присвячених дослiдженню нелiнiйних задач,
а також праць iнших авторiв, в яких отри-
мали розвиток iдеї та методи С.Д.Ейдель-
мана. У п. 1 зроблено огляд праць С.Д.Ей-
дельмана, в яких дослiджувались нелiнiйнi
параболiчнi задачi. Результати дослiдження
додатних розв’язкiв наведено в п. 2. Основнi
результати дослiдження локальної розв’яз-
ностi задачi Кошi для квазiлiнiйних систем

з виродженням на початковiй гiперплощи-
нi викладено в п. 3. В останньому пунктi
наведено результати дослiдження локальної
та глобальної розв’язностi задачi Кошi для
квазiлiнiйного ультрапараболiчного рiвнян-
ня типу Колмогорова.

1. Параболiчнi системи. У цьому пун-
ктi наведено основнi результати дослiджень
С.Д. Ейдельмана нелiнiйних параболiчних
задач. Цi результати викладено в працях [1–
4] i пiдсумовано в монографiї [5].

Нехай n, N , b – заданi натуральнi числа;
T – задане додатне число; ΠH := H × Rn,
якщо H – множина в R; (t, x) – точка в
ΠH , t ∈ H, x ∈ Rn; Nm := {1, ..., m}, де
m ∈ N; CN ; i CNN – множини вiдповiд-
но всiх стовпчикiв висоти N i квадратних
матриць порядку N з комплексними еле-
ментами. Використовуватимемо ще такi по-
значення: Dp

xuj := {∂k
xuj | |k| ≤ p}, якщо

j ∈ NN , де p ∈ Z+, Dp
xu :=

⋃
j∈NN

Dp
xuj; lp –

кiлькiсть елементiв множини Dp
xu; Gp(R) :=

{y ∈ Rlp | |yj| ≤ Rj, j ∈ Nlp}, де Rj, j ∈ Nlp

– додатнi сталi, R := (R1, . . . , Rlp); R0 :=
(R1, . . . , Rlp), якщо R1 = . . . = Rlp = R0,
де R0 > 0 – деяка стала ; Qp

H(R) :=
{(t, x, y) | (t, x) ∈ ΠH , y ∈ Gp(R)}.
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Розглядається нелiнiйна параболiчна сис-
тема N рiвнянь вигляду

∂tu(t, x) = F (t, x,D2b
x u), (t, x) ∈ Π(0,T ], (1)

де F := col(F1, ..., FN) : Q2b
[0,T ](R) → CN , –

задана, а u := col(u1, ..., uN) : Π(0,T ] → CN –
невiдома функцiї.

Систему (1) називають параболiчною за
Петровським в областi Q2b

[0,T ](R), якщо λ-
коренi рiвняння

det
{
‖Flj(t, x, y, σ‖N

l,j=1 − λI
}

= 0

задовольняють нерiвностi Reλ < −δ|σ|2b для
всiх (t, x, y) ∈ Q2b

[0,T ](R) i σ ∈ Rn, де δ— до-
датна стала, I— одинична матриця порядку
N , Dj := D2b

x uj \D2b−1
x uj, j ∈ NN ,

Flj(t, x, y, σ) :=
∑

ys∈Dj

∂ysFl(t, x, y)(iσ)k(s,j),

{l, j} ⊂ NN , k(s, j) – мультиiндекс довжини
2b.

Спочатку дослiджується для системи (1)
задача Кошi з початковою умовою

u(t, x)|t=+0 = 0, x ∈ Rn. (2)

Локальна розв’язнiсть цiєї задачi дослiджу-
ється в класi досить гладких й обмежених
функцiй. Доводиться, що задача (1), (2)
еквiвалентна задачi Кошi для такої квазiлi-
нiйної параболiчної системи:

(I∂t −
∑

|k|=2b

ak(t, x, D2b−1
x u)∂k

x)u(t, x) =

= f(t, x, D2b−1
x u), (t, x) ∈ Π(0,T ]. (3)

Установлення локальної розв’язностi ква-
зiлiнiйної системи передбачає такi кроки:
1) побудова послiдовностi функцiй, якi є
розв’язками вiдповiдних лiнiйних задач Ко-
шi; 2) одержання оцiнок таких розв’язкiв
на пiдставi iнтегральних зображень та влас-
тивостей вiдповiдної ФМРЗК; 3) доведення
збiжностi послiдовностей розв’язкiв та всiх
їх похiдних; 4) доведення єдиностi побудо-
ваного розв’язку. Для реалiзацiї цих крокiв

необхiднi вiдповiднi результати для лiнiйних
параболiчних систем.

Класи розв’язкiв, в яких встановлюється
локальна розв’язнiсть задачi Кошi для ква-
зiлiнiйної системи, є вужчими, нiж вiдповiд-
нi класи в лiнiйному випадку. Якщо в лi-
нiйному випадку цi класи мiстять зроста-
ючi функцiї, то в квазiлiнiйному – тiль-
ки обмеженi. Висота шару, в якому будує-
ться розв’язок, береться настiльки малою,
щоб забезпечити збiжнiсть послiдовностей
розв’язкiв та їх похiдних.

Сформулюємо припущення на коефiцiєн-
ти та праву частину системи (3).

A1. Вираз (I∂t −
∑
|k|=2b

ak(t, x, y)∂k
x) рiв-

номiрно параболiчний за Петровським в
Q2b−1

[0,T ] (R0).
A2. Коефiцiєнти ak : Q2b−1

[0,T ] (R0) → CNN ,
|k| = 2b, обмеженi, неперервнi за змiнною
t рiвномiрно щодо x та y, задовольняють у
Q2b−1

[0,T ] (R0) рiвномiрну умову Гельдера за x з
показником λ ∈ (0, 1) та умову Лiпшиця за
змiнною y.

A3. ∃C > 0 ∀ {t, t′} ⊂ [0, T ], t < t′,
∀x ∈ Rn ∀ y ∈ G2b−1(R0) ∀ k ∈ Zn

+, |k| = 2b:
|∆t′

t ak(t, x, y)| := |ak(t
′, x, y)− ak(t, x, y)| ≤

≤ C(t′ − t)γ/(2b), γ ∈ (0, 1).
Клас функцiй, якi разом зi своїми похi-

дними до порядку p включно, задовольня-
ють серiю умов A1–A3 з певними λ i γ,
позначаються через Ap,λ,γ/(2b)(Q2b−1

[0,T ] (R0)). У
випадку, коли коефiцiєнти системи (3) ak не
залежать вiд змiнної y ∈ G2b−1(R0), то вiд-
повiдний клас функцiй позначатимемо че-
рез Ap,λ,γ/(2b)(Π[0,T ]). Стосовно функцiї f :

Q2b−1
[0,T ] (R0) → CN припускатимемо виконани-

ми наступнi умови.
F1. Функцiя f неперервна в Q2b−1

[0,T ] (R0).
F2. ∃C > 0 ∀ (t, x, y) ∈ Q2b−1

[0,T ] (R0) :

|f(t, x, y)| ≤ Cσ(t), де σ : [0, T ] → [0,∞) –
неперервна функцiя.

F3. ∃C > 0 ∀ {(t, x, y), (t, x′, y)} ⊂
Q2b−1

[0,T ] (R0) : |∆x′
x f(t, x, y)| := |f(t, x′, y) −

f(t, x, y)| ≤ Cσ(t)|x− x′|λ, λ ∈ (0, 1).
F4. ∃C > 0 ∀ {(t, x, y), (t, x, y′)} ⊂
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Q2b−1
[0,T ] (R0) : |∆y′

y f(t, x, y)| := |f(t, x, y′) −
f(t, x, y)| ≤ Cσ(t)|y − y′|.

Клас функцiй, якi задовольняють серiю
умов F1—F4 з певними λ i σ, позначаються
через Fλ

σ(Q2b−1
[0,T ] (R0)). Позначатимемо через

Fp,λ
σ (Q2b−1

[0,T ] (R0)) клас функцiй f , якi разом зi
своїми похiдними за просторовою змiнною
до порядку p включно належать до класу
Fλ

σ(Q2b−1
[0,T ] (R0)).

Означимо необхiднi простори функцiй.
Для заданого λ ∈ (0, 1] позначимо через
Cλ,λ/(2b), Cλ,0 i C0,0 простори неперервних
функцiй u : Π(0,T ] → CN , для яких скiнчен-
ними є вiдповiдно норми

‖u‖λ,λ/(2b) := ‖u‖0,0 + [u]λ,λ/(2b),

‖u‖λ,0 := ‖u‖0,0 + [u]λ,0 i ‖u‖0,0,

де

‖u‖0,0 := sup
(t,x)∈Π(0,T ]

(|u(t, x)|) , [u]λ,λ/(2b) :=

= sup
{(t,x),(t′,x′)}⊂Π(0,T ]

(t,x)6=(t′,x′)

(
|∆t′,x′

t,x u(t, x)|
(p(t′, x′; t, x))λ

)
,

[u]λ,0 := sup
{(t,x),(t,x′)}⊂Π(0,T ]

x6=x′

( |∆x′
x u(t, x)|
|x− x′|λ

)
.

Тут

p(t′, x′; t, x) := ((t′ − t)1/b + |x′ − x|2)1/2,

{(t, x), (t′, x′)} ⊂ Π[0,T ], t′ > t.

За допомогою означених просторiв уведе-
мо простiр Up,λ,γ(Π(0,T ]). Вiн складається з
функцiй u, якi визначенi в шарi Π(0,T ], при-
чому u ∈ C0,0, ∂k

xu ∈ Cλ,γ/(2b), 0 < |k| ≤ p.
Норма в просторi Up,λ,γ(Π(0,T ]) означується
формулою

‖u‖Up,λ,γ := ‖u‖0,0 +
∑

0<|k|≤2b

‖∂k
xu‖λ,γ/(2b).

Через C2b+λ позначимо простiр функцiй ϕ :
Rn → CN , для яких є скiнченною норма

‖ϕ‖2b+λ := ‖ϕ‖0 +
∑

0<|k|≤2b

‖∂k
xϕ‖λ,

де
‖ϕ‖λ := ‖ϕ‖0 + [ϕ]λ,

‖ϕ‖0 := sup
x∈Rn

|ϕ(x)|,

[ϕ]λ := sup
{x,x′}⊂Rn

x6=x′

( |∆x′
x ϕ(x)|

|x− x′|λ
)

.

Теорема 1. Нехай коефiцiєнти системи
(3)належать до класу Ap,λ,γ/(2b)(Q2b−1

[0,T ] (R0)),
функцiя f – до класу Fλ

1(Q
2b−1
[0,T ] (R0)). Тодi

iснує таке число T0 ∈ (0, T ], що задача Ко-
шi (3),(2) має єдиний розв’язок з простору
U2b,λ,λ/(2b)(Π(0,T0]).

Зробимо декiлька зауважень. По-перше,
замiною v(t, x) = u(t, x) − ϕ(x), якщо ϕ ∈
C2b+λ, задача Кошi з неднорiдною початко-
вою умовою

u(t, x)|t=+0 = ϕ(x), x ∈ Rn, (4)

зводиться до задачi Кошi (3), (2). По-
друге, як встановлено в [5], коли кое-
фiцiєнти системи (3) належать до класу
A1,λ,λ/(2b)(Q2b−1

[0,T ] (R0)), а її права частина f –
до класу F1,λ

1 (Q2b−1
[0,T ] (R0)), то розв’язок за-

дачi Кошi (3), (2) належить до простору
U2b+1,λ,λ/(2b)(Π(0,T0]).

Наведемо тепер основний результат для
загальної нелiнiйної системи (1) з початко-
вою умовою (4).

Теорема 2. Нехай права частина систе-
ми (1) належать до класу F2,λ

1 (Q2b
[0,T ](R0)),

а ϕ ∈ C2b+2+λ. Тодi iснує таке число T0 ∈
(0, T ], що задача Кошi (1), (4) має єдиний
розв’язок з простору U2b+2,λ,λ/(2b)(Π(0,T0]).

Для квазiлiнiйної системи вигляду
(

I∂t −
∑

|k|=2b

ak(t, x)∂k
x

)
u(t, x) = f(t, x, Dl

xu),

l ≤ 2b− 1, (t, x) ∈ Π(0,T ], (5)

справджується така теорема.
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Теорема 3. Є правильними наступнi
твердження.

A. Нехай коефiцiєнти ak ∈ A0,λ,0(Π[0,T ]),
|k| = 2b, f ∈ Fλ

1(Q
l
[0,T ](R0)), а ϕ ∈ C l+λ. Тодi

iснує таке число T0 ∈ (0, T ], що задача Ко-
шi (5), (4) має єдиний розв’язок з простору
U2b,λ,0(Π(0,T0]).

B. Нехай ak ∈ A0,λ,λ/(2b)(Π[0,T ]), |k| = 2b,
f ∈ Fλ

1(Q
l
[0,T ](R0)), а ϕ ∈ C l+λ. Тодi iс-

нує таке число T0 ∈ (0, T ], що задача Ко-
шi (5),(4) має єдиний розв’язок з простору
U2b,λ,λ/(2b)(Π(0,T0]).

Крiм дослiдження коректної розв’язностi
задачi Кошi для нелiнiйних та квазiлiнiйних
систем рiвнянь вивчалось питання продов-
ження їх гладких розв’язкiв. Кожен такий
розв’язок розглядається як траєкторiя в де-
якому просторi Cp

N(Rn) p раз неперервно ди-
ференцiйовних функцiй v : Rn → CN . Нехай
функцiї, якi визначають рiвняння (1), зада-
нi в областi Qq

[0,T ](R), де q – найвищий по-
рядок похiдних, що входять у рiвняння. По-
значимо через Ωp, p ≥ q, множину функцiй
v := (v1, ..., vN) ∈ Cp

N(Rn), якi задовольня-
ють умову

x ∈ RN : |Dp
xv(x)| ∈ Gp(R),

де |Dp
xv(x)| := max{|∂k

xvj(x)|, |k| ≤ p, j ∈
NN}.

Оскiльки p ≥ q, то Dq
xv ⊂ Dp

xv i частина
сталих R1, . . . , Rlq – це сталi , що визнача-
ють Gq(R), а решта Rlq+1 , . . . , Rlp – це деякi
фiксованi сталi.

Належнiсть деякої функцiї v ∈ Cp
N(Rn)

до множини Ωp визначається за допомогою
норми

‖v‖p := max
j∈Nlp

sup
x∈Rn

|vj(x)|
Rj

,

де vj ∈ Dp
xv, j ∈ Nlp . Так що ‖v‖p < 1, якщо

v ∈ Ωp.
Кажуть, що розв’язок u(t, x), (t, x) ∈

Π(t0,t1), лежить в Ωp i записують u ∈ Ωp,
якщо вiн як функцiя x при кожному фiксо-
ваному t ∈ (t0, t1) належить до Ωp.

Установлено, що можливiсть продовже-
ння гладких розв’язкiв системи за спецi-
альною нормою ‖ · ‖p iстотно залежить вiд
того, чи володiють продовжуванi розв’яз-
ки спецiальними властивостями, якi назва-
нi С.Д. Ейдельманом властивiстю Π (рiв-
номiрного продовження ) та властивiстю Γ
(рiвномiрна щодо часової змiнної гельдеро-
вiсть похiдних вiд розв’язку ). Наведемо те-
пер основний результат цього дослiдження.

Теорема 4. Нехай виконанi умови:
1) функцiя F з системи (1) належить

до F3,λ
1 (Q2b

[0,T ](R));
2) коефiцiєнти системи (3) ak i функ-

цiя f належать вiдповiдно до класiв
A0,λ,λ/(2b)(Q2b−1

[0,T ] (R)) i Fλ
1(Q

2b−1
[0,T ] (R));

3) коефiцiєнти системи (5) ak i функцiя
f належать вiдповiдно до A0,λ,λ/(2b)(Π[0,T ]) i
Fλ

1(Q
l
[0,T ](R)), l ≤ 2b − 1. Тодi властивостi

Π i Γ мають розв’язки систем:
(1) з класу U2b+3,λ,λ/(2b)(Π(0,T0])

⋂
Ω2b+1;

(3) з класу U2b+1,λ,λ/(2b)(Π(0,T0])
⋂

Ω2b−1;
(5) з класу U2b,λ,0(Π(0,T0])

⋂
Ωl, l ≤ 2b−1.

Отже, розв’язки з указаною гладкiстю
можна продовжувати для системи (1) за
нормою ‖ · ‖2b+1, для системи (3) за нормою
‖ · ‖2b−1 i за нормою ‖ · ‖l для системи (5).

У 1960 р. С.Д. Ейдельман [6] видiлив i
почав дослiджувати новий клас систем –
клас

−→
2b-параболiчних систем. Цi системи є

природним узагальненням параболiчних за
Петровським систем на випадок, коли ко-
жна просторова змiнна може мати свою вагу
стосовно часової змiнної. Для таких систем
С.Д. Ейдельманом побудована ФМРЗК i до-
слiджена розв’язнiсть задачi Кошi в припу-
щеннi, що коефiцiєнти є обмеженими непе-
рервними функцiями, якi задовольняють за
просторовими змiнними умову Гельдера вiд-
носно спецiальної

−→
2b-параболiчної вiдстанi.

У працi [7] С.Д. Iвасишена i С.Д. Ейдель-
мана пiдведено певний пiдсумок дослiджень−→
2b-параболiчних систем. У нiй проведено до-
сить повне й точне дослiдження ФМРЗК
Z, властивостей породжених Z потенцiалiв,
знайдено класи коректностi задачi Кошi для
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лiнiйних систем за рiзних припущень щодо
коефiцiєнтiв i неоднорiдностей систем, а та-
кож початкових функцiй, встановлено ло-
кальну розв’язнiсть нелiнiйних систем i ви-
вчено питання про продовження їх розв’яз-
кiв на ширший часовий iнтервал, одержа-
но внутрiшнi оцiнки розв’язкiв та доведе-
но гiпоелiптичнiсть

−→
2b-параболiчних систем.

Цi результати, з одного боку, узагальнюють
результати [5] для параболiчних за Петров-
ським систем, а з другого – уточнюють i до-
повнюють їх.

2. Додатнi розв’язки. Починаючи з
кiнця 60-х рокiв минулого столiття С.Д. Ей-
дельман разом iз В.О. Кондратьєвим за-
ймався дослiдженнями властивостей дода-
тних розв’язкiв лiнiйних i квазiлiнiйних рiв-
нянь та систем рiвнянь iз частинними похi-
дними довiльного порядку й типу. У перших
спiльних працях [8, 9] викладено результа-
ти, що стосуються властивостей додатних
розв’язкiв лiнiйних рiвнянь. Детальнiше зу-
пинимось на працях пiзнiшого перiоду [10–
12], в яких розглядались нелiнiйнi рiвняння
i системи.

У працi [10] вивчались слабкi розв’язки
рiвняння
∑

m≤|k|≤l

∂k
x(ak(x)u(x))+a0(x)|u(x)|σ−1u(x) = 0,

x ∈ Rn, (6)
якi узагальнюють вiдоме рiвняння Емдена–
Фаулера

4u + |u|σ−1u = h. (7)
Наведемо необхiднi для формулювання

результатiв умови:
α1) ak, m ≤ |k| ≤ l, – дiйснозначнi ви-

мiрнi, обмеженi сталою M функцiї в областi
G ⊂ Rn;

α2) a0 – дiйснозначна вимiрна, локально
обмежена функцiя на G ⊂ Rn, причому

∃ δ0 > 0 ∀x ∈ G : a0(x) ≥ δ0;

α3) ∃ δ0 > 0 ∀σ ∈ Rn ∀x ∈ G :
∑

|k|=m

ak(x)σk ≥ δ|σ|m;

α4) σ ∈ (1, n/(n−m)], якщо n > m; σ > 1,
якщо n ≤ m.

У випадку рiвномiрно елiптичного рiв-
няння

n∑
i,j=1

∂xi
(aij(x)∂xj

u(x))+

+a0(x)|u(x)|σ−1u(x) = 0, x ∈ Rn, (8)

використовуватимемо ще й умови:
α5) aij, {i, j} ⊂ Nn, – дiйснозначнi вимiрнi

в G функцiї ;
α6) ∃ δ > 0 ∀σ ∈ Rn ∀x ∈ G :

δ|σ|2 ≤
∑
i,j=1

aij(x)σiσj ≤ δ−1|σ|2;

α7) σ ∈ (1, n/(n− 2)], якщо n ≥ 3; σ > 1,
якщо n > 1.

Нехай BR := {x ∈ Rn||x| < R}, ρ(x) –
вiдстань вiд точки x ∈ BR до сфери ∂BR,
q0 = a− 1 + σ/(σ − 1), a > 0. Через Lp,q(BR)
позначатимемо простiр вимiрних у BR фун-
кцiй u, для яких є скiнченною норма

‖u; BR‖ :=

(∫

BR

|u(x)|pρ(x)qdx

)1/p

.

Основним результатом працi [10] є теоре-
ми про сумовнiсть в BR та умови вiдсутностi
в Rn додатних розв’язкiв рiвняння (6). На-
ведемо їх.

Теорема 5. Нехай виконуються умови
α1, α2 для G := BR, R ≥ 1, σ > 1; u –
слабкий розв’язок рiвняння (6) в BR. Тодi є
правильними такi твердження:

1) ∀ a > 0 : u ∈ Lσ,q0(a)(BR);
2) ∃C1 := C1(σ, n, m, M, δ0, a) > 0 :

‖u; BR‖σ,q0(a) ≤ C1R
n−mσ/(σ−1).

Наслiдками теореми 5 є наступнi твер-
дження.

Теорема 6. Нехай виконуються умови
α1, α2 для G := Rn, та умова α4. Тодi ко-
жен нетривiальний в Rn слабкий розв’язок
u рiвняння (6) змiнює знак.
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Теорема 7. Нехай виконуються умови
α1, α2, α3 для G := BR, σ = 1; u—слабкий
розв’язок рiвняння (6) у BR. Тодi є правиль-
ними такi твердження:

1) ∀ a > 0 : u ∈ L1,a−1(BR);
2) ∃C2 := C2(n,m,M, δ0, δ, R1, R, a) > 0

∀R1 < R : ‖u; BR‖1,a−1 ≤ C2‖u; BR1‖0;
3) ∃R0 := R0(n,m, M, δ0, δ) > 0 ∀x ∈ BR,

R > R0 : u(x) = 0.

Аналогiчний результат наводиться i для
рiвномiрно елiптичного рiвняння (8).

Теорема 8. Нехай виконуються умови
α2,α5,α6 i α7 для G := Rn \ B1. Тодi довiль-
ний нетривiальний в Rn\B1 слабкий розв’я-
зок u ∈ W 1

2,loc(Rn \ B1) рiвняння (6) змiнює
знак.

У другiй частинi працi [10] автори пере-
носять теорему 5 на розв’язки систем дифе-
ренцiальних рiвнянь вигляду

∑

m≤|k|≤l

∂k
x(Ak(x)u(x))+

+A0(x)|u(x)|σ−1u(x) = 0, x ∈ Rn, (9)

де Ak, m ≤ |k| ≤ l, A0 – квадратнi матрицi
порядку N , u := col(u1, ..., uN).

Додатнiсть розв’язку u в кулi BR розумi-
ється в сенсi належностi його значень до де-
якого гострого конуса K ∈ Rn. Точнiше ка-
жучи, функцiя-стовпчик u називається до-
датною в BR , якщо u(x) ∈ K для майже
всiх x ∈ BR. Сформулюємо тепер основний
результат статтi [10] для систем (9).

Теорема 9. Нехай елементи матриць
Ak, |k| = m, задовольняють в BR умову
α1 та умову α̂2, елементи матрицi A0 –
дiйснозначнi вимiрнi, локально обмеженi в
BR функцiї; ∃ e := (e1, ..., en) ∈ Rn ∃ δ0 > 0
∀x ∈ BR ∀u ∈ K :

(A0(x)u, e) :=
N∑

j=1

(A0(x)u)jej ≥ δ0|u|

i u – слабкий додатний в BR розв’язок си-
стеми (9). Тодi є правильними такi твер-
дження:

1) ∀ a > 0 : u ∈ Lσ,q0(a)(BR);
2) ∀ a > 0 ∃C3 := C3(σ, n,m, M, δ0, N, K,

a) > 0 : ‖u; BR‖σ,q0(a) ≤ C3R
n−mσ/(σ−1).

Якщо умови α1, α̂2 виконуються для
будь-якого x ∈ Rn, а σ ∈ (1, n/(n − m)), то
спрямувавши в твердженнi 2) теореми 9 ста-
лу R до ∞, одержимо, що всi нетривiальнi
розв’язки системи (9) в Rn обов’язково змi-
нюють знак.

У працi [11] автори продовжують дослi-
дження рiвняння (8) з метою знаходження
якомога точнiших умов iснування або вiд-
сутностi додатних розв’язкiв у необмеже-
них областях G ⊂ Rn. Вважатимемо, що в
умовi α5 додатково виконується aij = aji,
{i, j} ⊂ Nn. Нехай Mk := K

⋂
∂B1, де B1 –

одинична куля з центром у точцi θ, ∆θ – опе-
ратор Бельтрамi–Лапласа на многовидi Mk,
а µk – перше власне число задачi Дiрiхле
∆θv +µv = 0. Введемо такi характеристики:
λ(K) = (2−n)/n−((2−n)2/4+µ1)

1/2, σ(K) =
(λ(K)−2)/λ(K). Наведемо результати працi
[11] для конiчної областi GK (область GK на-
зивається конiчною, якщо вона мiстить ко-
нус K).

Теорема 10. Нехай виконуються в
областi GK умови α2, α5, α6 й умова α8)
aij → δij при |x| → ∞, {i, j} ⊂ Nn рiвномiр-
но щодо x ∈ GK. Якщо σ ∈ (1, σ(K)), то
довiльний невiд’ємний в GK розв’язок рiв-
няння (6) є нульовим.

Теорема 11. Нехай виконуються умо-
ви α2, α5 в областi GK, ∂K – лiпшицева
поверхня; u – невiд’ємний в GK розв’язок
рiвняння (6), який на ∂K задовольняє одно-
рiдну умову Неймана ∂νu|∂K = 0, де ν –
напрям конормалi до ∂K. Тодi, якщо σ ∈
(1, n/(n− 2)),то u = 0 .

Теореми 10 i 11 доповнюються такими
зауваженнями.

1) Для довiльного σ ∈ (σ(K),∞) знайде-
ться функцiя a0(x) := a0(x, σ), яка задоволь-
няє умову α2 i така, що рiвняння

∆u(x) + a0(x, σ)|u(x)|σ−1u(x) = 0

має в GK додатний розв’язок.
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2) Для довiльних σ > 1 i конуса K ⊂ Rn

знайдеться рiвняння (6), коефiцiєнти якого
задовольняють умови α2,α5,α6 i яке має в
GK додатний розв’язок.

3) При дослiдженнi розв’язкiв рiвняння
(6) у конiчних областях GK появляється
критичний показник σ(K), який вiдокрем-
лює область тих значень σ, для яких дода-
тних розв’язкiв немає, вiд тих значень σ, для
яких такi розв’язки можуть бути. Цей пока-
зник залежить вiд розмiрностi простору n.
Для довiльного K ⊂ Rn σ(K) ∈ (1, n/(n −
2)), якщо n ≥ 3 i σ(K) ∈ (1, 5), якщо n = 2.

У працях [12, 13] уточнюються i допов-
нюються результати, одержанi для систем,
наводяться повнi доведення, якi супрово-
джуються важливими прикладами. Наведе-
мо формулювання цих результатiв.

Теорема 12. Нехай елементи мат-
риць Ak, m ≤ |k| ≤ l, задовольняють умо-
ву α1 та умову α̂2 з теореми 9. Тодi кож-
ний слабкий додатний розв’язок системи
(9) належить до простору Lσ,ql(a)(BR) для
довiльного a > 0 та iснує така стала C1 :=
C1(σ, l, m, n,N, M, δ0, a) > 0, що справджу-
ються оцiнки

‖u; Br‖σ,ql(a) ≤ C1R
n/σ−m/(σ−1),

якщо σ 6= σ(Rn),

‖u; Br‖n/(n−m),ql(a) ≤ C1(ln(R))−(n−m)2/(nm),

якщо σ = σ(Rn), де σ(Rn) := n/(n−m) .

З оцiнок теореми 12 випливає тверджен-
ня.

Теорема 13. Нехай для коефiцiєнтiв
системи (9) виконуються припущення те-
ореми 12 у B∞ := Rn i σ ∈ (1, σ(Rn)]. Тодi
будь-який слабкий додатний в Rn розв’язок
u майже скрiзь дорiвнює нулю.

3. Параболiчнi системи з вироджен-
ням на початковiй гiперплощинi. Роз-
глянемо систему N рiвнянь вигляду

(
α(t)I∂t − β(t)

∑

|k|=2b

ak(t, x, D2b−1
x u)×

×∂k
x

)
u(t, x) = f(t, x, D2b−1

x u), (t, x) ∈ Π(0,T ],

(10)
з початковою умовою

u(t, x)|t=0 = 0, x ∈ Rn. (11)

Тут α i β — неперервнi на вiдрiзку [0, T ]
функцiї, для яких α(t) > 0, β(t) > 0 при t ∈
(0, T ], α(0)β(0) = 0 i β монотонно неспадна.

Такi системи називають системами з
виродженням на початковiй гiперплощинi.
На початку 90-х рокiв минулого столiття
дослiдження таких систем було розпочато
С.Д. Iвасишеним разом з учнями. Результа-
ти дослiджень лiнiйних параболiчних, а та-
кож i загальнiших

−→
2b-параболiчних систем

з виродженням на початковiй гiперплощинi
увiйшли до монографiї [14]. До коефiцiєн-
тiв системи (10) вiдносяться i функцiї α, β,
якi спричиняють виродження системи. Кла-
сифiкуватимемо виродження за поведiнкою
функцiй

A(t, τ) :=

t∫

τ

dθ

α(θ)
,

i

B(t, τ) :=

∫ t

τ

β(θ)

α(θ)
dθ,

0 ≤ τ < t ≤ T.

Так, у випадку A(T, 0) < ∞ говоритиме-
мо, що система (10) має слабке виродження,
якщо A(T, 0) = ∞, то — сильне. Випадок,
коли A(T, 0) = ∞ i B(T, 0) = ∞, називати-
мемо випадком дуже сильного виродження.
Сформулюємо умови на коефiцiєнти систе-
ми (10). Замiсть умови A3 з п.1 використо-
вуватимемо таку умову.

Â3. ∃C > 0 ∀ {t, t′} ⊂ [0, T ] t < t′,
∀x ∈ Rn ∀ y ∈ G2b−1(R0) ∀ k, |k| = 2b:
|∆t′

t ak(t, x, y)| ≤ C(A(t′, t))γ/(2b), γ ∈ (0, 1).
Для слабко виродженої системи вини-

кає необхiднiсть враховувати взаємозв’язок
функцiй α i β. Для цього використовувати-
мемо наступну умову.

A4. ∃ γ0 ∈ (0, 1) ∃M > 0 ∀ t ∈ (0, T ] :
∫ t

0

(B(t, τ))−1+γ0/(2b) dτ

α(τ)
≤ M.
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Надалi вважатимемо, що

p(t′, x′; t, x) := ((A(t′, t))1/b + |x′ − x|2)1/2,

{(t, x), (t′, x′)} ⊂ Π[0,T ], t
′ > t.

Розглядатимемо простори функцiй, якi
є неперервними чи задовольняють умову
Гельдера та мають певнi обмеження при t →
0 . Їх поведiнка при t → 0 описуватиметься
функцiєю

(δ(t))µ(∆(t, 0))rE−d(T, t), t ∈ (0, T ],

де µ ∈ {0, 1}, r ∈ R, d ∈ R; δ – неперервна
монотонно неспадна на [0, T ] функцiя така,
що 0 < δ(t) ≤ β(t) для t ∈ (0, T ] та збiгається
iнтеграл

∆(T, 0) :=

T∫

0

(δ(θ)/α(θ))dθ.

Для заданих чисел λ ∈ (0, 1], µ ∈ {0, 1} i r ∈
R позначимо через C

λ,λ/(2b)
µ,r , Cλ,0

µ,r i C0,0
µ,r про-

стори неперервних функцiй u : Π(0,T ] → CN ,
для яких є скiнченними вiдповiдно норми

‖u‖λ,λ/(2b)
µ,r := ‖u‖0,0

µ,r + [u]λ,λ/(2b)
µ,r ,

‖u‖λ,0
µ,r := ‖u‖0,0

µ,r + [u]λ,0
µ,r i ‖u‖0,0

µ,r,

де

‖u‖0,0
µ,r := sup

(t,x)∈Π(0,T ]

( |u(t, x)|Ed(T, t)

(δ(t))µ(∆(t, 0))r

)
,

[u]λ,λ/(2b)
µ,r := sup

{(t,x),(t′,x′)}⊂Π(0,T ]

(t,x)6=(t′,x′)

(
|∆t′,x′

t,x u(t, x)|
(∆(t̄, 0))r−λ/(2b)

×

×δ(t)−µp(t′, x′; t, x)−λEd(T, t̃)

)
,

[u]λ,0
µ,r := sup

{(t,x),(t,x′)}⊂Π(0,T ]

x6=x′

(
|∆x′

x u(t, x)|×

×(δ(t))−µ(∆(t, 0))−r+λ/(2b)|x− x′|−λEd(T, t)

)
.

Тут t̄ := t + (t′ − t)η(r − λ/(2b)) i t̃ := t +
(t′− t)η(d), а η(·)– характеристична функцiя
множини [0,∞).

За допомогою означених просторiв уве-
демо простiр Uγ,λ

r . Вiн складається з фун-
кцiй u ∈ C0,0

0,r+1, якi мають похiднi ∂k
xu ∈

C
γ,γ/(2b)
0,r+1−|k|/(2b), 0 < |k| < 2b, та похiднi ∂k

xu ∈
C

λ,λ/(2b)
0,r , |k| = 2b. Норма в просторi Uγ,λ

r ви-
значається формулою

‖u‖Uγ,λ
r

:= ‖u‖0,0
0,r+1+

+
∑

0<|k|<2b

‖∂k
xu‖γ,γ/(2b)

0,r+1−|k|/(2b)+
∑

|k|=2b

‖∂k
xu‖λ,λ/(2b)

0,r .

Простори Uγ,λ
r , в яких функцiї u визначенi

в шарi Π(0,T0], T0 ≤ T , позначатимемо через
Uγ,λ

r (Π(0,T0]).

Теорема 14. Нехай для системи (10) ви-
конуються припущення A1, A2 i Â3, фун-
кцiя f належить до класу Fλ

σ(Q2b−1
[0,T ] (R0)) з

λ ∈ (0, γ) i σ(·) := δ(·)× ×(∆(·, 0))s−1, де s –
таке додатне число, що виконується умова

β(t)(∆(t, 0))ν ≤ δ(t),

ν := s + λ/(2b)− 1 > γ/(2b), (12)

принаймнi для малих t > 0. Тодi iснує
таке число T0 ∈ (0, T ], що задача Кошi
(10), (11) має єдиний розв’язок з простору
Uγ,λ

ν (Π(0,T0]).

Нехай B(T, 0) < ∞. У цьому випадку за
функцiю δ можна взяти β. Тодi нерiвнiсть
(12) виконується для всiх t ∈ (0, T0] таких,
що B(T0, 0) < 1. Простiр функцiй, до якого
належить розв’язок у цьому випадку, позна-
чимо через U̇γ,λ

ν (Π(0,T0]).

Теорема 15. Нехай для коефiцiєнтiв си-
стеми (10) виконуються припущення тео-
реми 14 i B(T, 0) < ∞. Якщо f належить
до класу Fλ

σ(Q2b−1
[0,T ] (R0)) з λ ∈ (0, γ] i σ(·) =

= β(·)(B(t, 0))s−1, s ≥ 1 + (γ − λ)/(2b), то
iснує таке число T0 > 0, що задача Кошi
(10), (11) має єдиний розв’язок з простору
U̇γ,λ

ν (Π(0,T0]), де ν таке ж, як у (12).
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У випадку слабкого виродження (A(T, 0)
< ∞), припускаючи додатково виконаною
умову A4, локальну розв’язнiсть задачi Ко-
шi встановлено для систем, правi частини
яких належать до класу Fλ

1 . Цей клас є та-
ким, як i у випадку квазiлiнiйних параболi-
чних систем без виродження [5, 7]. Крiм то-
го, розглянемо систему (10) з неоднорiдною
початковою умовою

u(t, x)|t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn, (13)

де функцiя ϕ є неперервною й обмеже-
ною разом з усiма похiдними до порядку 2b
включно, котрi задовольняють умову Гель-
дера з показником γ ∈ (0, 1), тобто до класу
C2b+γ.

Теорема 16. Нехай для коефiцiєнтiв си-
стеми (10) виконуються умови A1, A2,
Â3 i A4, функцiя f належить до кла-
су Fγ

1(Q
2b−1
[0,T ] (R0)). Тодi iснує таке чис-

ло T0 > 0, що неоднорiдна задача Кошi
(10), (13) має єдиний розв’язок з простору
Uγ,γ−γ0

0 (Π(0,T0]).

Доведення теорем 14 i 16 наведено у [15]
i [16] вiдповiдно. Зауважимо також, що ана-
логiчнi результати встановлено в [17] i для−→
2b-параболiчних систем зi слабким виродже-
нням на початковiй гiперплощинi.

4. Ультрапарапараболiчнi рiвняння.
Наведемо результати досiдження локальної
розв’язностi задачi Кошi для одного квазi-
лiнiйного ультрапараболiчного рiвняння ти-
пу Колмогорова, яке є узагальненням кла-
сичного рiвняння дифузiї з iнерцiєю Кол-
могорова. Для подальшого будуть потрiбнi
ще позначення: n1 , n2, n3 – заданi нату-
ральнi числа такi, що 1 ≤ n3 ≤ n2 ≤ n1,
n := n1 + n2 + n3, M := (n1 + 3n2 + 5n3)/2;
Mm := (|m1| + 3|m2| + 5|m3|)/2, де m :=
(m1,m2,m3), ml := (ml1, . . . , mlnl

) – елемент
множини Znl

+ , |ml| := ml1 + . . . + mlnl
, l ∈ N3;

{x := (x1, x2, x3), ξ := (ξ1, ξ2, ξ3)} ⊂ Rn, якщо
{xl := (xl1, . . . , xlnl

), ξl := (ξl1, . . . , ξlnl
)} ⊂

Rnl , l ∈ N3; x1j(t) := x1j, j ∈ Nn1 ; x2j(t) :=
x2j + tx1j, j ∈ Nn2 ; x3j(t) := x3j + tx2j +

(t2/2)x1j, j ∈ Nn3 ; xl(t) := (xl1(t), ..., xlnl
(t)),

l ∈ N3; ρ(t, x, ξ) :=
3∑

l=1

t1−2l|xl(t)− ξl|2.
Розглянемо рiвняння

(Lu)(t, x) :=

(
∂t −

n2∑
j=1

x1j∂x2j
−

n3∑
j=1

x2j∂x3j
−

−
n1∑

k,j=1

akj(t)∂x1k
∂x1j

−
n1∑

j=1

aj(t)∂x1j
−

−a0(t)

)
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Π(0,T ], (14)

з такими умовами на коефiцiєнти:
a) ∃ δ0 > 0 ∀ t ∈ [0, T ] ∀σ ∈ Rn1 :

Re
n1∑

k,j=1

akj(t)σkσj ≥ δ0|σ|2;
b) коефiцiєнти akj, aj, {k, j} ⊂ Nn1 , i a0 в

[0, T ] є неперервними функцiями.
Як вiдомо [18], за умов a i b для рiвняння

(14) iснує фундаментальний розв’язок зада-
чi Кошi (ФРЗК) G. Для функцiї G та її по-
хiдних справджуються оцiнки

|∂m1
x1

∂m2
x2

∂m3
x3

G(t, x; τ, ξ)| ≤ C(t− τ)−M−Mm×
× exp{−cρ(t− τ, x, ξ)}, 0 ≤ τ < t ≤ T,

{x, ξ} ⊂ Rn, ml ∈ Znl
+ , l ∈ N3, c > 0. (15)

Розглянемо iнтеграл

w(t, x) :=

t∫

0

dτ

∫

Rn

G(t, x; τ, ξ)×

×f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ]. (16)

Його гладкiсть вивчатимемо в термiнах спе-
цiальних гельдерових норм i просторiв.

Для функцiй w : Π[0,T ] → C покладемо
||w|| := sup

(t,x)∈Π[0,T ]

(|w(t, x)|),

[w](α1,α2,α3) :=
= sup

{(t,x),(t,x′)}⊂Π[0,T ]

x6=x′

|∆x′
x w(t, x)|d[x, x′; α1, α2, α3]

−1,

||w||(α1,α2,α3) := ||w||+ [w](α1,α2,α3),
де α1 ∈ (0, 1), α2 ∈ (0, 3), α3 ∈ (0, 5);

d[x, x′; α1, α2, α3] :=
3∑

l=1

|xl − x′l|αl/(2l−1)−
спецiальна вiдстань мiж точками x i x′ з Rn.
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Використовуватимемо також позначен-
ня:

d[x, x′; α] := d[x, x′; α, α, α],
||w||(p1+α1,3p2+α2,5p3+α3) := ||w||(α1,α2,α3)+

+
3∑

l=1

∑
0<|ml|≤pl

||∂ml
xl

w||(α1,α2,α3),

p1 ∈ {0, 1, 2}, p2 ∈ {0, 1}, p3 ∈ {0, 1}.
Означимо такi простори функцiй:
C(Π[0,T ]) – простiр усiх неперервних фун-

кцiй w : Π[0,T ] → C, для яких скiнченною є
норма ||w||;

C(α1,α2,α3)(Π[0,T ]), α1 ∈ (0, 1), α2 ∈ (0, 3),
α3 ∈ (0, 5),– простiр усiх функцiй w : Π[0,T ]

→ C зi скiнченною нормою ||w||(α1,α2,α3);
C(p1+α1,3p2+α2,5p3+α3)(Π[0,T ]) – простiр фун-

кцiй w : Π[0,T ] → C, якi разом зi своїми похi-
дними ∂ml

xl
w, |ml| ≤ pl, l ∈ N3, належать до

простору C(α1,α2,α3)(Π[0,T ]), тобто є скiнчен-
ною норма ||w||(p1+α1,3p2+α2,5p3+α3).

Нам будуть потрiбнi результати дослi-
дження об’ємного потенцiалу (16) з [14] та
теорема про коректну розв’язнiсть задачi
Кошi з однорiдною початковою умовою для
рiвняння (14) з [19]. Об’єднаємо їх в одне
твердження.

Теорема 17. Нехай коефiцiєнти рiв-
няння (14) задовольняють умови a, b i f ∈
C(α,α+1,α+3), α ∈ (0, 1). Тодi формулою (16)
визначається єдиний розв’язок рiвняння

(Lu)(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T ],

який належить до простору C(2+α,3+α,5+α) i
для якого справджуються оцiнки

||w||(2+α,3+α,5+α) ≤ C||f ||(α,α+1,α+3),

|w(t, x)| ≤ Ct,

|∂ml
xl

w(t, x)| ≤ Ct1+(2l−1)(αl−|ml|)/2,

|∆x′
x ∂ml

xl
w(t, x)| ≤ Cd(x, x′; α), l ∈ N3, (17)

де α1 = α, α2 = (1 + α)/3, α3 = (3 + α)/5.
Cтала C в оцiнках (17) залежить лише вiд
сталих з умов a, b та з оцiнок (15), числа
α.

Розглянемо тепер задачу Кошi

(Lu)(t, x) = f(t, x, D1
x1

u(t, x)),

(t, x) ∈ Π(0,T ], (18)

u(t, x)|t=+0 = 0, x ∈ Rn. (19)

Стосовно функцiї f : Q1
[0,T ](R0) → C при-

пускатимемо виконаними умови F1, F2, F4

та умову
F̂3. ∃C > 0 ∀{(t, x, y), (t, x′, y)} ⊂

Q1
[0,T ](R0):

|∆x′
x f(t, x, y)| ≤ Cσ(t)d(x, x′; λ), λ ∈ (0, 1).
Клас функцiй, якi задовольняють серiю

умов F1,F2,F̂3 i F4 з певними λ i σ, позна-
чатимемо через F̂λ

σ(Q1
[0,T ](R0)).

Наведемо теорему про локальну розв’я-
знiсть задачi Кошi (18),(19).

Теорема 18. Нехай коефiцiєнти рiвнян-
ня (18) задовольняють умови a i b, функ-
цiя f належить до класу F̂λ

1(Q
1
[0,T ](R0)) з

деяким λ ∈ (0, 1). Тодi iснує таке число T0 ∈
(0, T ], що задача Кошi (18),(19) має єдиний
розв’язок з простору C(2+λ,3+λ,5+λ)(Π(0,T0]).

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть
функцiй {us : s ≥ 0}, якi задовольняють рiв-
няння

(Lus)(t, x) = f(t, x, D1
x1

us−1(t, x)),

(t, x) ∈ Π(0,T ], s ≥ 1, (20s)

(Lu0)(t, x) = f(t, x, 0), (t, x) ∈ Π(0,T ], (200)

i початковi умови

us(t, x)|t=0 = 0, x ∈ Rn, (21s)

та визначаються формулами

us(t, x) =

=

t∫

0

dτ

∫

Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ,D1
ξ1

us−1(τ, ξ))dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T ], s ≥ 0, u−1 := 0, (22s)

де G – ФРЗК для рiвняння (14).
Розглянемо задачу (200), (210). З умов те-

ореми випливає, що функцiя u0 є розв’яз-
ком цiєї задачi. На пiдставi теореми 17 u0 ∈
C(2+λ,3+λ,5+λ)(Π(0,T ]) i справджуються оцiнки

|u0(t, x)| ≤ C0t,
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|∂ml
xl

u0(t, x)| ≤ C0t
1+(2l−1)(λl−|ml|)/2,

|∆x′
x ∂ml

xl
u0(t, x)| ≤ C0d(x, x′; λ), l ∈ N3,

{(t, x), (t, x′)} ⊂ Π(0,T ].

Виберемо число T0 > 0 так, щоб

C0 max
|ml|≤pl,l∈N3

(T
1+(2l−1)(λl−|ml|)/2
0 ) < R0.

Тодi одержимо такi оцiнки:

|u0(t, x)| ≤ R0, (230)

|∂ml
xl

u0(t, x)| ≤ R1T
λ/2
0 , (240)

|∆x′
x ∂ml

xl
u0(t, x)| ≤ R1d(x, x′; λ), (250)

{(t, x), (t, x′)} ⊂ Π(0,T ], |ml| ≤ pl, l ∈ N3.

Зауважимо, що як випливає з теореми 17,
простiр C(2+λ,3+λ,5+λ)(Π(0,T0]) є класом єдино-
стi розв’язку.

Розглянемо тепер розв’язок u1 задачi
(201), (211). Коефiцiєнти рiвняння (201) такi
ж, як i в рiвняння (200). Оскiльки викона-
нi в шарi Π(0,T0] умови теореми 17, то єди-
ний розв’язок задачi (201), (211) визначає-
ться формулою (221). Для такого розв’язку
справджуються нерiвностi

|u1(t, x)| ≤ C1t,

|∂ml
xl

u1(t, x)| ≤ C1t
1+(2l−1)(λl−|ml|)/2,

|∆x′
x ∂ml

xl
u1(t, x)| ≤ C1d(x, x′; λ) l ∈ N3,

{(t, x), (t, x′)} ⊂ Π(0,T ].

де λ – таке саме, як ранiше, а C1 — деяка
стала, яка залежить вiд R0, R1, T0.

Зменшивши T0 (якщо потрiбно), одержи-
мо оцiнки

|∂m1
x1

u1(t, x)| ≤ R0, |m1| < p1, (231)

|∂ml
xl

u1(t, x)| ≤ R1T
λ/2
0 , (241)

|∆x′
x ∂ml

xl
u1(t, x)| ≤ R1d(x, x′; λ), (251)

{(t, x), (t, x′)} ⊂ Π(0,T ] |ml| ≤ pl, l ∈ N3.

з такими самими, як i в (230)–(250), сталими
R0, R1. Розв’язок u1 належить до простору
C(2+λ,3+λ,5+λ)(Π(0,T0]).

За iндукцiєю встановлюємо iснування по-
слiдовностi розв’язкiв {us : s ≥ 1} задач
(20s), (21s), якi визначаються формулами
(22s) i для яких у шарi Π(0,T0] справджую-
ться нерiвностi

|∂m1
x1

us(t, x)| ≤ R0, (23s)

|∂ml
xl

us(t, x)| ≤ R1T
λ/2
0 , (24s)

|∆x′
x ∂ml

xl
us(t, x)| ≤ R1d(x, x′; λ) (25s)

{(t, x), (t, x′)} ⊂ Π(0,T ] |ml| ≤ pl, l ∈ N3.

Усi цi розв’язки належать до простору
C(2+λ,3+λ,5+λ)(Π(0,T0]).

Доведемо тепер збiжнiсть послiдовностей
{∂m1

x1
us : s ≥ 0}. Для цього розглянемо фун-

кцiї {εs : s ≥ 0}, якi визначаються форму-
лами

εs(t) := sup
x∈Rn

∑

|m1|<2

|∂m1
x1

(us(t, x)− us−1(t, x))|,

s ≥ 1,

ε0(t) := sup
x∈Rn

∑

|m1|<2

|∂m1
x1

u0(t, x)|, t ∈ (0, T0].

Використовуючи (20s) i (21s+1), запише-
мо рiвняння для рiзницi vs := us+1 − us:

(Lvs)(t, x) = f(t, x, D1
x1

us)−
f(t, x, D1

x1
us−1) =: Φs,s−1(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T0],

vs(t, x)|t=0 = 0, x ∈ Rn,

при цьому для функцiї vs є правильним
зображення

vs(t, x) =

t∫

0

dτ

∫

Rn

G(t, x; τ, ξ)Φs,s−1(τ, ξ)dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T0]. (26)

Оцiнимо |Φs,s−1|. За допомогою умови F4

маємо

|Φs,s−1(t, x)| ≤ |f(t, x, D1
x1

us)−

−f(t, x, D1
x1

us−1)| ≤ Cεs(t),

(t, x) ∈ Π(0,T0], s ≥ 1. (27)
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Використавши (26) i (27), одержимо не-
рiвнiсть

εs+1(t) ≤ C

t∫

0

(t− τ)−1+1/2εs(τ)dτ,

t ∈ (0, T0], s ≥ 0. (28)

З (28) за iндукцiєю випливають нерiвностi

εs(t) ≤ (C(T0)
1/2)s sup

t∈(0,T0]

ε0(t),

s ≥ 1, t ∈ (0, T0]. (29)

Ряд
∞∑

s=0

εs є рiвномiрно збiжним на

(0, T0], якщо число T0 вибрати таким, щоб
C(T0)

1/2 < 1. Оскiльки
∞∑

s=0

|∂m1
x1

(us − us−1)| ≤
∞∑

s=0

εs,

то послiдовностi {∂m1
x1

us : s ≥ 0}, |m1| < p1,
є рiвномiрно збiжними в шарi Π(0,T0].

Розглянемо тепер послiдовностi старших
похiдних {∂ml

xl
us : s ≥ 0}, |ml| = pl, l ∈ N3. З

оцiнок (24s) i (25s) випливає їх компактнiсть
у кожному цилiндрi

Vr,τ := {(t, x) ∈ Π(0,T0] | |x| ≤ r, t ∈ (0, τ)}.
Тому iснують пiдпослiдовностi {∂ml

xl
usj : j ≥

1}, |ml| = pl, l ∈ N3, якi є рiвномiрно збiжни-
ми в кожному цилiндрi Vr,τ . Нехай v∗ – гра-
нична функцiя. Оскiльки {∂m1

x1
us : s ≥ 0},

|m1| < p1, рiвномiрно збiгаються до ∂m1
x1

u,
|m1| < p1, то, на пiдставi замкненостi опе-
рацiї диференцiювання v∗ = ∂ml

xl
u, |ml| = pl,

l ∈ N3.
Доведемо рiвномiрну в цилiндрi Vr,τ збi-

жнiсть пiдпослiдовностi {∂tu
sj : j ≥ 1}. За

допомогою (14),(22sj+k
) i (22sj

) запишемо

∂t(u
sj+k − usj) =

6∑

l=1

Sl(j, k),

де

S1(j, k) :=
n2∑
l=1

x1l∂x2l
(usj+k − usj),

S2(j, k) :=
n3∑
l=1

x2l∂x3l
(usj+k − usj),

S3(j, k) :=
n1∑

k,l=1

akl(t)∂x1k
∂x1l

(usj+k − usj),

S4(j, k) :=
n1∑
l=1

al(t)∂x1l
(usj+k − usj),

S5(j, k) := a0(t))(u
sj+k − usj),

S6(j, k) := Φsj+k,sj
(t, x),

(t, x) ∈ Π(0,T ], k ≥ 1.
Нехай

M0 = max{max
t∈[0,T ]

|alk(t)|,

max
t∈[0,T ]

|al(t)|, {l, k} ∈ Nn1 , max
t∈[0,T ]

|a0(t)|}.

Оскiльки в Vr,τ рiвномiрно збiгаються пiдпо-
слiдовностi {∂ml

x1
usj : j ≥ 1}, |ml| = pl, l ∈ N3,

а для m1 < 2 i послiдовностi {∂m1
x1

us : s ≥ 1},
f задовольняє умову Лiпшиця, то для до-
вiльного ε > 0

∃ j1 ∈ N ∀j > j1 ∀k ∈ N :
|∂x2l

(usj+k − umj)| ≤ ε/(6rn2);
∃ j2 ∈ N ∀j > j2 ∀k ∈ N :
|∂x3l

(usj+k − umj)| ≤ ε/(6rn3);
∃ j3 ∈ N ∀j > j3 ∀k ∈ N :
|∂x1k

∂x1l
(usj+k − usj)| ≤ ε/(6M0n

2
1);

∃ j4 ∈ N ∀j > j4 ∀k ∈ N :
|∂x1l

(usj+k − usj)| ≤ ε/(6M0n1);
∃ j5 ∈ N ∀j > j5 ∀k ∈ N :
|a0(t)(u

sj+k − usj)| ≤ ε/(6M0);
∃ j6 ∈ N ∀j > j6 ∀k ∈ N :
|Φsj+k,sj

(t, x)| ≤ ε/(6C),
де C – стала з умови F4. Отже, якщо взя-
ти j > max

l∈N6

{jl}, то одержимо нерiвностi

|Sl(j, k)| ≤ ε/6, l ∈ N6, за допомогою яких
одержимо

|∂t(u
sj+k − usj)| ≤

6∑

l=1

|Sl(j, k)| ≤ ε.

Отже, нерiвнiсть |∂t(u
sj+k − usj)| < ε

справджується у Vr,τ , якщо взяти j досить
великим, а k ∈ N. Звiдси випливає, що пiд-
послiдовнiсть {∂tu

sj : j ≥ 1} рiвномiрно збi-
гається в цилiндрi Vr,τ .

Спрямуємо в (20sj
) j до нескiнченно-

стi, тодi одержимо, що гранична функцiя
u є розв’язком рiвняння (18) з простору
C(2+λ,3+λ,5+λ)(Π(0,T0]).
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Доведемо єдинiсть одержаного розв’язку.
Нехай, крiм побудованого розв’язку u, є ще
розв’язок ū задачi Кошi (18), (19). Тодi для
їх рiзницi w̄ := u− ū маємо задачу

L(w̄)(t, x) = Φ(t, x), (t, x) ∈ Π(0,T0],

w̄(t, x)|t=0 = 0, x ∈ Rn, (30)

де

Φ(t, x) := f(t, x, D1
x1

u)− f(t, x, D1
x1

ū).

Для розв’язку w̄ задачi (30) правильним є
таке зображення:

w̄(t, x) =

t∫

0

dτ

∫

Rn

G(t, x; τ, ξ)Φ(τ, ξ)dξ,

(t, x) ∈ Π(0,T0]. (31)

За допомогою (15) та умови F4 iз (31) одер-
жимо нерiвностi

|∂k
xw̄(t, x)| ≤ C

t∫

0

(t− τ)−|ml|/2w0(τ)dτ,

(t, x) ∈ Π(0,T0], |ml| < pl, l ∈ N3, (32)

де
w0(τ) := sup

x∈Rn

∑

|ml|<pl

|∂ml
xl

w̄(τ, x)|.

З (32) випливає нерiвнiсть

w0(t) ≤ C

t∫

0

(t− τ)−1/2w0(τ)dτ.

Зiнтегрувавши обидвi частини цiєї нерiв-
ностi по t, пiсля змiни порядку iнтегруван-
ня, одержимо

t∫

0

w0(τ)dτ ≤ C1t
1/2

t∫

0

w0(τ)dτ, t ∈ (0, T0].

Звiдси випливає, що w0(t) = 0 для тих зна-
чень t ∈ (0, T0], якi задовольняють умо-
ву C1t

1/2 < 1, тобто w̄(t) = 0 для таких
t. Повторюючи, якщо треба, цi мiркуван-
ня потрiбну кiлькiсть разiв, одержимо, що
w̄ = 0 в шарi Π(0,T0]. Теорему доведено. I

Перейдемо до глобальних розв’язкiв за-
дачi Кошi для деяких квазiлiнiйних ульт-
рапараболiчних рiвнянь. Так називають
розв’язки, якi визначенi для всiх значень
t > 0. У шарi Π := (0,∞) × Rn розглядає-
ться задача Кошi

(L0u)(t, x) = f(t, u(t, x)), (t, x) ∈ Π, (33)

u(t, x)|t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn, (34)

де

L0 := ∂t −
n2∑

j=1

x1j∂x2j
−

n3∑
j=1

x2j∂x3j
−

−
n1∑

k,j=1

akj∂x1k
∂x1j

−
n1∑

j=1

aj∂x1j
− a0−

ультрапараболiчний диференцiальний ви-
раз типу Колмогорова, в якому коефiцiєнти
akj, aj, {j, k} ⊂ Nn1 , i a0 є дiйсними числами,
причому матриця (akj)

n1
k,j=1 є симетричною i

має додатнi власнi числа.
Нехай F — простiр неперервних функцiй

f : [0,∞)×R→ R, якi задовольняють умову

∃ C > 0 ∀ t ∈ [0,∞) ∀ {u, u1, u2} ⊂ R :

|f(t, u)| ≤ C|u|1+β,

|f(t, u1)− f(t, u2)| ≤
≤ C|u1 − u2|max{|u1|β, |u2|β},

де β – додатна стала.
Згiдно з [20] ФРЗК Z для рiвняння з опе-

ратором L0 знаходиться в явному виглядi,
який дозволяє одержати таку оцiнку:

|Z(t, x; τ, ξ)| ≤ CEµ(t, x; τ, ξ),

0 ≤ τ < t < ∞, {x, ξ} ⊂ Rn,

де C — додатна стала, а

Eµ(t, x; τ, ξ) := (t− τ)−N×

× exp

{
−c0

(
1

4(t− τ)
|x1 − ξ1|2+

+
3

(t− τ)3
|x2 +

1

2
(x′′1 + ξ′′1 )− ξ2|2+
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+
180

(t− τ)5
|x3 +

1

2
(t− τ)(x′2 + ξ′2)+

+
1

12
(t− τ)2(x′1 + ξ′1

)
− ξ3|2 − µ(t− τ)

}
,

x′1 := (x11, . . . , x1n3), x′2 := (x21, . . . , x2n3),
ξ′1 := (ξ11, . . . , ξ1n3), ξ′2 := (ξ21, . . . , ξ2n3),
x′′1 := (x11, . . . , x1n2), ξ′′1 := (ξ11, . . . , ξ1n2). Тут
c0 := c1(1 − ε), µ := −c + 1

4
c1|a|2(1 − 1/ε),

0 < ε < 1, де a := (a1, . . . , an1), c1 :=

min
l∈N3

((max
j∈Nn1

λ
(l)
j ))−1, λ

(l)
j – власнi числа матри-

цi Al := (ajs)
nl
j,s=1, l ∈ N3.

Зауважимо, що потрiбнi властивостi фун-
кцiї Eµ випливають з того, що вона є з то-
чнiстю до сталого множника ФРЗК для мо-
дельного рiвняння

(
∂t −

n2∑
j=1

x1j∂x2j
−

n3∑
j=1

x2j∂x3j
−

−a2

n1∑
j=1

∂2
x1j
− µ

)
u = 0.

Використаємо також функцiю

Vµ(t, x) := (t + γ)−N exp{−c0(
1

4(t + γ)
|x1|2+

+
3

(t + γ)3
|x2 +

1

2
(t + γ)x′′1|2+

+
180

(t + γ)5
|x3 +

1

2
(t + γ)x′2+

+
1

12
(t + γ)2x′1|2 − µ(t + γ)},

t ≥ 0, x ∈ Rn,

де γ — фiксоване додатне число.
Позначимо через U простiр неперервних

функцiй u : Π → R, для яких скiнченною є
норма

‖u‖1 := sup
(t,x)∈Π

(
|u(t, x)|
Vµ(t, x)

)
,

i якi рiвномiрно щодо t задовольняють ло-
кальну умову Гельдера за змiнними x1, x2,
x3 з показниками вiдповiдно λ1 ∈ (0, 1], λ2 ∈
(1/3, 1], λ3 ∈ (3/5, 1].

Множину неперервних функцiй ϕ : Rn →
R, для яких скiнченною є норма

‖ϕ‖0 := sup
x∈Rn

(
|ϕ(x)|

Vµ(0, x)

)
,

позначимо через Φ. Покладемо
Φ+ := {ϕ ∈ Φ |ϕ(x) ≥ 0, x ∈ Rn}.

Основним результатом цього пункту є на-
ступна теорема.

Теорема 19. Є правильними такi тверд-
ження:

1) якщо µ > 0, β > 0, f ∈ F , то зада-
ча Кошi (33), (34) має єдиний глобальний
розв’язок u ∈ U для будь-якої початкової
функцiї ϕ ∈ Φ;

2) якщо µ = 0, β > 1/N , f ∈ F , то за-
дача Кошi (33), (34) має єдиний глобальний
розв’язок u ∈ U для деякої достатньо малої
функцiї ϕ ∈ Φ;

3) якщо µ ≤ 0, β ∈ (0, 1/N ], f = u1+β i
ϕ ∈ Φ+, то iснує число T ∗ ∈ (0,∞) таке,
що для кожного x ∈ Rn u(t, x) → ∞ при
t → T ∗, де u — розв’язок задачi Кошi (33),
(34).

Для доведення перших двох тверджень
теореми використовується загальна теорема
про глобальну розв’язнiсть з [20], а також
властивостi вiдповiдних потенцiалiв.

Зауважимо, що твердження 3) теореми
фактично означає, що в класi невiд’ємних
функцiй (за зроблених припущень) u ≡ 0 є
єдиним глобальним розв’язком задачi Кошi
(33), (34). Iстотну роль при доведеннi вiдi-
грає принцип максимуму. Деякi iз наведе-
них результатiв анонсовано в [21, 22].
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