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ЗАДАЧI ДЛЯ РIВНЯНЬ ЗI СПЕЦIАЛЬНИМ ПАРАБОЛIЧНИМ
ОПЕРАТОРОМ ДРОБОВОГО ДИФЕРЕНЦIЮВАННЯ

Встановлюється коректнiсть задачi Кошi та двоточкової крайової задачi для рiвнян-
ня з оператором дробового диференцiювання, який вiдповiдає сингулярному параболiчному
оператору Бельтрамi–Лапласа на поверхнi iз класу Дiнi.

The correctness of Cauchy problem and two-point boundary problem for equation with
operator of fractional differentiation which corresponds to singular parabolic operator of Beltrami–
Laplace on the surface from the Dini class is obtained.

Задача Кошi та крайовi задачi для рiв-
нянь з операторами дробового диференцiю-
вання вивчались багатьма авторами, зокре-
ма, в працях [1–6]. Iнструментом редукцiї
задач до iнтегральних рiвнянь є спецiальнi
оператори.

1. Про фундаментальний розв’язок
(ф.р.) параболiчного рiвняння на по-
верхнi iз класу Дiнi. Розглянемо B-
параболiчне рiвняння на поверхнi S+ = S ×
(0, +∞) у просторi E+

n , n > 2,

Λ(D)u := ∂tu + (−1)b(∆x′ + Bxn)bu = 0, (1)

де Bxn = ∂2
xn

+ (2ν + 1)xn
−1∂xn , ν ≥ −1/2,

b ≥ 1.
Припустимо, що поверхня S покрива-

ється вiдкритими множинами {Sl}, S =⋃
Sl i S

⋂
Sl визначається рiвняннями xi =

ϕ
(l)
i (x̄′′), i ∈ {1, ..., n − 1}, в криволiнiйних

координатах x̄′′ = (x̄1, . . . , x̄n−2), причому
ϕ

(l)
i ∈ C(2b,ω)(Ti). Оператор Лапласа ∆x на

Sl має вигляд [5]

∆l = [g(l)(x̄′′)]−1/2×

×
n−2∑
i,j=1

∂x̄i

(√
g(l)(x̄′′)gij

l (x̄′′)∂x̄j

)
,

де gij
l – елементи матрицi, оберненої до ма-

трицi з таких елементiв:

g
(l)
ij (x̄′′) =

n−1∑

k=1

∂x̄i
ϕ

(l)
k (x̄′′) · ∂x̄j

ϕ
(l)
k (x̄′′),

g(l)(x̄′′) = det(g(l)
ij (x̄′′)).

Нехай {ψl} – сукупнiсть функцiй, якi ут-
ворюють на S розбиття одиницi, а ψ̂l(x

′) –
гладкi функцiї з носiями в Sl i ψ̂(x′) = 1,
якщо x′ ∈ suppψl ⊂ Sl. Тодi на S+ оператор
Λ(D) набуде вигляду

Λ(D)u =
∑

l

ψl(x
′)Λl(D)[ψ̂lu],

де

Λl(D) = ∂t + (−1)b(∆l + Bxn)b =

= ∂t −
∑

b≤|k|+2j≤2b

a
(l)
kj (x̄

′′)Dk
x̄′′B

j
xn

.

Вiдмiтимо, що тут a
(l)
kj ∈ C(2b−1,ω)(Tl) для

|k| = 2b i a
(l)
kj ∈ C(0,ω)(Tl) для |k| < 2b, бо

S ∈ C(2b,ω).
Позначимо через T ξn

xn
G

(l)
0 (t, x̄′′, xn; ȳ′′)

функцiю Грiна задачi Кошi для рiвняння з
параметром

∂tu =
∑

|k|+2j=2b

a
(l)
kj (ȳ

′′)Dk
x̄′′B

j
xn

u.

Головна частина ф.р. рiвняння (1) визна-
чається формулою

G0(t, x, ξ) =

=
∑

l

βl(x
′)T ξn

xn
G

(l)
0 (t, x̄′′− ξ̄′′, xn; ξ̄′′)

βl(ξ
′)√

g(l)(ξ̄′′)
,
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де ∑

l

β2
l (x

′) = 1,

supp βl(x
′) ⊂ Sl, βl ∈ C∞(Sl).

Теорема 1. Якщо поверхня S в En−1

належить до класу C(2b,ω), то ф.р. рiвняння
(1) визначається формулою

G(t, x, ξ) = G0(t, x, ξ)+

+

t∫

0

dτ

∫

S+

G0(t− τ, x, y)Φ(τ, y, ξ)yν0
n dSy :=

= G0 + WΛ (2)

i для його похiдних справджуються оцiнки

|Dm
ξ Dk

xB
j
xn

G(t, x, ξ)| ≤

≤ Ct−(nν−1+|k|+2j+|m|)/2bT ξn
xn
{e−cρ(t,x,ξ′)},

ν0 = 2ν + 1, |k|+ 2j ≤ 2b, |m| ≤ 1,

|Dm
ξ Dk

xB
j
xn

WΛ(t, x, ξ)| ≤
≤ t−(nν−2+|k|+2j+|m|)/2bT ξn

xn
{e−cρ(t,x,ξ′)},

|∆xD
k
xB

j
xn

G(t, x, ξ)| ≤ Ct−(nν−1+2b)/2b×
×F (∆x, t)T ξn

xn
{e−cρ(t,x,x+∆x,ξ′)},

|∆tD
k
xB

j
xn

G(t, x, ξ)| ≤ Ct−(nν−1+2b)/2b×
×F (

2b
√

∆t, t)∆t(2b−|k|−2j)/2bT ξn
xn
{e−cρ(t,x,ξ′)},

F (t) = Aω(t) :=

t∫

0

ω(τ)

τ
dτ,

F (x, t) = F (|x|) + |x|t−1/2b,

nν = n + 2ν + 1, 0 < |k|+ 2j ≤ 2b,

0 < ∆t <
2b
√

t.

Розв’язок задачi Кошi Λ(D)u = f , u|t=0 =
ϕ(x), ∂xnu|xn=0 = 0 для довiльних f ∈ C(0,ω),
ϕ ∈ C(S+) визначається однозначно фор-
мулою

u(t, x) =

∫

S+

G(t, x, ξ)ϕ(ξ)ξν0
n dSξ+

+

t∫

0

dτ

∫

S+

G(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)ξν0
n dSξ (3)

i належить до класу C(2b,F )(Γ).
З теореми 1 випливають двi важливi вла-

стивостi ф.р. рiвняння (1).
Властивiсть 1 (формула згортки).

∫

S+

G(t, x, y)G(τ, y, ξ)yν0
n dSy = G(t + τ, x, ξ).

Властивiсть 2. Якщо Pk0(x) – много-
член степеня k0 < 2b, який парний по xn,
то

∫

S+

G(t, x, y)Pk0(y)yν0
n dSy = Pk0(x),

внаслiдок цього
∫

S+

Dm
x′B

j
xn

G(t, x, y)(y′ − x′)ryν0+2p
n dSy =

=





0, |m| > |r|, j > p,
C−1

mj , m = r, j = p,

Pr−m(x′)x2(p−j)
n , |m| < r, j < p,

де

C−1
mj = 4jm!j!Γ(ν + 1 + j)

1

Γ(ν + 1)
.

Слiд вiдмiтити, що для побудови ф.р. за
формулою (2), тобто за конструкцiєю Ле-
вi, для густини Φ(t, x, ξ) потенцiала WΛ при
застосуваннi оператора Λ(D) до G(t, x, ξ)
отримуємо iнтегральне рiвняння з квазiре-
гулярним ядром, а вивчення диференцiаль-
них властивостей поверхневого iнтеграла
зводиться, згiдно з умовами на поверхню S,
до вiдповiдних об’ємних потенцiалiв так, як
у [5, §6].

2. Теореми про дiю iнтегральних
операторiв типу опеpатоpiв дpобово-
го iнтегpування та дифеpенцiюван-
ня. Розглянемо функцiї G(±l)(t, x, ξ) :=
G(t, x, ξ)t−(2b±l)/2b при t > 0 i G(±l) := 0 при
t < 0; (τ, ξ) = M0 ∈ [0, T )× S+ = Γ.
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Введемо оператори

u+l(t, x; M0) =

t∫

τ

dβ

∫

S+

G(+l)(t− β, x, y)×

×[f(β, τ ; M0)− f(t, x; M0)]y
ν0
n dS := G(+l)(f),

u−l(t, x; M0) =

t∫

τ

dβ

∫

S+

G(−l)(t− β, x, y)×

×f(β, y; M0)y
ν0
n dS := G(−l)(f).

Означення 1. Функцiя f(t, x; τ, ξ) нале-
жить до класу C

(m,ω2)
µ,ω1 (Γ, Γ), якщо вона при

t > τ має неперервнi похiднi Dk̄
xf := Dk

xB
j
xn

f
до порядку [m] ([m] – цiла, а {m} – дробо-
ва частини числа m), для яких справджу-
ються оцiнки

1) при |k̄| = |k|+ 2j ≤ [m]

|Dk̄
xf(t, x; M0)| ≤ C(t− τ)−(|k̄|+µ)/2b×
×ω1(

2b
√

t− τ)T ξn
xn
{e−cρ(t,τ,x,ξ′)};

2) при |k̄| = [m] i |∆x| < 2b
√

t− τ

|∆xD
k̄
xf(t, x; M0)| ≤ C(t− τ)−(m+µ)/2b×

×ω2(|∆x|)|∆x|{m}T ξn
xn
{e−cρ(t,τ,x,ξ′)};

3) при |k̄| ≤ [m] i 0 < ∆t < t− τ

|∆tD
k̄
xf(t, x; M0)| ≤ C∆t(m−|k̄|)/2b×

×(t− τ)−(m+µ)/2bω2(
2b
√

∆t)T ξn
xn
{e−cρ(t,τ,x,ξ′)}.

C
(m,ω2)
µ,ω1 (Γ) – клас функцiй f(t, x), похiднi

яких задовольняють умови 1)–3) при зна-
ченнях τ = c = 0.

Умова K(±l). Скажемо, що для модуля
неперервностi ω(t) i чисел m ≥ l > 0 вико-
нується умова K(±l), якщо iснують додатнi
сталi ε, C такi, що для τ < t

ω(t)t−1+{m±l}+ε ≤ Cω(τ)τ−1+{m±l}+ε.

Теорема 2. Оператор G(+l) визначений
на множинi функцiй C

(m,ω2)
µ,ω1 (Γ, Γ) i вiдобра-

жає її в C
(m−l,ω)
µ+l,ω (Γ, Γ), якщо для (ωi,m, l)

справджується умова K(+l) i µ ≤ nν −

1 + 2b, m ≤ 2b − 1, де ω(t) = ω
(µν)
1 (t)+

+ω
(m−l)
1 (t) + ω

(m−l)
2 (t), a ω

(λ)
i (t) = ωi(t) при

λ > 0 i ω
(λ)
i (t) = Fi(t) при λ = 0, i ∈ {1, 2};

µν = nν − 1 + 2b− µ, {m} = 0.
Теорема 3. Якщо f ∈ C

(m,ω2)
µ,ω1 (Γ, Γ) i

для (ωi,m, l) виконується умова K(−l), µ ≤
nν−1+2b, m+[l] < 2b, то u(−l)(t, x; M0) на-
лежить до класу C

(m+l,ω∗)
µ−l,ω∗ (Γ, Γ), де ω∗(t) =

ω
(µν)
1 (t) + ω

{l}
1 (t) + ω

{l}
2 (t).

Наслiдок 1. Якщо f ∈ C(m,ω)(Γ), то

G(±l)(f) ∈ C(m∓l,ω(m−l))(Γ).

Тепер введемо оператори дробового iн-
тегрування i диференцiювання

Iα
S+(f) =

1

Γ(α)
G(−2bα)(f)(t, x,M0) =

=
1

Γ(α)

t∫

τ

(t− β)α−1dβ

∫

S+

G(t− β, x, y)×

×f(β, y; M0)y
ν0
n dSy,

Dα
S+(f) = Λ(D)I1−α

S+ (f) =

= Λ(D)

t∫

τ

(t− β)−αdβ

∫

S+

G(t− β, x, y)×

×f(β, y; M0)y
ν0
n dSy, 0 < α < 1.

Теорема 4. Якщо функцiя f(t, x) cумов-
на на Γ = (0, T )× S+ i при t > 0 належить
до класу Дiнi C(0,ω)(S+), то Dα

S+Iα
S+(f) = f .

Доведення. Розглянемо вираз I1−α(fα),
fα := Iαf i скористаємось властивiстю 1.
Маємо

I1−α(fα) =
1

Γ(1− α)

t∫

0

dτ

(t− τ)α

∫

S+

G(t−τ, x, ξ)×

×
{

1

Γ(α)

τ∫

0

dβ

(τ − β)1−α

∫

S+

G(τ − β, ξ, y)×

×fyν0
n dSy

}
=

1

Γ(α)Γ(1− α)

t∫

0

dτ

(t− τ)α
×
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×
τ∫

0

dβ

(τ − β)1−α

∫

S+

{ ∫

S+

G(t− τ, x, ξ)×

×G(τ − β, ξ, y)ξν0
n dSξ

}
× f(β, y)yν0

n dSy =

=
1

Γ(α)Γ(1− α)

t∫

0

dτ

(t− τ)α

τ∫

0

dβ

(τ − β)1−α
×

×
∫

S+

G(t− β, x, y)f(β, y)yν0
n dSy.

У перших двох iнтегралах помiняємо по-
рядок iнтегрування i в iнтегралi

t∫

β

(t− τ)−α(τ − β)−1+αdτ

покладемо τ = β + η(t − β). У результатi
отримаємо

I1−α(fα) =

∫ t

0

dτ

∫

S+

G(t−β, x, y)f(β, y)yν0
n dSy.

На пiдставi теореми 1 i того, що f ∈
C(0,ω), останнiй iнтеграл має похiднi, що
входять в оператор Λ(D), i, крiм цього,
Λ(D)I1−α(fα) = f . Значить, твердження те-
ореми доведено.

Iнтегруванням частинами за змiнною β
виразу Dα

S+(f), з урахуванням властивостей
ф.р. G(t, x, ξ), можна надати вигляду

Dα
S+f(t, x; M0) =

1

Γ(1− α)
f(t, x; M0)(t−τ)−α+

+
α

Γ(1− α)
G(+2bα)(f). (4)

Тому дiї операторiв Dα
S+ i Iα

S+ описанi тео-
ремами 2 i 3. З них випливають такi тверд-
ження.

Наслiдок 2. 1) Нехай для величин
(ωi(t),m, 2bα) виконується умова K(+2bα) i
µ ≤ nν − 1 + 2b, m < 2b. Тодi опера-
тор дробового диференцiювання Dα

S+ вiдоб-
ражає прoстiр C

(m,ω2)
µ,ω1 (Γ̃) в C

(m−l,ω)
µ+l,ω (Γ̃), де

ω(t) = ω
(µν)
1 (t)+ +ω

(m−l)
1 (t) + ω

(m−l)
2 (t), a

Γ̃ = Γ× Γ або Γ̃ = Γ.

2) Якщо f ∈ ◦
C

(m,ω)

(Γ), то Dα
S+f ∈

C(m−2bα,ω
(m−2bα)
1 )(Γ).

3. Задача Кошi. Розглянемо рiвняння з
оператором дробового диференцiювання

D∗α
S+u := Dα

S+u(t, x)− t−αu(0, x)

Γ(1− α)
=

=
∑

|k|≤2b(α)

Ak(t, x)Dku + f(t, x) (5)

i будемо шукати його розв’язок з початко-
вою умовою

u|t=0 = ϕ(x), x ∈ S+. (6)

Означення 2. Розв’язком задачi Кошi
(5), (6) називається функцiя u(t, x), яка
має такi властивостi:

1) u ∈ C
(2bα,ω)
t,x (Γ), Γ = (0, T )× S+;

2) фрактальний iнтеграл

W (t, x) = =1−α
λ u =

1

Γ(1− α)

t∫

0

dτ×

×
∫

S+

G(t− τ, x, ξ)

(t− τ)α
u(τ, ξ)ξν0

n dSξ

належить до класу C
(1,2b)
t,x (Γ);

3) u(t, x) задовольняє рiвняння (5) та
умову (6).

Розв’язок задачi (5),(6) вiдшукуємо у ви-
глядi

u(t, x) = =α
S+ν(t, x). (7)

Тодi при пiдстановцi iнтеграла (7) у рiвня-
ння (5), на пiдставi теореми 4, для ν(t, x)
отримуємо iнтегральне рiвняння

ν(t, x) =
t−αϕ(x)

Γ(1− α)
+ f(t, x)+

+
1

Γ(α)

t∫

0

dτ

(t− τ)1−α
×

×
∫

S+

A(t, x,D)G(t− τ, x, ξ)ν(τ, ξ)ξν0
n dSξ. (8)
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Його ядро

KA(t, τ, x, ξ) :=

=
1

Γ(α)(t− τ)1−α
A(t, x,D)G(t, τ, x, ξ)

для випадку оператора A :=
∑

|k|≤2b(α)

AkD
k
x

порядку 2b(α) = [2bα] згiдно з теоремою 1
задовольняє нерiвнiсть

|KA(t, τ, x, ξ)| ≤ C0(t− τ)−
nν−1+2b−{2bα}

2b ×

×T ξn
xn

(
e
−c1| (x−ξ

′
)

(t−τ)1/2b
|q
)

. (9)

Тому при {2bα} > 0 будується резольвента
[5] i розв’язок набуває вигляду

ν(t, x) = F (t, x) +

t∫

0

dτ

∫

S+

RA(t, τ, x, ξ)×

×F (τ, ξ)ξν0
n dsξ, (10)

де позначено

RA(t, τ, x, ξ) =
∞∑

p=1

t∫

τ

dβ

∫

S+

K(t, β, x, y)×

×Kp(β, τ, y, ξ)yν0
n dsy + KA(t, τ, x, ξ), (11)

F (t, x) :=
t−α

Γ(1− α)
ϕ(x) + f(t, x).

Ядро KA є квазiрегулярним, тому для ре-
зольвенти R(t, τ, x, ξ) також справджується
нерiвнiсть (9) з iншими додатними сталими
C0, c1.

Якщо в рiвняннi (5) A = E – одиничний
оператор, то резольвента виражається за до-
помогою функцiї типу Мiттаг–Леффлера.
Справдi,

K2(t, x, ξ) =

=
1

Γ(α)

t∫

0

1

(t− τ)1−α

(
dτ

Γ(α)(τ)1−α

)
×

×
∫

S+

G(t− τ, x, y)G(τ, y, ξ)yν0
n dy. (122)

Користуючись формулою згортки для G,
знаходимо, що

K2(t, x; ξ) =

=
1

Γ2(α)

t∫

0

dτ

(t− τ)1−ατ 1−α
G(t, x, ξ) =

=
1

Γ2(α)
B(α, α)t2α−1G(t, x, ξ) =

t2α−1

Γ(2α)
G.

За iндукцiєю доводиться, що

Km(t, x, ξ) =
tmα−1

Γ(mα)
G(t, x, ξ). (12m)

Звiдси отримуємо

R(t, x, ξ) =
∞∑

k=1

tkα−1

Γ(kα)
G(t, x, ξ) :=

= Eα(tα)G(t, x, ξ)tα−1, (12)

де

Eα(tα) =
∞∑

k=0

tkα

Γ(kα + α)
.

Зображення функцiї ν(t, x) за формулою
(10) дозволяє перевiрити для u(t, x) всi умо-
ви з означення 2 та оцiнити розв’язок за-
дачi (5), (6). Переконаємось спочатку, що
виконується початкова умова (6). Дiючи на
ν(t, x) оператором =α

S+ , знаходимо

=α
Sν =

1

Γ(α)Γ(1− α)

t∫

0

dτ

(t− τ)1−ατα
×

×
∫

S+

G(t− τ, x, ξ)ϕ(ξ)dξ+

+
1

Γ(α)

t∫

0

dτ

(t− τ)1−α

∫

S+

G(t− τ, x, ξ)×

×[f(τ, ξ) + R ∗ F ]ξ0
νdSξ.

Тут через R ∗ F позначено другий доданок
у формулi (10), який при t → 0 має порядок
t[2bα]/(2b).
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Унаслiдок замiни t − τ = th у першому
доданку =α

Sν будемо мати

=α
S+ν =

1

Γ(α)Γ(1− α)

1∫

0

hα−1(1− h)−αdh×

×
∫

S+

G(th, x, ξ)ϕ(ξ)ξν0
n dsξ + 0(t

{2bα}
2b ).

Отже, при t → 0 отримуємо спiввiдноше-
ння (6):

lim
t→0

u(t, x) = lim
t→0

=α
Sν(t, x) =

B(α, 1− α)

Γ(α)Γ(1− α)
×

× lim
t→0

∫

S+

G(th, x, ξ)ϕ(ξ)ξν0
n dSξ = ϕ(x).

Якщо ϕ ∈ C(ω)(S+), f ∈ C
(ω)
x (Γ), Ak ∈

C(ω)(Γ), то з формул (11), (10), (8) випливає,
що ν(t, x) задовольняє нерiвностi

|ν(t, x)| ≤ C(t−α|ϕ|C(S′+) + |f |),
|∆xν(t, x)| ≤ Cω(|∆x|)[t−α|ϕ|ω + |f(ω)|].

(13)

Цi нерiвностi означають, що ν ∈ C
(ω)
2bα(Γ). То-

му за наслiдком 1 про дiю оператора дро-
бового iнтегрування отримуємо, що u =

=α
S+ν ∈ C

(2bα,F )
0 (Γ), причому для похiдних

справджуються нерiвностi

|Dk
xu(t, x)| ≤ C[t−

|k|
2b |ϕ|ω) + |f |ω],

|∆xD
[2bα]
x u(t, x)| ≤ CF (|∆x|)(t− |k|2b |ϕ|ω)+|f |ω).

(14)
Залишилось розглянути фрактальний iн-

теграл w = =(1−α)

S+ (u). Оскiльки u = =αν, то
за теоремою 4

w = =(1−α)

S+ (=(α)

S+ν) = =Sν =

=

t∫

0

dτ

∫

S+

G(t− τ, x, ξ)ν(τ, ξ)dSξ.

Але ν ∈ C
(ω)
2bα, тому, як i в теоремi 1, w ∈

C
(2b,1)
x,t (Γ).

На закiнчення пiдставимо ν(t, x) iз фор-
мули (10) в формулу (7) i помiняємо порядок
iнтегрування. У результатi отримаємо шука-
ний розв’язок за допомогою функцiї Грiна

u(t, x) =

∫

S+

Z1(t, x, ξ)ϕ(ξ)ξν0
n dξ+

+

t∫

0

dτ

∫

S+

Z2(t, τ, x, ξ)f(τ, ξ)ξν0
n dξ, (15)

де компоненти функцiї Грiна визначаються
такими формулами:

Z1(t, x, y) =
1

Γ(α)Γ(1− α)

t∫

0

G(t− τ, x, y)

(t− τ)1−ατα
dτ+

+
1

Γ(1− α)

t∫

0

dβ

βα

t∫

β

dτ

(t− τ)1−α

∫

S

G(t−τ, x, ξ)×

×RA(τ, β, ξ, y)ξν0
n dSξ,

Z2(t, β, x, y) =
1

Γ(α)(t− β)1−α
G(t− β, x, y)+

+
1

Γ(α)

t∫

β

dτ

(t− τ)1−α

∫

S

G(t− τ, x, ξ)×

×RA(τ, β, ξ, y)ξν0
n dSξ∫

S

G(t− τ, x, ξ)RA(τ, β, ξ, y)ξν0
n dSξ.

Мiж компонентами Z1 i Z2 iснує такий
зв’язок:

a) D1−α
t Z1(t− τ, x, y) = Z2(t, τ, x, y),

b) формула згортки

Z2(t, τ, x, ξ) =

∫

S+

Z2(t, β, x, y)×

×Z1(β − τ, y, ξ)Y ν0
n dy,

де Dα
t – оператор дробового диференцiюва-

ння для Dt = d
dt
.

Отже, доведена така теорема.
Теорема 5 (про коректнiсть). Нехай

поверхня S в En−1 належить до класу

110 Науковий вiсник Чернiвецького нац. ун-ту. Mатематика. 2011. – Т.1, № 1–2.



C(2b,ω), у задачi (5), (6) Ak ∈ C(ω)(Γ), f ∈
C(ω)(Γ), ϕ ∈ C(ω)(S+) i порядок рiвняння (5)
2b(α) = [2bα]. Тодi iснує функцiя Грiна зада-
чi (Z1, Z2), за допомогою якої розв’язок за-
дачi визнається формулою (15) i вiн непе-
рервно залежить вiд даних задачi (згiдно з
(14)).

4. Двоточкова крайова задача. В
областi Γ = (0, T ) × S+ розглянемо задачу
про знаходження функцiй (u(t, x), P (t, x))
для рiвняння

Dα
S+u− t−αu(0, x)

Γ(1− α)
+ B(t)P (t, x) =

=
∑

|k|≤[2bα]

Ak(t, x)Dk
xu + f(t, x) (16)

з умовами

u|t=0 = ϕ(x), u|t=T = ψ(x). (17)

Розв’язок задачi Кошi для (16) з поча-
тковою умовою u|t=0 = ϕ з (17) вiдшукуємо
у виглядi u = I

(α)
S v(t, x), де v(t, x) повинна

бути розв’язком iнтегрального рiвняння

ν(t, x) = Fk(t, x)−B(t)P (t, x)+

+

t∫

0

dτ

∫

S+

KA(t, τ, x, ξ)ν(τ, ξ)ξν0
n dSξ, (18)

Fk(t, x) :=
t−α

Γ(1− α)
ϕ(x) + f(t, x),

KA – ядро, яке визначене в формулi (8) i
задовольняє нерiвнiсть (9).

Розв’язок рiвняння (18) знаходиться за
допомогою резольвенти (11), i в результатi
отримуємо спiввiдношення

v(t, x) = vk(t, x)−BP (t, x)−

−
t∫

0

dτ

∫

S+

RA(t, τ, x, ξ)B(τ)P (τ, ξ)ξν0
n dSξ,

(19)
де

vk(t, x) :=
t−αϕ(x)

Γ(1− α)
+ f(t, x)+

+

t∫

0

dτ

∫

S+

RA(t, τ, x, ξ)Fk(τ, ξ)ξ
ν0
n dSξ,

a I
(α)
S′ vk = uk – розв’язок задачi Кошi для

(15) з умовою u|t− 0 = ϕ i правою части-
ною f(t, x). Дiючи оператором I

(α)
S′ на обидвi

частинi (19), будемо мати

u(t, x) = uk(t, x)−I
(α)
S′ (BP )−I

(α)
S′ (RA ??BP ).

(20)
Тепер задовольнимо в (17) крайову умову
u|t=T = ψ(x). Тодi отримаємо

uk(T, x)− I
(α)
ST (BP )− I

(α)
ST (RA ? ?BP ) = ψ(x).

Якщо застосувати до цього спiввiдношення
оператор дробового диференцiювання

Dα
ST f(T, x) =

Λ(D)

Γ(1− α)

∫ T

0

dτ

(t− τ)α
×

×
∫

S+

G(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)ξν0
n dSξ,

то для BP (t, x) дiстаємо iнтегральне рiвня-
ння другого роду

BP (T, x) = (vk(T, x)−Dα
S,T ψ(x))−

−
∫ T

0

dτ

∫

S+

RA(T, τ, x, ξ)BP (τ, ξ)ξν0
n dSξ.

(21)
Функцiї vk(t, x), RA(t, τ, x, ξ) визначенi для
t ∈ (0, T ] i RA задовольняє нерiвнiсть (9),
яка дозволяє побудувати та оцiнити ядро
K := −RA(t, τ, x, ξ) i резольвенту для

NA(t, τ, x, ξ) = −RA(t, τ, x, ξ)+

+
∞∑
i=1

∫ t

0

dR

∫

S+

(−1)i+1RA(t, β, x, y)×

×R
(i)
A (β, τ, y, ξ)Y v0

n dS
′
y. (22)

Тому розв’язок рiвняння (21) набуває вигля-
ду

BP (T, x) = Φk(T, x)+

+

∫ T

0

dτ

∫

S+

NA(T, τ, x, ξ)Φk(τ, ξ)ξ
v0
n dSξ.
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де

Φk(t, x) := vk(t, x)−Dα
S′Ψ(x), t ∈ (0, T ].

Виразимо BP (t, x) через функцiї (ϕ, f, ψ).
Беручи до уваги вигляд функцiї vk iз (19),
матимемо

BP (t, x) = ϕ̃ + f + RA ? ?(ϕ̃ + f)−Dα
Sψ+

+NA ? ?[ϕ̃ + f + RA ? ?(ϕ̃ + f̃)−Dα
Sψ].

Змiнимо порядок iнтегрування в згор-
тках NA i RA i врахуємо, що RA+NA??RA =
NA. Отримаємо

BP (t, x) = ϕ̃ + f + 2NA ? ?(ϕ̃ + f̃)−Dα
Sψ−

−NA ? ?Dαψ.

Якщо позначити через

Φ(ϕ̃, f, ψ) := ϕ̃ + f − 1

2
Dα

Sψ,

то приходимо до спiввiдношення

BP (t, x) = Φ(ϕ̃, f, ψ)− 1

2
Dα

Sψ+2NA??Φ(t, x).

(23)
Тепер пiдставимо цей вираз для BP (t, x)

у формулу (19) та отримаємо функцiю

v(t, x) = ϕ̃ + f + RA ? ?(ϕ̃ + f)− Φ(ϕ, f, ψ)+

+
1

2
Dα

Sψ−2NA??Φ−RA??(Φ−1

2
Dα

Sψ+NA??Φ).

Скористаємось рiвнянням для резольвенти
RA +RA ??NA = NA, остаточно будемо мати

v(t, x) = 2RA??(ϕ̃+f)+Dα
Sψ−4NA??Φ. (24)

Тепер оцiнимо функцiї B(t)P (t, x) i
u = Iα

S ν(t, x), якщо ϕ ∈ C(ω)(S+), f ∈
C(ω)(Γ), ψ ∈ C(2bα,ω)(S+). Згiдно з формулою
(4) i наслiдку знаходимо

|Dα
Sψ(x)| ≤ C

(
|ψ|c
tα

+ F (t)|ψ|ω2bα

)
,

|∆xD
α
Sψ(x)| ≤ CF (|∆x|)

[
|ψ|c
tα

+ |ψ|ω2bα

]
,

(25)

тобто Dα
Sψ(x) ∈ C

(0,F )
α (Γ). Користуючись не-

рiвнiстю (9) для резольвенти NA i (25), зна-
ходимо

H = |NA ? ?Dα
Sψ(x)| ≤ C

t∫

0

dτ

(t− τ)
2b−2bα

2b

×

×
∫

S+

1

(t− τ)
n−1
2b

T ξn
xn
{ec1ρ(t,τ,x,ξ)}×

×(|ψ|cτ−α + F (τ)|ψ|ω2bα)ξν0
n dSξ.

Виконавши в поверхневому iнтегралi вiдому
замiну [5], одержимо

|H| ≤ C

t∫

0

dτ

(t− τ)
2b−[2bα]

2b τα

[
|ψ|c + F (τ)τα×

×|ψ|ω2bα

]
≤ C

[
|ψ|c
t
{2bα}

2b

+ F (t)t
[2bα]
2b |ψ|ω2bα

]
. (26)

А для приросту ∆xH справджується нерiв-
нiсть (25). З оцiнок (13), (25), (26) i (23) ви-
пливає нерiвнiсть

|B(t)P (t, x)| ≤ C

(
|ϕ|c(s) + |ψ|c(s)

tα
+

+|f |c + |ψ|ω2bα

)
. (27)

З порiвняння доданкiв у формулах (23) i
(24) видно, що для функцiї v(t, x) також
справджується оцiнка (25) i (27). Отже, ν ∈
C

(0,F )
2bα (Γ). Тому u ∈ C2bα,F (Γ) i для розв’язку

виконуються нерiвностi (14), права частина
яких мiстить суму норм ϕ, f , ψ.

Теорема 6. Нехай поверхня S ∈ C2b,ω в
En−1 i функцiї в задачi (16), (17) належать
до класiв: Ak ∈ C(ω)(Γ), f ∈ C(ω)(Γ), ϕ ∈
Cω(S) i ψ ∈ C(2bα,ω)(S+), B ∈ KC[0, T ] (клас
кусково-неперервниих функцiй). Тодi розв’я-
зок двоточкової задачi (u, P ) однозначно ви-
значається формулами (23), (24) i для його
компонент справджуються нерiвностi (27)
i

|Dk
xu(t, x)| ≤ Ck

[
t−

|k|
2b |ϕ|ω + |f |ω + |ψ|ω2bα

]
,

|k| ≤ [2bα],

|∆xD
[2bα]
x u(t, x)| ≤ CF |∆x|×

×
[
t−

[2bα]
2b |ϕ|ω + |f |ω + |ψ|ω2bα

]
, (28)
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де

F (h) =

h∫

0

ω(τ)τ−1dτ.

5. Частинний випадок крайової за-
дачi. Користуючись формулою (15) для
розв’язку задачi Кошi з умовою u|t=0 = ϕ
для рiвняння (16), маємо таке зображення:

u(t, x) = Z1 ? ϕ + Z2 ? ?[f −BP ]. (29)

Тепер задовольнимо в (17) крайову умо-
ву u|t=T = ψ(x). Отримаємо спiввiдношення
для знаходження BP (t, x) з допомогою фун-
кцiї Грiна

Z1 ? ϕ|t=T + Z2 ? ?[f −BP ]t=T = ψ(x). (30)

Будемо шукати P (t, x) у виглядi

P (t, x) = B(t)Z1(t, 0, x, 0)C, C = const.
(31)

Якщо пiдставити P (t, x) в (30), то для невi-
домої величини C отримуємо рiвняння

T∫

0

B2(τ)dτ

∫

S+

Z2(T, τ, x, ξ)Z1(τ, 0, ξ, 0)ξν0
n C =

= Φ(ϕ, f, ψ)(x), (32)

де

Φ(ϕ, f, ψ)(x) =

∫

S+

Z1(T, 0, x, ξ)ϕ(ξ)ξv0
n dsξ+

+

T∫

0

dτ

∫

S+

Z2(t, τ, x, ξ)f(τ, ξ)ξv0
n dsξ −Ψ(x).

Поверхневий iнтеграл у лiвiй частинi фор-
мули (32) знайдемо за формулою згортки iз
п.3 та отримаємо величину C:

C = Φ(ϕ, t, ψ)(x)




T∫

0

B2(τ)dτZ2(T, 0, x, 0)



−1

.

Отже,

P (t, x) = B(t)Z1(t, 0, x, 0)×

×



T∫

0

B2(τ)dτZ2(T, 0, x, 0)



−1

Φ(ϕ, t, ψ)(x).

При пiдстановцi P (t, x) у формулу (29) бу-
демо мати u(t, x) i її можна оцiнити.
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