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НЕПЕРЕРВНIСТЬ НАРIЗНО ВИМIРНИХ ПОЛIАДИТИВНИХ
ВIДОБРАЖЕНЬ

Доведено, що кожне нарiзно вимiрне за Бером n-адитивне вiдображення
f : X1× · · ·×Xn → Z буде сукупно неперевним, якщо X1, . . . , Xn – повнометризовнi
топологiчнi групи i Z – метризовна топологiчна група.

We prove that every separately Baire measurable n-additive map f : X1 × · · · × Xn → Z is
jointly continuous if X1, . . . , Xn be completely metrizable topological groups and Z be a metrizable
topological group.

1. Ще С. Банах [1, с. 21, теорема 4] вста-
новив, що кожне адитивне i вимiрне за Бе-
ром вiдображення f : X → Y , де X i Y
– простори типу (G), є неперервним. Вико-
ристовуючи цей результат, Р. Христенсен i
П. Фiшер [2] показали, що для довiльних
абелевих польських груп X, Y i Z кожне ви-
мiрне за Бером бiадитивне вiдображення f :
X×Y → Z є неперервним. Умови, накладенi
авторами на групи в цiй теоремi, є занадто
сильними i їх можна послабити. Крiм того,
цей результат можна перенести на полiади-
тивнi вiдображення f : X1 × ... × Xn → Z.
Це i є предметом даної статтi, попереднi ре-
зультати якої були анонсованi в [3].

2. Вищенаведена теорема Банаха спира-
ється на класичнi результати про неперерв-
нiсть функцiй, вимiрних за Бером. Для пов-
ноти викладу ми дамо тут їх новi доведення,
якi є, на нашу думку, найбiльш природними.

Нагадаємо, що вiдображення f : X → Y
мiж топологiчними просторами X i Y на-
лежить до першого класу Бера, якщо воно
є поточковою границею деякої послiдовно-
стi неперервних вiдображень fn : X → Y .
Сукупнiсть усiх таких вiдображень ми по-
значаємо символом B1(X,Y ), а для множи-
ни неперервних вiдображень використовує-
мо символи C(X, Y ) або B0(X, Y ).

Наступне просте твердження з [4] часто
замiнює в мiркуваннях значно складнiшу те-

орему Банаха про категорiю [5, c. 87].
Лема 1. Нехай топологiчний простiр X

подається у виглядi об’єднання послiдовно-
стi своїх замкнених пiдмножин Fn, Gn =

intFn i G =
∞⋃

n=1

Gn. Тодi G – вiдкрита зали-

шкова множина в X.
Доведення. Маємо

X \G =
∞⋃

n=1

Fn \G ⊆
∞⋃

n=1

Fn \Gn.

Множини Fn\Gn = frFn нiде не щiльнi, звiд-
ки випливає, що X \G – це множина першої
категорiї.

Ми використаємо це твердження при до-
веденнi наступного класичного результату,
що йде вiд Р. Бера (пор. [5, c. 406] i [6]).

Теорема 1. Нехай X i Y – топологi-
чнi простори, причому простiр Y метри-
зовний, i f : X → Y – вiдображення пер-
шого класу Бера. Тодi множина D(f) всiх
точок розриву вiдображення f є множиною
першої категорiї.

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть
неперервних вiдображень fn : X → Y таку,
що fn(x) → f(x) на X. Вiдстань мiж точка-
ми y′ i y′′ з Y вiдносно метрики, що поро-
джує топологiю простору Y , позначатимемо
символом |y′ − y′′|.

Для довiльного ε > 0 утворимо множини

En,m(ε) = {x ∈ X : |fn(x)− fm(x)| ≤ ε},
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En(ε) =
∞⋂

m=n

En,m(ε)

i

Fn(ε) =
∞⋂

k=n

Ek(ε).

З неперервностi вiдображень fn i метрики
на Y легко вивести, що всi цi множини є за-
мкненими в X. Крiм того, для кожного ε > 0

X =
∞⋃

n=1

Fn(ε),

адже |fn(x)− fm(x)| → 0 при n,m →∞ для
довiльного x ∈ X.

Нехай Un(ε) = intFn(ε) i G(ε) =
∞⋃

n=1

Un(ε).

Згiдно з лемою 1 вiдкрита множина G(ε)
є залишковою в X. Розглянемо множини
Gm = G( 1

m
) i їх перетин

E =
∞⋂

m=1

Gm,

який теж буде залишковою множиною у
просторi X. Покажемо, що E ⊆ C(f), де
C(f) – множина точок неперервностi вiд-
ображення f .

Нехай x0 ∈ E i ε > 0. Знайдемо такий
номер m, що 1

m
≤ ε

3
. Оскiльки x0 ∈ Gm, то

iснує такий номер n, що x0 ∈ Un( 1
m

). Але
U ′ = Un( 1

m
) ⊆ Fn( 1

m
) ⊆ En( 1

m
), отже, для

кожного x ∈ U ′ i довiльного номера p вико-
нується нерiвнiсть

|fn+p(x)− fn(x)| ≤ 1

m
≤ ε

3
.

Спрямувавши p до нескiнченностi, отримає-
мо, що й

|f(x)− fn(x)| ≤ ε

3

для всiх x ∈ U ′.
З неперервностi функцiї fn у точцi x0 ви-

пливає, що iснує такий окiл U ′′ точки x0 в
X, що

|fn(x)− fn(x0)| ≤ ε

3
,

як тiльки x ∈ U ′′.

Множина U = U ′ ∩ U ′′ теж буде околом
точки x0 в X i для кожного x з U будемо
мати

|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fn(x)|+
+|fn(x)− fn(x0)|+ |fn(x0)− f(x0)| ≤

≤ ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε,

звiдки випливає, що x0 ∈ C(f).
З включення E ⊆ C(f) випливає, що

D(f) = X \ C(f) ⊆ X \ E,

звiдки i отримуємо, що D(f) – це множи-
на першої категорiї, адже такою є множина
X \ E, бо множина E залишкова.

3. Нехай α – не бiльш нiж злiченне по-
рядкове число i класи Bξ(X,Y ) визначенi
для всiх порядкових чисел ξ, менших вiд
α. Кажуть, що вiдображення f : X → Y
належить до α-того класу Бера, якщо iсну-
ють послiдовностi порядкових чисел ξn < α
i вiдображень fn : X → Y , такi, що fn ∈
Bξn(X, Y ) для кожного n i fn(x) → f(x) на
X. Сукупнiсть усiх таких вiдображень ми
позначаємо символом Bα(X, Y ).

Покладемо

B(X, Y ) =
⋃

α<ω1

Bα(X,Y ),

де ω1 – перше незлiченне порядкове число.
Якщо f ∈ B(X, Y ), то f називається аналi-
тично зображуваною функцiєю або вимiр-
ним за Бером вiдображенням. Сукупнiсть
B(X, Y ) – це найменший клас функцiй f :
X → Y , що мiстить клас C(X, Y ) усiх непе-
рервних функцiй g : X → Y i замкнений вiд-
носно операцiї переходу до поточкової гра-
ницi послiдовностей функцiй. У цiй статтi
вимiрнi за Бером вiдображення ми коротко
будемо називати просто вимiрними.

Кажуть, що вiдображення f : X → Y
має властивiсть Бера, якщо в кожнiй мно-
жинi E в X iснує така пiдмножина A, яка
є множиною першої категорiї в E i звуже-
ння f |E\A неперервне. Наступний результат
також йде вiд Р. Бера.

Науковий вiсник Чернiвецького нац. ун-ту. Mатематика. 2011. – Т.1, № 1–2. 95



Теорема 2. Нехай X – топологiчний
простiр, Y – метризовний простiр i f ∈
B(X, Y ). Тодi f має властивiсть Бера.

Доведення. За означенням iснує таке
порядкове число α < ω1, що f ∈ Bα(X, Y ).
Доведення будемо вести iндукцiєю вiдносно
порядкового числа α. При α = 0 все зрозумi-
ло, бо B0(X, Y ) = C(X,Y ). Припустимо, що
α > 0 i всi вiдображення f з класiв Bξ(X, Y ),
де ξ < α, мають властивiсть Бера, i доведе-
мо, що й вiдображення f з класу Bα(X, Y )
має цю ж властивiсть.

За означенням iснують послiдовностi чи-
сел ξn < α i функцiй fn ∈ Bξn(X,Y ), та-
кi, що fn(x) → f(x) на X. Нехай E ⊆ X.
Розглянемо звуження gn = fn|E i g = f |E.
Ясно, що gn ∈ Bξn(E, Y ) i g ∈ Bα(E, Y ).
За iндуктивним припущенням для кожно-
го n iснує така множина An першої кате-
горiї в E, що звуження gn|E\An неперервне.

Об’єднання A =
∞⋃

n=1

An – це теж множина

першої категорiї в E, причому всi звуження
hn = gn|E0 , де E0 = E \ A, неперервнi.

Нехай h = g|E0 . Зрозумiло, що

hn(x) = fn(x) → f(x) = h(x)

для кожного x ∈ E0. Тому h ∈ B1(E0, Y ).
За теоремою 1 множина B = D(h) точок
розриву функцiї h є множиною першої ка-
тегорiї в E0, а значить, i в E. Об’єднання
C = A∪B – це теж множина першої катего-
рiї в E. Оскiльки E\C = (E\A)\B = E0\B,
то f |E\C = h|E0\B. Але E0 \ B = C(h), тому
f |E\C – неперервна функцiя, що й доводить
теорему.

4. Як i С. Банах в [1], операцiю в гру-
пi X ми позначатимемо знаком + i назива-
тимемо додаванням, нейтральний елемент –
символом 0 i протилежний до x елемент –
символом −x. При цьому вимагається лише
виконання властивостей

10. (x + y) + z = x + (y + z),
20. x + 0 = 0 + x = x,
30. x + (−x) = 0

для довiльних елементiв з групи X, а ко-
мутативностi операцiї додавання не вимага-

ється. Якщо додавання комутативне, то гру-
па, як вiдомо, називається абелевою. З умов
10 − 30 легко виводиться, що й (−x) + x = 0
для кожного x з X, а також єдинiсть ней-
трального та протилежного елементiв.

Для фiксованого елемента a з групи X
покладемо sa(x) = a + x для кожного x.
Вiдображення sa : X → X називають лi-
востороннiм зсувом на елемент a. Воно є
бiєкцiєю, причому s−1

a = s−a. Вiдображення
s : X → X, s(x) = −x, взяття протилежного
елемента назвемо симетрiєю вiдносно нуля.
Це також бiєкцiя, причому s−1 = s.

Для пiдмножин M i N групи X i елемента
a ∈ X покладемо

M + N = {x + y : x ∈ M, y ∈ N},
a + M = {a}+ M = {a + x : x ∈} = sa(M),

−M = {−x : x ∈ M} = s(M).

Топологiчна група – це група з топологi-
чною структурою, вiдносно якої обидвi гру-
повi операцiї (x, y) 7→ x + y i x 7→ −x не-
перервнi. У топологiчнiй групi X всi зсуви
sa : X → X – це гомеоморфiзми. Тому си-
стема Ux всiх околiв точки x в X виражає-
ться через систему U всiх околiв нуля таким
чином:

Ux = x + U = {x + U : U ∈ U}.
Симетрiя s : X → X так само буде гомео-

морфiзмом. Тому i −U є околом нуля разом
з U . З неперервностi додавання легко випли-
ває, що для кожного околу нуля U в X iснує
такий окiл нуля V в X, що V + V ⊆ U .

Якщо X – топологiчний простiр, Y – то-
пологiчна група i fk : X → Y при k ∈
{1, ..., n} – вiдображення, якi неперервнi в
точцi x0 ∈ X, то i їх сума

f = f1 + ... + fn =
n∑

k=1

fk

теж неперервна в точцi x0. Зокрема, сума
скiнченного числа неперервних вiдображень
сама неперервна. Для неперервного вiдобра-
ження f : X → Y i вiдображення −f : X →
Y , (−f)(x) = −f(x), теж неперервне.
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Нехай група X є разом з тим i метричним
простором з метрикою d. Пару (X, d) ми
будемо називати метричною групою, якщо
груповi операцiї (x, y) 7→ x + y i x 7→ −x
неперервнi вiдносно метрики d. Це означає,
якщо скористатися означенням неперервно-
стi через послiдовностi, що виконуються та-
кi умови.

40. Якщо xn → x, то й − xn → −x.
50. Якщо xn → x i yn → y, то й xn +

yn → x + y.
Повнi метричнi групи в книжцi С. Бана-

ха [1] називаються просторами типу (G).
Це такi метричнi групи (X, d), в яких вико-
нується ще умова

60. Якщо d(xn, xm) → 0 при n,m →∞, то
iснує такий елемент x ∈ X, що d(xn, x) → 0.

5. Нехай X i Y групи. Вiдображення f :
X → Y називається адитивним, якщо

f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2)

для довiльних елементiв x1 i x2 з групи X.
З рiвностi f(0) = f(0) + f(0) випливає, що
f(0) = 0, якщо вiдображення f адитивне.
Крiм того, для такого вiдображення i

f(−x) = −f(x) та f(x1−x2) = f(x1)−f(x2)

для довiльних елементiв x, x1 i x2 з X. Так
само

f

(
n∑

k=1

xk

)
=

n∑

k=1

f(xk)

для довiльних x1, ..., xn з X.
Нехай X i Y – топологiчнi простори. На-

гадаємо, що вiдображення f : X → Y на-
зивається секвенцiально неперервним (коро-
тко: s-неперервним) у точцi a з X, якщо
для довiльної послiдовностi точок xn з X
з того, що xn → a в X, випливає, що
f(xn) → f(a) в Y . Вiдображення f нази-
вається секвенцiально неперервним або s-
неперервним, якщо воно є таким у кожнiй
точцi x з простору X.

Якщо X i Y – топологiчнi групи i f : X →
Y – адитивне вiдображення, то f буде непе-
рервним /s-неперервним/ тодi й тiльки то-
дi, коли воно буде неперервним /s-неперерв-
ним/ у деякiй точцi, зокрема, в нулi.

Нагадаємо, що топологiчний простiр X
називається берiвським, якщо в ньому ко-
жна непорожня вiдкрита частина є множи-
ною другої категорiї. Згiдно з вiдомою те-
оремою Бера про категорiю [7, c. 65] ко-
жний повнометризовний топологiчний про-
стiр є берiвським.

Наступний результат фактично був вста-
новлений С. Банахом [1, c. 21].

Теорема 3. Нехай X – берiвська топо-
логiчна група, Y – метризовна топологiчна
група i f : X → Y – вимiрне адитивне вiд-
ображення. Тодi f є s-неперервним.

Доведення. Нехай xn → 0 в X. Доведе-
мо, що тодi f(xn) → f(0) = 0 в Y .

За теоремою 2 вiдображення f має вла-
стивiсть Бера, зокрема, iснує така залишко-
ва в X множина B0, що звуження f |B0 непе-
рервне.

Покладемо A0 = X \ B0. Ясно, що A0 –
це множина першої категорiї в X. Оскiльки
зсуви – це гомеоморфiзми, то для кожного n
i An = xn+A0 – це множина першої категорiї
в X. При цьому множини

Bn = xn + B0 = X \ An

залишковi в X. Тодi i множина

B =
∞⋂

n=0

Bn

залишкова в X, а значить, B = X, адже про-
стiр X берiвський [7, c. 64]. Оскiльки 0 ∈ X,
то X 6= ∅, отже, i B 6= ∅.

Вiзьмемо якусь точку a ∈ B. Тодi a ∈ Bn

для кожного n ∈ N0 = N ∪ {0}, зокрема,
a ∈ B0. Але Bn = xn+B0 для кожного n ∈ N,
отже, a = xn +un для деякого un ∈ B0, а то-
му −xn + a = un ∈ B0 для кожного n ∈ N.
Оскiльки звуження f |B0 неперервне, а зна-
чить, i s-неперервне, un, a ∈ B0 i un → a в
X, то f(un) → f(a) в Y . Але xn = a−un для
кожного n. Тому

f(xn) = f(a)− f(un) → f(a)− f(a) = 0

у просторi Y , що й треба було довести.
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Застосувавши теорему Бера про катего-
рiю i рiвносильнiсть неперервностi та s-непе-
рервностi для вiдображень, заданих на про-
сторах з першою аксiомою злiченностi, а
значить, i на метризовних, отримаємо зга-
дану теорему Банаха про гомоморфiзм, ли-
ше у формулюваннi самого С. Банаха була
зайва вимога повноти групи Y .

Теорема 4. Нехай X – повнометризовна
топологiчна група, Y – метризовна топо-
логiчна група i f : X → Y – вимiрне ади-
тивне вiдображення. Тодi f – неперервне
вiдображення.

Зрозумiло, що твердження теореми 4 за-
лишиться правильним, коли X – це метри-
зовна берiвська топологiчна група.

6. Для вiдображення f : X × Y → Z
i точки p = (x, y) ∈ X × Y покладемо
fx(y) = fy(x) = f(p). Нехай X, Y i Z – то-
пологiчнi простори i (a, b) ∈ X×Y . Вiдобра-
ження f : X × Y → Z називається нарiзно
неперервним у точцi (a, b), якщо вiдображе-
ння fa : Y → Z неперервне в точцi b, а вiд-
ображення fb : X → Z неперервне в точцi a.
Таке вiдображення називається сукупно не-
перервним або просто неперервним в точцi
(a, b), якщо воно неперервне в цiй точцi вiд-
носно топологiї добутку на X×Y , тобто для
кожного околу W точки c = f(a, b) в Z iсну-
ють такi околи U i V точок a i b у просторах
X i Y вiдповiдно, що f(U × V ) ⊆ W . Вiд-
ображення f називають нарiзно чи сукупно
неперервним, якщо воно є таким у кожнiй
точцi добутку X × Y .

Нехай X, Y i Z – групи. Вiдображення f :
X×Y → Z називається нарiзно адитивним
або бiадитивним, якщо для кожного x ∈ X
i кожного y ∈ Y вiдображення fx : Y → Z
i fy : X → Z адитивнi. Згiдно з означенням
адитивностi це буде тодi й тiльки тодi, коли
для довiльних елементiв x, x1 i x2 з X та y,
y1 i y2 з Y виконуються рiвностi:

(a) f(x1 + x2, y) = f(x1, y) + f(x2, y);
(б) f(x, y1 + y2) = f(x, y1) + f(x, y2).
Наступний природний результат є пер-

шим кроком до нашого узагальнення теоре-
ми Христенсена–Фiшера.

Теорема 5. Нехай X, Y i Z – тополо-
гiчнi групи i f : X × Y → Z – бiадитивне
нарiзно неперервне вiдображення. Тодi на-
ступнi умови рiвносильнi:

(i) f неперервне в деякiй точцi (a, b);
(ii) f неперервне в точцi (0, 0);
(iii) f неперервне.
Доведення. (i) ⇒ (ii). Нехай f непе-

рервне в точцi (a, b). Для довiльних u ∈ X i
v ∈ Y маємо

f(a + u, b + v) = f(a, b) + f(u, b)+

+f(a, v) + f(u, v), (∗)
звiдки

f(u, v) = −f(a, v)− f(u, b)−
−f(a, b) + f(a + u, b + v).

З неперервностi операцiй в Z випливає, що
вiдображення ϕ : Z3 → Z,

ϕ(z1, z2, z3) = −z1− z2− z3 = −(z3 + z2 + z1),

неперервне за сукупнiстю змiнних. Розгля-
немо вiдображення gi : X × Y → Z при
i ∈ {1, 2, 3}, де

g1(u, v) = f(a, v), g2(u, b) = f(a, v)

i

g3(u, v) = −f(a + u, b + v) + f(a, b).

З нарiзної неперервностi вiдображення f ви-
пливає, що вiдображення g1 i g2 неперервнi.
Зсуви sa(u) = a + u i sb(u) = b + u – це го-
меоморфiзми, а тому й вiдображення

h(u, v) = (sa(u), sb(v)) : X × Y → X × Y−
це гомеоморфiзм. Так само вiдображення

ψ(z) = −z + c, де c = f(a, b),

групи Z у себе є гомеоморфiзмом. Але

g3(u, v) = ψ(f(h(u, v))),

h(0, 0) = (a, b) i f неперервне в точцi (a, b).
Тому g3 неперервне в точцi (a, b), а з ним i
вiдображення g = (g1, g2, g3) : X × Y → Z3
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буде неперервним у точцi (0, 0). Нарештi f =
ϕ ◦ g, отже, i f неперервне в точцi (0, 0).

(ii) ⇒ (iii). Нехай f неперервне в точцi
(0, 0) i (a, b) – довiльна точка з добутку. Не-
перервнiсть f у точцi (a, b) негайно випли-
ває з тотожностi (∗), яку можна переписати
у виглядi

f(x, y) = f(a, b) + f(s−a(x), b)+

+f(a, s−b(y)) + f(s−a(x), s−b(x)).

(iii) ⇒ (i). Ця iмплiкацiя очевидна.
Питання 1. Чи справджується твердже-

ння теореми 5, коли f лише бiадитивне вiд-
ображення?

7. Обiцяне узагальнення теореми Хрис-
тенсена–Фiшера виглядає так.

Теорема 6. Нехай X i Y – повнометри-
зовнi топологiчнi групи, Z – метризовна
топологiчна група i f : X × Y → Z – бiади-
тивне нарiзно вимiрне вiдображення. Тодi
f – неперервне вiдображення.

Доведення. За умовою вiдображення
fx : Y → Z i fy : X → Z вимiрнi i ади-
тивнi, а значить, за теоремою 4, i неперервнi
для кожного x ∈ X та кожного y ∈ Y . Тому
вiдображення f нарiзно неперервне.

Оскiльки метризовний простiр задоволь-
няє першу аксiому злiченностi, то згiдно
з одним результатом Калбрi-Труаллiка [8]
для кожного y ∈ Y множина

Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)},
де C(f) – множина точок сукупної неперерв-
ностi f , є залишковою в X, а значить, i всю-
ди щiльною в X, бо повнометризовний про-
стiр X є берiвським згiдно з теоремою Бера
про категорiю. Оскiльки X 6= ∅, бо 0 ∈ X,
то й Cy(f) 6= ∅ для кожного y ∈ Y . Але й
Y 6= ∅, бо 0 ∈ Y , а тому C(f) 6= ∅, тобто
iснує точка (a, b) ∈ X×Y , в якiй вiдображе-
ння f неперервне. З теореми 5 тепер виводи-
мо, що f неперервне в кожнiй точцi добутку
X×Y , адже воно нарiзно адитивне i нарiзно
неперервне.

Зауважимо, що твердження теореми 6 за-
лишається правильним i тодi, коли X i Y –
це берiвськi метризовнi топологiчнi групи.

Для повноти викладу ми подамо тут но-
ве доведення згаданого результату Калбрi-
Трауллiка, розвиваючи iдеї доведення тео-
реми 1.

Теорема 7. Нехай X, Y i Z – топологi-
чнi простори, причому Y задовольняє пер-
шу аксiому злiченностi, а Z – метризовний
i f : X × Y → Z – нарiзно неперервне вiд-
ображення. Тодi для кожного y ∈ Y мно-
жина Cy(f) є залишковою в X.

Доведення. Нехай {Vn : n ∈ N} – база
околiв фiксованої точки y0 ∈ Y i | · − · | –
метрика, узгоджена з топологiєю простору
Z. Для кожного ε > 0 i довiльного номера n
введемо множини

Fn(ε) = {x ∈ X : (∀y ∈ Vn)

(|f(x, y)− f(x, y0)| ≤ ε)}.
З неперервностi функцiй fy легко вивести,
що множини Fn(ε) замкненi в X, а з непе-
рервностi функцiй fx(y) у точцi y0 отриму-
ємо, що

∞⋃
n=1

Fn(ε) = X.

Нехай Un(ε) = intFn(ε) i G(ε) =
∞⋃

n=1

Un(ε).

З леми 1 випливає, що множини G(ε) є вiд-
критими i залишковими в X для кожного

ε > 0. Нехай Gm = G( 1
m

) i E =
∞⋂

m=1

Gm. Тодi

й множина E буде залишковою в X.
Доведемо, що E ⊆ Cy0(f). Нехай x0 ∈ E i

ε > 0. Знайдемо такий номер m, що 1
m

< ε
2
.

Оскiльки x0 ∈ Gm, то iснує такий номер n,
що x0 ∈ Un( 1

m
) = U ′. З неперервностi фун-

кцiї fy0 в точцi x0 випливає, що iснує такий
окiл U ′′ точки x0 в X, що

|fy0(x)− fy0(x0)| ≤ ε

2
,

як тiльки x ∈ U ′′. Перетин U = U ′ ∩ U ′′ теж
буде околом точки x0. Нехай V = Vn. Добу-
ток U × V – це окiл точки (x0, y0) в добутку
X × Y . Для кожної точки (x, y) ∈ U × V
будемо мати

|f(x, y)− f(x0, y0)| ≤ |f(x, y)− f(x, y0)|+
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+|f(x, y0)− f(x0, y0)| =
= |fx(y)− fx(y0)|+ |fy0(x)− fy0(x0)| <

<
1

m
+

ε

2
<

ε

2
+

ε

2
= ε,

бо x ∈ Fn( 1
m

) i y ∈ Vn. Тому (x0, y0) ∈ C(f).
Таким чином, E ⊆ Cy0(f), отже, Cy0(f) –

це залишкова множина в X, адже E є такою.

8. Розглянемо множину Z i добуток

X =
n∏

k=1

Xk = X1 × · · · ×Xn =

= {x = (x1, . . . , xn) : (∀k ∈ {1, . . . , n})
(xk ∈ Xk)}

множин X1, . . . , Xn. Для вiдображення f :
X → Z, точки a = (a1, . . . , an) ∈ X i кожно-
го k ∈ {1, . . . , n} введемо вiдображення

fâk
: Xk → Z,

fâk
(xk) = f(a1, . . . , ak−1, xk, ak+1, . . . , an).

Нехай X1, ..., Xn i Z – це групи. Вiдобра-
ження f : X1 × ... × Xn → Z називається
нарiзно адитивним або полiадитивним, чи,
точнiше, n-адитивним, якщо для кожної то-
чки a = (a1, ..., an) ∈ X1×...×Xn i довiльного
k ∈ {1, ..., n} вiдображення

fâk
: Xk → Z

адитивнi.
Нам потрiбно узагальнити формулу (∗)

з доведення теореми 5 на випадок n-
адитивних вiдображень. Для цього розгля-
немо систему Pn = 21,n всiх пiдмножин α
множини 1, n = {1, .., n}, яка, як добре вiдо-
мо, складається з 2n елементiв. Зафiксуємо
набiр a = (a1, ..., an) ∈ X = X1 × ... × Xn.
Для довiльного набору u = (u1, ..., un) ∈ X
i множини α ∈ Pn розглянемо набiр uα =
(uα

1 , ..., uα
n), для якого uα

k = uk, якщо k ∈ α,
i uα

k = ak, якщо k /∈ α. Зокрема, коли
α = ∅, то uα = a, i uα = u, якщо α = 1, n.
Для довiльних α i β з Pn будемо вважати,
що набiр uα = (uα

1 , ..., uα
n) передує набору

uβ = (uβ
1 , ..., u

β
n), i писати uα < uβ, якщо iснує

такий iндекс k ∈ {1, ...n}, що

uα
i = uβ

i при i > k,

uα
k = ak i uβ

k = uk.

Перенесемо цей порядок на iндекси, вважа-
ючи, що α < β, якщо uα < uβ. Застосовуючи
iндукцiю, легко зрозумiти, що для кожного
n iснує така перенумерацiя Pn = {αs : s ∈
{1, ..., 2n}} множини Pn, що

∅ = α1 < α2 < ... < α2n = 1, n.

Справдi, для n = 1 покладаємо α1 = ∅ i
α2 = {1}. Нехай n > 1 i така нумерацiя мо-
жлива, коли число iндексiв дорiвнює n − 1.
Розiб’ємо множину Pn на двi пiдмножини

P ′n = {α ∈ Pn : uα
n = an}

i
P ′′n = {α ∈ Pn : uα

n = un}.
Для кожного α ∈ Pn−1 покладемо

α′ = α i α′′ = α ∪ {n}.
Ясно, що α′ ∈ P ′n, адже n /∈ α′ = α i тому
u′n = an, а α′′ ∈ P ′′n, бо n ∈ α′′ i uα′′

n = un.
Зрозумiло також, що α′ < α′′ для довiльних
α i α з Pn−1. Справдi, оскiльки α′ ∈ P ′n i α′′ ∈
P ′′n, то uα′

n = an i uα′′
n = un, отже, uα′ < uα′′ ,

а значить, i α′ < α′′.
Нехай Pn−1 = {αs : s ∈ {1, ..., 2n−1}} i

∅ = α1 < ... < αn−1 = 1, n− 1. Для кожного
β ∈ Pn покладемо βs = αs, якщо β = α ∈ P ′n
i s ∈ {1, ..., 2n−1}, i βs = αs−2n−1 ∪ {n}, якщо
β = α ∪ {n} ∈ P ′′n i s ∈ {2n−1 + 1, ..., 2n}.
Зрозумiло, що тодi Pn = {βs : s ∈ {1, ..., 2n}}
i

∅ = β1 < ... < β2n = 1, n.

При n = 2 наше впорядкування виходить
таким:

a = (a1, a2) < (u1, a2) < (a1, u2) < (u1, u2) = u.

Воно вiдповiдає порядку доданкiв у формулi

f(a + u) = f(a1 + u1, a2 + u2) =

= f(a1, u2) + f(u1, a2) + f(a1, u2) + f(u1, u2)
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для бiадитивного вiдображення f : X1 ×
X2 → Z.

У загальному випадку для довiльного n i
вiдображення f : X1 × ... × Xn → Z покла-
демо

∑
α∈Pn

0
f(uα) =

2n∑
s=1

f(uαs),

де Pn = {αs : s ∈ {1, ..., 2n}} i ∅ = α1 <
... < α2n = 1, n.

Теорема 8. Нехай X1, ..., Xn i Z – довiль-
нi групи, X = X1 × ... × Xn, a = (a1, ...an)
i u = (u1, ..., un) – довiльнi набори з X i
f : X → Z – n-адитивне вiдображення. Тодi

f(a + u) =
∑
α∈Pn

0
f(uα).

Доведення. Застосуємо iндукцiю вiдно-
сно n. Для n = 1 формула очевидна, а для
n = 2 вона вже перевiрена. Хоча ми випадок
n = 2 використовувати не будемо, а вiдра-
зу здiйснимо iндуктивний перехiд вiд n − 1
до n при n > 1. З адитивностi f : X → Z
вiдносно останньої змiнної випливає, що

f(a+u) = f(a1+u1, ..., an−1+un−1, an+un) =

= f(a1 + u1, ..., an−1 + un−1, an)+

+f(a1 + u1, ..., an−1 + un−1, un).

Покладемо

fan(x1, ..., xn−1) = f(x1, ..., xn−1, an)

i

fun(x1, ..., xn−1) = f(x1, ..., xn−1, un)

для довiльного набору x = (x1, ..., xn−1) ∈
X = X1×...×Xn−1. Вiдображення fan : X →
Z i fun : X → Z – це (n − 1)-адитивнi фун-
кцiї. За iндуктивним припущенням для то-
чок a = (a1, ..., an−1) i u = (u1, ..., un−1) з X
будемо мати

fan(a + u) =
∑

α∈Pn−1

0
fan(uα)

i fun(a + u) =
∑

α∈Pn−1

0
fun(uα).

Нехай Pn−1 = {αs : s ∈ {1, ..., 2n−1}}, де
∅ = α1 < ... < α2n−1 = 1, n− 1. Для кожного
α ∈ Pn−1 розглянемо множину α = α \ {n}
i покладемо αs = αs при s ∈ {1, ..., 2n−1},
якщо n /∈ α, i αs = αs−2n−1 ∪ {n} при s ∈
{2n−1 + 1, ..., 2n}, якщо n ∈ α. Тодi ∅ = α1 <
... < α2n = 1, n, Pn = {αs : s ∈ {1, ..., 2n}} i

∑
α∈Pn

0
f(uα) =

2n∑
s=1

f(uα) =

=
2n−1∑
s=1

f(uαs) +
2n∑

s=2n−1+1

f(uαs) =

=
2n−1∑
s=1

fan(uαs) +
2n−1∑
s=1

fun(uαs) =

=
∑

α∈Pn−1

0
fan(uα) +

∑
α∈Pn−1

fun(uα) =

= fan(a + u) + fun(a + u) = f(a + u),

що й треба було довести.

9. Для топологiчних просторiв X1, ..., Xn

розглянемо їх топологiчний добуток X =
X1 × ... × Xn i вiдображення f : X → Z зi
значеннями в топологiчному просторi Z. Во-
но називається нарiзно неперервним у то-
чцi a = (a1, . . . , an) ∈ X, якщо для кожного
k ∈ {1, ..., n} вiдображення fâk

: Xk → Z
неперервне в точцi ak. Неперервне в точцi a
вiдображення f : X → Z називають ще су-
купно неперервним у точцi a. Вiдображен-
ня f : X → Z називають нарiзно чи сукупно
неперервним, якщо воно є таким у кожнiй
точцi a ∈ X. Вiдображення f : X → Z нази-
вається нарiзно вимiрним, якщо для кожної
точки a = (a1, ..., an) ∈ X i кожного iндекса
k ∈ {1, ..., n} вiдображення fâk

: Xk → Z
вимiрне.

Для того, щоб перенести теорему 6 на ви-
падок n-адитивних вiдображень, нам потрi-
бний наслiдок з одного результату [9, теоре-
ма 6].

Теорема 9. Нехай X1, ..., Xn i Z –
топологiчнi простори, причому просто-
ри X2, ..., Xn задовольняють першу аксiо-
му злiченностi, а простiр Z метризовний,
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f : X1, ..., Xn → Z – нарiзно неперервне вiд-
ображення i C(f) – множина тих точок, в
яких f сукупно неперервне. Тодi для кожно-
го xn ∈ Xn множина

Cxn(f) = {(x1, ..., xn−1) ∈ X1 × ...×Xn−1 :

(x1, ..., xn−1, xn) ∈ C(f)}
є залишковою в добутку X1 × ...×Xn−1.

Тепер ми можемо приступити до форму-
лювання i доведення основного результату.

Теорема 10. Нехай X1, ..., Xn – повноме-
тризовнi топологiчнi групи, Z – метризов-
на топологiчна група i f : X1×...×Xn → Z –
нарiзно вимiрне n-адитивне вiдображення.
Тодi f – сукупно неперервне вiдображення.

Доведення. Застосуємо iндукцiю вiдно-
сно n. При n = 1 наша теорема збiгається з
теоремою 4, яка була доведена в п. 5.

Нехай n ≥ 2 i теорема справджується, ко-
ли розглядається m груп, де m < n. Дове-
демо, що теорема буде правильною i для n
груп, як у формулюваннi.

Оскiльки всi вiдображення fâk
: Xk → Z

є вимiрними та адитивними, то за теоремою
4 вони будуть неперервними, отже, f – на-
рiзно неперервне вiдображення.

Добуток X = X1× ...×Xn−1 повнометри-
зовних просторiв X1, ..., Xn−1 залишається
повнометризовним, а значить, берiвським
простором. Крiм того, метризовнi простори
задовольняють першу аксiому злiченностi.
Тому для кожного xn ∈ Xn множина Cxn(f)
є залишковою, а отже, i всюди щiльною в
X. Оскiльки простори X i Xn непорожнi, бо
(0, ..., 0) ∈ X i 0 ∈ Xn, Cxn(f)× {xn} ⊆ C(f)
для кожного xn ∈ Xn i Cxn(f) 6= ∅, то й
C(f) 6= ∅, тобто f сукупно неперервна в де-
якiй точцi a = a0 ∈ X = X1 × ...×Xn.

Для довiльного u = (u1, ..., un) ∈ X за
теоремою 7 маємо

f(a + u) =
2n−1∑
s=1

f(uαs) + f(u), (∗∗)

де ∅ = α1 < ... < α2n = 1, n i Pn =
{αs : s ∈ {1, ..., 2n}}. Для кожного s < 2n

функцiя f(uαs) залежить лише вiд ms змiн-
них, де ms < n, i є нарiзно неперервною i

ms-адитивною. Тому за iндуктивним припу-
щенням f(uαs) буде неперервною функцiєю
вiд своїх ms змiнних, а значить, i неперерв-
ною функцiєю на X. Звiдси випливає, що й
функцiя

g(u) =
2n−1∑
s=1

f(uαs)

є неперервною на X. Але

f(u) = −g(u)− f(a + u)

i функцiя u → f(a+u) неперервна в нулi, бо
f неперервна в точцi a. Звiдси випливає, що
i f буде неперервною в нулi, тобто в точцi
(0, ..., 0) ∈ X.

Нехай тепер a – довiльна точка з X. З
формули (**) легко вивести, що f неперерв-
на в точцi a, бо з iндуктивного припущення
випливає неперервнiсть усiх функцiй f(uαs)
при s < 2n, а значить, i функцiї g, а функцiя
f за доведеним неперервна в нулi. Тому f –
сукупно неперервна функцiя.

10. Нехай X, Y , Z i T – топологiчнi групи
i f : X × Y × Z → T – нарiзно адитивне
вiдображення. Для точок (a, b, c) i u, v, w з
добутку X × Y × Z будемо мати

f(a + u, b + v, c + w) = f(a + u, b + v, c)+

+f(a + u, b + v, w) = f(a + u, b, c)+

+f(a + u, v, c) + f(a + u, b, w)+

+f(a + u, v, w) = f(a, b, c) + f(u, b, c)+

+f(a, v, c) + f(u, v, c) + f(a, b, w)+

+f(u, b, w) + f(a, v, w) + f(u, v, w).

Припустимо, що f – нарiзно неперервне вi-
дображення, яке неперервне в точцi (a, b, c).
Вiдображення (u, v) 7→ f(u, v, c) бiадитив-
не, нарiзно неперервне й неперервне в точ-
цi (a, b, c). Тому за теоремою 5 воно непе-
рервне, зокрема, неперервне в точцi (0, 0).
Так само вiдображення (u,w) 7→ f(u, b, w)
i (u,w) 7→ f(a, v, w) будуть неперервними
в точцi (0, 0). Оскiльки вiдображення u 7→
f(u, b, c), v 7→ f(a, v, c) i w 7→ f(a, b, w) теж
неперервнi в нулi, то з наведеної вище фор-
мули випливає, що f неперервне в точцi
(0, 0, 0).
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Навпаки, якщо f неперервне в точцi
(0, 0, 0), то не ясно, чи буде, наприклад, вi-
дображення (u, v) 7→ f(u, v, c) неперервним
в точцi (0, 0) при c 6= 0. Тому не зрозумi-
ло, чи випливає в загальному випадку непе-
рервнiсть f у точцi (a, b, c) з неперервностi
f у точцi (0, 0, 0).

Питання 2. Чи iснують такi топологiчнi
групи X, Y , Z, T та нарiзно адитивне на-
рiзно неперервне й розривне вiдображення
f : X × Y × Z → T , яке неперервне в точцi
(0, 0, 0)?

Зрозумiло, що неперервнiсть i розрив-
нiсть вiдображення f у цьому питаннi сто-
сується топологiї добутку на X × Y × Z.

11. Нехай K – це поле R усiх дiйсних чи-
сел або поле C всiх комплексних чисел. Ве-
кторний простiр X над полем K – це абелева
група (X, +), в якiй задана операцiя мно-
ження на скаляр

(λ, x) 7→ λx : K×X → X

зi звичайними властивостями.
Нехай X i Y – векторнi простори над

одним i тим же полем K. Вiдображення f :
X → Y називають лiнiйним, якщо воно ади-
ативне й однорiдне, тобто

f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) i f(λx) = λf(x)

для довiльних векторiв x1, x2 i x з X i до-
вiльного скаляра λ з K.

Нехай X1, ..., Xn i Z – векторнi просто-
ри над одним i тим же полем K i f : X1 ×
... × Xn → Z – вiдображення. Воно нази-
вається нарiзно лiнiйним або полiлiнiйним,
чи точнiше, n-лiнiйним, якщо для кожного
k ∈ {1, ..., n} i довiльної точки a = (a1, ..., an)
вiдображення

fâk
: Xk → Z

лiнiйне.
Векторний простiр X над полем K, що

надiлений топологiчною структурою, нази-
вається топологiчним векторним просто-
ром (скорочено: ТВП), якщо в цьому про-
сторi операцiї додавання i множення на ска-
ляр неперервнi.

Теорема 11. Нехай X1, ..., Xn i Z – ТВП
i f : X1× ...×Xn → Z – полiлiнiйне вiдобра-
ження. Тодi наступнi умови рiвносильнi:

(i) f неперервне в деякiй точцi a ∈ X =
X1 × ...×Xn;

(ii) f неперервне в точцi 0 = (0, ..., 0) ∈
X;

(iii) f неперервне.
Доведення. Застосуємо iндукцiю вiдно-

сно n. Для n = 1 твердження правильне на-
вiть для топологiчних груп й адитивних вi-
дображень.

Припустимо, що n > 1 i твердження тео-
реми виконується, коли розглядається m то-
пологiчних векторних просторiв, де m < n.
Доведемо, що воно виконується i для n то-
пологiчних векторних просторiв, як у фор-
мулюваннi теореми. Iмплiкацiя (i) ⇒ (ii) не-
гайно отримується з формули

f(a + u) =
∑
α∈Pn

f(uα),

де пiдсумовування можна проводити в будь-
якому порядку, бо Z – абелева група вiдно-
сно додавання. Справдi, всi функцiї f(uα)
при α 6= 1, n будуть m-лiнiйними з деяким
m = m(α) < n i неперервними у вiдповiд-
нiй точцi a(α) з m координатами, звiдки ви-
пливає згiдно з iндуктивним припущенням
їх неперервнiсть як функцiй вiд m змiнних,
а значить, i функцiй вiд n змiнних u1, ..., un.
Тодi й функцiя

g(u) =
∑

α∈Pn\{1,n}
f(uα)

неперервна та

f(u) = f(a + u)− g(u).

Функцiя u 7→ f(a, u) неперервна в нулi,
оскiльки f неперервна в точцi a, отже, i f
неперервна в нулi.

Iмплiкацiя (iii) ⇒ (i) очевидна.
Доведемо iмплiкацiю (ii) ⇒ (iii). Нехай

f неперервне в точцi 0 = (0, ..., 0) ∈ X i
a = (a1, ..., an) – довiльна точка з добутку
X. Доведемо, що f неперервне в точцi a.
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Спочатку доведемо неперервнiсть вiд-
ображення

fan(u1, ..., un−1) = f(u1, ..., un−1, an)

в точцi 0 = (0, ..., 0) ∈ X1 × ...×Xn−1.
Нехай W – окiл нуля в Z. Оскiльки

f(0, ..., 0) = 0 i f неперервне в нулi, то iсну-
ють такi околи нуля U1, ..., Un у просторах
X1, ..., Xn вiдповiдно, що

f(U1 × ...× Un) ⊆ W.

Окiл нуля Un є радiальною множиною у про-
сторi Xn. Тому iснує таке число δ > 0, що
δan ∈ Un. У такому разi

gan(δU1 × U2 × ...× Un−1) =

= f(δU1 × U2 × ...× Un−1 × {an}) =

= δf(U1 × U2 × ...× Un−1 × {an}) =

= f(U1 × U2 × ...× Un−1 × {δan}) ⊆
⊆ f(U1 × ...× Un) ⊆ W.

Оскiльки й δU1 – це окiл нуля в X1 разом з
U1, то отримане включення i дає нам непе-
рервнiсть fan в нулi.

Так само доводиться i неперервнiсть ко-
жної з функцiй f(uα) при α 6= 1, n в нулi,
звiдки згiдно з iндуктивним припущенням
буде випливати їх неперервнiсть на всьому
добутку. Тодi й функцiя

g(u) =
∑

α 6=1,n

f(uα)

буде неперервною, а значить, i f буде непе-
рервною в точцi a, адже

f(a + u) = g(u) + f(u)

i f неперервна в нулi, а g – у кожнiй точцi.
Це твердження було доведене в [10] у ви-

падку, коли простiр Z локально опуклий.
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