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ДОСЛIДЖЕННЯ ГЛАДКОСТI РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI КОШI
ДЛЯ СИСТЕМ РIВНЯНЬ IЗ ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ

ЗА ДОПОМОГОЮ МЕТРИЧНОГО ПIДХОДУ

Праця присвячена дослiдженню задачi Кошi для безтипної системи двох рiвнянь iз ча-
стинними похiдними зi сталими коефiцiєнтами в шкалах просторiв 2π-перiодичних за просто-
ровими змiнними функцiй. Отримано умови iснування розв’язку заданої гладкостi та вста-
новлено залежнiсть гладкостi правих частин задачi вiд коефiцiєнтiв системи. Використано
метричний пiдхiд для оцiнки знизу малих знаменникiв, якi характернi для задачi Кошi.

The paper is devoted to investigation of the Cauchy problem for a typeless system of two
partial differential equations with constant coefficients in the scale of spaces of 2π-periodic functions
of space variables. The existence conditions for given smoothness solution and the dependence the
smoothness of the problem right parts of the system coefficients are established. Metric approach
used to obtain the lower bounds of small denominators, which are characteristic for the Cauchy
problem.

Задача Кошi для рiзних типiв диференцi-
альних рiвнянь та систем рiвнянь iз частин-
ними похiдними була i є предметом дослi-
дження у рiзних аспектах багатьох авторiв.

Вагомий внесок у розвиток теорiї зада-
чi Кошi зробили I.Г. Петровський, А. Фрiд-
ман, I.М. Гельфанд, Г.Є. Шилов, С. Тек-
лiнд, Л.Н. Слободецький, С.Д. Ейдель-
ман, В.О. Солонников, Ю.А. Дубинський,
М.Л. Горбачук, С.Д. Iвасишен, М.I. Матiй-
чук, В.В. Городецький, В.А. Лiтовченко та
iн.

Зокрема, у випадку рiвнянь зi сталими
коефiцiєнтами для задачi Кошi встановле-
но класи iснування та єдиностi розв’язку [1].
Цi класи є точними i не залежать вiд коефi-
цiєнтiв рiвнянь. Якщо ж враховувати таку
залежнiсть, то можна уточнити та доповни-
ти згаданi результати. Для одного (анiзотро-
пного за порядками диференцiювання) ди-
ференцiального рiвняння це зроблено в [2]
за допомогою метричного пiдходу.

У данiй статтi результати працi [2] пере-
несено на випадок задачi Кошi для систе-
ми двох анiзотропних рiвнянь iз частинни-
ми похiдними i сталими коефiцiєнтами. До-
слiджено проблему малих знаменникiв [3, 4]

1. Основнi позначення. Нехай Dp =
[0, T ] × Ωp

2π, де Ωp
2π = (R/2πZ)p — p-вимiр-

ний тор просторових вектор-змiнних x =
(x1, . . . , xp), t – часова (видiлена) змiнна,
t ∈ [0, T ], T > 0.

Для довiльної пари (h, l) ∈ R2 введемо
простiр Eh,l(Ω

p
2π), що є поповненням мно-

жини скiнченних тригонометричних сум
v(x) =

∑
k

v̂ke
i(k,x) за нормою

‖v;Eh,l(Ω
p
2π)‖ =

( ∑

k∈Zp

exp(2hk̃ l)|v̂k|2
)1/2

,

де k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, (k, x) =
p∑

j=1

kjxj,

k̃ = (1 + k2
1 + · · ·+ k2

p)
1/2.

Простiр Hq(Ω
p
2π), де q ∈ R, — це поповне-

ння множини скiнченних тригонометричних
сум за нормою

‖v;Hq(Ω
p
2π)‖ =

( ∑

k∈Zp

k̃ 2q|v̂k|2
)1/2

.

Нехай D = (D1, . . . , Dp), Dj = −i∂/∂xj, j ∈
{1, . . . , p}. Означимо оператори F (D) такою
формулою:

F (D)v(x) =
∑

k

F (k)v̂ke
i(k,x),
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де v(x) =
∑
k

v̂ke
i(k,x).

Зокрема, оператор D̃ =
√

1−∆, де ∆ =
−D2

1 − · · · − D2
p — оператор Лапласа, дiє

неперервно iз простору Hq(Ω
p
2π) у простiр

Hq−1(Ω
p
2π) за формулою
√

1−∆ v(x) =
∑

k

k̃ v̂ke
i(k,x).

Простiр En
Λ,l(Dp), де (Λ, l) ∈ R2, n ∈ Z+,

складається з функцiй u = u(t, x), якi мають
неперервнi за t на вiдрiзку [0, T ] норми

‖(1−∆)(n−j)l/2Dj
tu(t, ·);EΛt,l(Ω

p
2π)‖2,

де j ∈ {0, 1, . . . , n}, Dt = ∂/∂t;

‖u;En
Λt,l(Dp)‖2 =

=
1

T

∫ T

0

n∑
j=0

‖D̃(n−j)lDj
tu(t,·);EΛt,l(Ω

p
2π)‖2dt.

Функцiї u ∈ En
Λ,l(Dp) мають такi власти-

востi: Dj
tu(t, ·) ∈ EΛt̃,l(Ω

p
2π), якщо 0<t̃<t≤T ,

Dj
tu(0, ·) ∈ H(n−j)l(Ω

p
2π), де j ∈ {0, 1, . . . , n}.

Далi вважаємо, що квадрат норми в де-
картовому добутку просторiв дорiвнює сумi
квадратiв норм у вiдповiдних просторах за-
даного декартового добутку.

2. Постановка задачi. Розглянемо за-
дачу Кошi для безтипної системи двох рiв-
нянь високого порядку з частинними похi-
дними i сталими коефiцiєнтами

n∑
j=0

aj(D)Dn−j
t u = 0, (1)

де

aj(D) =
∑

|s|≤jl

ajsD
s=

(
a11

j (D) a12
j (D)

a21
j (D) a22

j (D)

)
, (2)

ajs=

(
a11

js a12
js

a21
js a22

js

)
, aj1j2

j (D) =
∑

|s|≤jl

aj1j2
js Ds, (3)

a0(D) = a00 = a0 =

(
a11

0 a12
0

a21
0 a22

0

)
, det a0 6= 0,

aj1j2
js ∈ OR = {z ∈ C : |z| ≤ R}, l ∈ N є пока-

зником анiзотропностi системи (1) стосовно

порядкiв диференцiювання за просторовими
змiнними x1, . . . , xp i часовою змiнною t.

Початковi умови задамо при t = 0, а саме

Dj
tu

∣∣
t=0

= ϕj, j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, (4)

де ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1 — заданi функцiї.
Розв’язок u = col (u1, u2) задачi (1), (4)

шукаємо в просторi En
Λ,l(Dp)×En

Λ,l(Dp) з нор-
мою

‖u;En
Λ,l(Dp)×En

Λ,l(Dp)‖2=
2∑

j=1

‖uj;E
n
Λ,l(Dp)‖2.

Число Λ залежить вiд коефiцiєнтiв aj1j2
js си-

стеми (1) i вибирається таким способом. По-
значимо через ãj(k) обмежену матричну по-
слiдовнiсть k̃ −jlaj(k), k ∈ Zp, а саме

∑

|s|≤jl

ajs(k)
( k

k̃

)s

· k̃ |s|−jl.

Очевидно, що ãj1j2
j (k) = k̃ −jlaj1j2

j (k) та

sup
k∈Zp

|ãj1j2
j (k)| ≤

∑

|s|≤jl

|aj1j2
js | ≤ Cp

jl+pR,

sup
k∈Zp

‖ãj(k)‖ ≤ 2Cp
jl+pR,

де ‖ · ‖ позначає евклiдову норму матрицi,
Cβ

α — бiномнi коефiцiєнти.
Нехай λj(k)—корiнь характеристичного

рiвняння

f(λ, k) = det
( n∑

j=0

ãj(k)λn−j
)

= 0. (5)

Впорядкувавши для кожного k ∈ Zp всi 2n
коренiв многочлена f за спаданням дiйсної
частини Re λ1(k) ≥ · · · ≥ Re λ2n(k), покла-
демо

Λ > lim sup
k∈Zp

Re λ1(k). (6)

Оскiльки f(λ, k)— визначник другого по-
рядку, то

f(λ, k) =
( n∑

j=0

ã11
j (k)λn−j

)
×
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×
( n∑

j=0

ã22
j (k)λn−j

)
−

−
( n∑

j=0

ã12
j (k)λn−j

)( n∑
j=0

ã21
j (k)λn−j

)
, (7)

тобто

f(λ, k) =
2n∑

j=0

fj(k)λ2n−j =

= f0(k)λ2n + f1(k)λ2n−1 + · · ·+ f2n(k), (8)

де

fj(k) =

j∑
α=0

(
ã11

j−α(k)ã22
α (k)− ã12

j−α(k)ã21
α (k)

)

при 0 ≤ j ≤ n i при n ≤ j ≤ 2n

fj(k) =

2n−j∑
α=0

(
ã11

n−α(k)ã22
j−n+α(k)−

− ã12
n−α(k)ã21

j−n+α(k)
)
,

зокрема f0(k) = det a0, f2n(k) = det ãn(k).
З оцiнки Кошi [5, с. 381] для коренiв мно-

гочлена

|λj(k)| ≤ 1 +
max

(|f1(k)|, . . . , |f2n(k)|)

| det a0|
випливає, що вони є рiвномiрно обмеженими
за змiнною k разом iз коефiцiєнтами мно-
гочлена f(λ, k), тому границя Λ iснує i |Λ|
обмежене тим самим числом, що й |λj(k)|.

3. Побудова та попереднє оцiнюван-
ня розв’язку. Введемо новi невiдомi фун-
кцiї v1, . . . , v2n за формулою
(

v2j−1

v2j

)
= D̃(n+1−j)lDj−1

t u, j ∈ {0, 1, . . . , n},

а функцiї ϕ1, . . . , ϕ2n за формулою
(

ϕ2j−1

ϕ2j

)
= D̃(n+1−j)lϕj−1, j ∈ {0, 1, . . . , n},

тодi

Dt

(
v2j−1

v2j

)
= D̃l

(
v2j+1

v2j+2

)
, j ∈ {0, . . . , n−1},

Dt

(
v2n−1

v2n

)
= −D̃la−1

0

(
ãn(D), . . . , ã1(D)

)
v,

де v = col (v1, . . . , v2n).
Нехай Aj·(k)—рядок з номером j матрицi

A(k), причому A1·(k), . . . , A2n−2·(k) – рядки
одиничної матрицi E2n з номерами 3, . . . , 2n,

(
A2n−1·(k)
A2n·(k)

)
= −a−1

0

(
ãn(k), . . . , ã1(k)

)
,

а ϕ = col (ϕ1, . . . , ϕ2n), тодi задачу (1), (2)
можна записати так:

Dtv = D̃lA(D)v, (9)

v
∣∣
t=0

= ϕ. (10)

Якщо v(t, x) =
∑

k∈Zp

vk(t)e
i(k,x), то вектор-

функцiї vk(t) є розв’язками задач

v′k = k̃lA(k)vk, vk(0) = ϕk.

де ϕ(x) =
∑

k∈Zp

ϕke
i(k,x). Цi розв’язки подаю-

ться в явному виглядi

vk(t) = ek̃ lA(k)tϕk. (11)

Для оцiнювання норми vk(t) у випадку
простих коренiв многочлена f(λ, k) запише-
мо формулу [4]

vk(t) =
(
ϕk, A(k)ϕk, . . . ,

(
A(k)

)2n−1
ϕk

)×

×W−T
k




exp
(
k̃ lλ1(k)t

)
. . . . . . . . .

exp
(
k̃ lλ2n(k)t

)


 , (12)

де Wk =
(
λi−1

j (k)
)2n

i,j=1
—матриця Вандер-

монда, W−T
k — обернена до транспонованої

матрицi Вандермонда WT
k .

Для обчислення матрицi W−T
k використо-

вуємо формулу [7]

W−T
k =

(
f2n+1−i−j(k)

)2n

i,j=1
Wk ×

×
(
diag

(
f ′

(
λj(k), k

))2n

j=1

)−1

, (13)

де fj(k) = 0 при j < 0, f ′ = ∂f/∂λ.
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Перетворимо
(
f ′

(
λj(k), k

))−2 до дробiв [8]

(det a0)
2n−1

Res(f, f ′)

∏

1≤α<β≤2n
α6=j, β 6=j

(
λα(k)− λβ(k)

)2
,

де Res(f, g)—результант многочленiв f та g.
Оскiльки

∥∥A(k)
∥∥ ≤ const

det a0

,
∣∣ek̃ lλj(k)t

∣∣ ≤ const ek̃ lΛt,

то
∥∥e−k̃ lΛtvk(t)

∥∥2 ≤ const
‖ϕk‖2

| det S(f)| , (14)

причому det S(f) = Res (f, f ′), де S(f)—ма-
триця Сильвестра многочлена f = f(λ, k),
яка є блочною матрицею i складається з
двох теплiцевих матриць з 2n − 1 i 2n ряд-
ками вiдповiдно,

S(f)=




(
fj−i(k)

)2n−1, 4n−1

i,j=1(
(2n−j+i)fj−i(k)

)2n, 4n−1

i,j=1


. (15)

Число
det S(f)

det a0

є дискримiнантом мно-

гочлена f , воно набуває малих значень у
випадку наявностi близьких коренiв цього
многочлена, тому нерiвнiсть (14) потребує
уточнення.

Використовуючи оцiнку матричної екс-
поненти [1], отримуємо таку нерiвнiсть для
норми вектора e−k̃ lΛtvk(t) = ek̃ l(A(k)−Λ)tϕk:

∥∥e−k̃ lΛtvk(t)
∥∥2 ≤ const k̃ (4n−2)l‖ϕk‖2, (16)

В останнiй оцiнцi показник степеня (4n−2)l
не можна зменшити (зокрема, у випадку
одного 2n-кратного власного значення ма-
триць A(k) такої ж геометричної кратностi).

Для отримання кращої оцiнки, нiж (16),
встановимо деякi спецiальнi властивостi ма-
триць Сильвестра.

4. Властивостi матриць Сильвестра.
Оскiльки матриця Сильвестра многочлена
f = f(λ, k)—форма степеня 4n− 1 його ко-
ефiцiєнтiв f0(k), f1(k), . . . , f2n(k), то важли-
вим для подальших оцiнок є вигляд додан-
кiв цiєї матрицi, що мiстять найвищi степенi

окремих змiнних f0(k), f1(k), . . . , f2n(k). При
вiдповiдних обчисленнях враховуємо фор-
мулу (5), що задає структуру многочлена f .

Лема 1. Якщо f(λ) = h(λ) + aλrg(λ), де
f(λ), h(λ) i g(λ)—многочлени, а саме

f(λ) = f0λ
2n + f1λ

2n−1 + · · ·+ f2n, (17)
h(λ) = h0λ

2n + h1λ
2n−1 + · · ·+ h2n, (18)

g(λ) = g0λ
n + g1λ

n−1 + · · ·+ gn, , (19)

r —цiле число, 0 ≤ r ≤ n − 1, S(f), S(h) i
S(g)—матрицi Сильвестра цих многочле-
нiв, то визначник det S(f) матрицi S(f) є
многочленом за змiнною a степеня не вище
3n− 1 для r = 0, причому

det S(f) = ±(nh0g0)
n det S(g)a3n−1+

+ · · ·+ det S(h), (20)

i степеня не вище 3n для r ≥ 1, причому

det S(f) = ±(
(n− r)h0g0

)n−r(
rh2n

)r−1×
× gr+1

n det S(g)a3n + · · ·+ det S(h), (21)

а знак ± визначається числом (−1)nr+n+r.

Доведення. Оскiльки fi = hi + agr−n+i

для i ∈ {n − r, . . . , 2n − r}, fi = hi для i ∈
{0, 1, . . . , n−r−1, 2n−r+1, . . . , 2n} i матриця
Сильвестра S(f) має такий блочний вигляд:

S(f) =

(
(fj−i)

4n−1
2n−1

((ω + n)fj−i)
4n−1
2n

)
,

де i – номер рядка, j – номер стовпця, ( )s
r –

матриця розмiру r×s, то для r = 0 або r = 1
маємо

S(f) =

(
(hj−i)

4n−1
2n−1

((ω + n)hj−i)
4n−1
2n

)
+

+ a

(
(0)n−r

2n−1 (gj−i)
3n+r−1
2n−1

(0)n−r
2n ((ω + r)gj−i)

3n+r−1
2n

)
, (22)

де ω = n− j + i, hj = 0 для j < 0 та j > 2n i
gj = 0 для j < 0 та j > n.

Для r > 1

S(f) = S(h)+
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+ a

(
(0)n−r

2n−1 (gj−i)
3n
2n−1 (0)r−1

2n−1

(0)n−r
2n ((ω + r)gj−i)

3n
2n (0)r−1

2n

)
.

(23)

З формул (22) та (23) вiдповiдно отриму-
ємо

S(f) =

=

(
(hj−i)

4n−1
2n−1 (gj−i)

3n+r−1
2n−1

((ω + n)hj−i)
4n−1
2n ((ω + r)gj−i)

3n+r−1
2n

)

×



En−r 0
0 E3n+r−1

0 aE3n+r−1


 ,

S(f) =

=

(
(hj−i)

4n−1
2n−1 (gj−i)

3n+r−1
2n−1

((ω + n)hj−i)
4n−1
2n ((ω + r)gj−i)

3n+r−1
2n

)

×




En−r 0 0
0 E3n 0
0 0 Er−1

0 aE3n 0


 .

Використовуючи формулу Бiне–Кошi [6] ма-
ємо при r = 0 i r = 1 рiвнiсть

det S(f) = a3n+r−1×

×det

(
(hj−i)

n−r
2n−1 (gj−i)

3n+r−1
2n−1

((ω + n)hj−i)
n−r
2n ((ω + r)gj−i)

3n+r−1
2n

)

+ · · ·+ det S(h), (24)

а при r > 1 iншу рiвнiсть

det S(f) = a3n×

×det

(
(H1)

n−r
2n−1 (gj−i)

3n
2n−1 (H3)

r−1
2n−1

(H2)
n−r
2n ((ω + r)gj−i)

3n
2n (H4)

r−1
2n

)

+ · · ·+ det S(h),

де H1 = hj−i, H2 = (ω+n)hj−i, H3 = hω+3n−r,
H4 = (r − n− ω)hω+3n−r.

Коефiцiєнт при a3n+r−1 у формулi (24) пе-
репишемо так:

det




(S3)
n−r
n−r (S4)

n−r
n−r F2

0 0 (gj−i)
2n+2r−1
n+r−1

(S1)
n−r
n−r (S2)

n−r
n−r F1

0 0 ((ω + r)gj−i)
2n+2r−1
n+r


 =

= ± det




(S1)
n−r
n−r (S2)

n−r
n−r F1

(S3)
n−r
n−r (S4)

n−r
n−r F2

0 0 (gj−i)
2n+2r−1
n+r−1

0 0 ((ω + r)gj−i)
2n+2r−1
n+r


 ,

де ± = (−1)n+r, S1 = (ω + n)hj−i, S3 = hj−i,
S2 = (ω + r)gj−i, S4 = gj−i,

det

(
S1 S2

S3 S4

)
=

=

(
det

(
2nh0 (n + r)g0

h0 g0

))n−r

=

=
(
(n− r)h0g0

)n−r
.

Отже,

det S(f)=(−1)n+r
(
(n−r)h0g0

)n−r
a3n+r−1×

×det

(
(gj−i)

2n+2r−1
n+r−1

((ω + r)gj−i)
2n+2r−1
n+r

)
+· · ·+det S(h),

i формулу (20) доведено.
Формула (21) для r = 1 випливає з таких

обчислень:

det

(
(gj−i)

2n+1
n

((ω + 1)gj−i)
2n+1
n+1

)
=

= det




(gj−i)
2n
n 0

((ω + 1)gj−i)
2n
n 0

F (gn)1
1


 =

= det




(gj−i)
2n−1
n−1 0

F (gn)1
1

(ωgj−i)
2n−1
n 0


 = (−1)ng2

nS(g).

Для r > 1 подамо коефiцiєнт при a3n у
виглядi

det




(S3)
n−r
n−r (S4)

n−r
n−r F2 0 0

0 0 (S4)
2n+1
n 0 0

0 0 F4 (S7)
r−1
r−1 (S8)

r−1
r−1

(S1)
n−r
n−r (S2)

n−r
n−r F1 0 0

0 0 (S2)
2n+1
n+1 0 0

0 0 F3 (S5)
r−1
r−1 (S6)

r−1
r−1




=

=±det




(S1)
n−r
n−r (S2)

n−r
n−r F1 0 0

(S3)
n−r
n−r (S4)

n−r
n−r F2 0 0

0 0 (S4)
2n+1
n 0 0

0 0 (S2)
2n+1
n+1 0 0

0 0 F3 (S5)
r−1
r−1 (S6)

r−1
r−1

0 0 F4 (S7)
r−1
r−1 (S8)

r−1
r−1




,

де ± = (−1)(n−r)r, S5 = (ω + r − n)g2n−ω,
S6 = (ω + 1 − n)h3n−1−ω, S7 = g2n+1−ω, S8 =
h3n−ω,

det

(
S5 S6

S7 S8

)
=
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=

(
det

(
rgn h2n−1

0 h2n

))r−1

=
(
rh2ngn

)r−1
.

Звiдси отримуємо формулу (21) для r > 1.
Лему доведено. I

Зауважимо, що в доведеннi леми 1 i далi
зiрочки (F) позначають матрицi, вiд яких
не залежать вiдповiднi визначники.

Лема 2. Якщо за умов леми 1 многочлен
має степiнь n− 1, а саме

g(λ) = g0λ
n−1 + g1λ

n−2 + · · ·+ gn−1,

то

det S(f) = ±(
(n + 1)h0g0

)n+1×
× det S(g)a3n−2 + · · ·+ det S(h), (25)

для r = 0, а для r ≥ 1

det S(f) = ±(
(n− r + 1)h0g0

)n−r+1×
× (

rh2n

)r−1
gr+1

n det S(g)a3n−1+

+ · · ·+ det S(h), (26)

причому знак ± є знаком числа (−1)nr+n+1.

Доведення леми 2 аналогiчне до дове-
дення леми 1. I

Лема 3. Нехай многочлен g(λ) має виг-

ляд (19), тобто g(λ) =
n∑

j=0

gjλ
n−j, тодi

det S(g) =
n−1∑
α=0

(−1)α+nααα(n− α)n−α×

× gα
0 gn−α−1

n · gn
α +· · · , (27)

де три крапки означають доданки, що не
мiстять n-их степенiв коефiцiєнтiв gα.

Доведення. Функцiя S(g) є однорiдною
степеня 2n − 1 функцiєю щодо коефiцiєнтiв
g0, g1, . . . , gn многочлена g(λ).

Нехай ω = n− j + i, 0 ≤ α ≤ n− 1, тодi

ωgj−i = (ω − n + α)gj−i + (n− α)gj−i.

З властивостей визначникiв отримуємо

det S(g)= det




(gj−i)
2n−1
n−1

((ω − n + α)gj−i)
2n−1
n−1

((2n− 1 + ω)g1−ω)2n−1
1


 ,

причому матриця
(
(ω−n+α)gj−i

)
, очевидно,

не залежить вiд коефiцiєнта gα. Звiдси ви-
пливає рiвнiсть

det S(g) =

= gn
0 det




En−1 0 0
F1 F2

(− ωgω

)
0 n 0


 +· · ·

= ngn
0 det

(
En 0
F

(
ωgω

)
)

+· · · =

= ngn
0 det

(
ωgω

)
+· · · = nngn−1

n gn
0 +· · · ,

де три крапки означають доданки менших
степенiв щодо g0, En — одинична матриця.

Для α = n− 1 отримуємо

det S(g) =

= gn
n−1 det




0 En−1 0(
(ω−1)gj−i

)
F1 F2

0 0 1


+· · · =

=(−1)n−1gn
n−1 det

((
(ω−1)gj−i

)
F

0 En

)
+· · · =

= (−1)n−1(n− 1)n−1gn−1
0 gn

n−1 +· · · ,
де три крапки означають доданки менших
степенiв щодо gn−1.

Для 0 < α < n− 1 аналогiчно отримаємо
низку рiвностей:

det S(g) = gn
α×

×det




0 En−1 0 0
(G1)

α
n−1 F1 F2 (G2)

n−α−1
n−1

0 0 (n− α)1
1 0




+· · · = (−1)n−1+nα(n−α)gn
α det

(
En 0
F G

)
+· · · =

= (−1)n−1+nα(n− α)gn
α det G +· · · ,

де G =
(
G1 G2

)
, G1 =

(
(ω − n + α)gj−i

)
та

G2 =
(
(α − 2n − ω)gω

)
мають n − 1 рядок i

α та n− α− 1 стовпцiв.
Оскiльки справджується рiвнiсть

det G = αα(α− n)n−α−1gα
0 gn−α−1

n ,
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то отримуємо формулу (27) у загальному ви-
падку при 0 < α < n− 1. Лему доведено. I

5. Оцiнювання малих знаменникiв.
Коефiцiєнти многочлена f є многочленами
вiд змiнних aj1j2

js —коефiцiєнтiв системи (1),
тому функцiя det S(f) також є многочленом
вiд цих змiнних.

Позначимо через b1, . . . , bp коефiцiєнти
при похiдних Dnl

1 , . . . , Dnl
p оператора a11

n (D),
а вiдповiднi коефiцiєнти оператора a22

n (D)—
bp+1, . . . , b2p; нехай b = (b1, . . . , b2p).

Iз формули (7) випливає рiвнiсть

f(λ, k) = bj ·
(kj

k̃

)nl

g(λ, k) + h(λ, k),

де многочлени g(λ, k) та h(λ, k) не залежать
вiд bj i визначаються формулами

g(λ, k) =
n∑

j=0

ã22
j (k)λn−j,

h(λ, k) = det a0 · λ2n + · · · ,

де три крапки— доданки меншого степеня.
Використаємо лему 1 при r = 0, h0 = det a0,
g0 = a22

0 , a = bj ·
(
kj/k̃

)nl, тодi

det S(f) = (−n det a0 · a22
0 )n

(kj

k̃

)nl(3n−1)

×
× det S(g)b3n−1

j +· · · , (28)

де три крапки означають доданки зi степе-
нями bα

j , 0 ≤ α ≤ 3n−2. З леми 3 при α = 0,
g0 = a22

0 , gn = bp+j ·
(
kj/k̃

)nl випливає, що

det S(g)=(na22
0 )n

(kj

k̃

)nl(n−1)

bn−1
p+j + · · · , (29)

де три крапки означають доданки зi степе-
нями bα

p+j, 0 ≤ α ≤ n− 2.
Позначимо ζ(r) функцiю

∑
k∈Zp\{0}

k̃ −r. Во-

на iснує при r > p i є багатовимiрним ана-
логом дзета-функцiї Рiмана.

Лема 4. Вважаємо, що 0 < ε < 1,
r > p, коефiцiєнти системи (1)—фiксова-
нi (за винятком коефiцiєнтiв b1, . . . , b2p) та
задовольняють умови

det a0 6= 0, a22
0 6= 0. (30)

Тодi iснує множина Wε ⊂ O2p
R така, що

meas Wε ≤ ε i для всiх векторiв b ∈ O2p
R \Wε

та для всiх k 6= 0 справджується оцiнка
знизу

| det S(f)| ≥ ε2n−1C−1
1 k̃ −(2n−1)r, (31)

де C1 =

(
2ζ(r)(p + 1)nlπ2pR4p−2

)2n−1

(
na22

0

)2n
(det a0)n

.

Доведення. Формули (28) i (29) дають
рiвнiсть

det S(f) = (− det a0)
n
(
na22

0

)2n×
×

(kj

k̃

)nl(4n−2)

Bp+j(k)Bj(k), (32)

у випадку Bp+j(k) 6= 0, де Bp+j(k)—унiталь-
ний (з одиничним старшим коефiцiєнтом)
степеня n − 1 многочлен змiнної bp+j, кое-
фiцiєнти якого не залежать вiд змiнної bj,
Bj(k)—унiтальний степеня 3n−1 многочлен
змiнної bj.

Нехай W 1
ε (k)—множина таких векторiв

b ∈ O2p
R , для яких при фiксованому k вико-

нується оцiнка

|Bp+j(k)| <
( εk̃ −r

2ζ(r)π2pR4p−2

)(n−1)/2

. (33)

Для множини W̃ 1
ε (k) тих векторiв bp+j

iз круга OR, для яких виконується нерiв-
нiсть (33) з довiльним фiксованим вектором
(b1, . . . , bp+j−1, bp+j+1, . . . , b2p) ∈ O2p−1

R , за ле-
мою Картана [10] справджується оцiнка

meas W̃ 1
ε (k) ≤ εk̃ −r

2ζ(r)(πR2)2p−1
.

Пiсля iнтегрування по областi O2p−1
R

отримуємо

meas W 1
ε (k) ≤ ε

2ζ(r)
k̃ −r.

Аналогiчну оцiнку справджує мiра множини
W 2

ε (k) тих векторiв b ∈ O2p
R , для яких при

фiксованому k виконується оцiнка

|Bj(k)| <
( εk̃ −r

2ζ(r)π2pR4p−2

)(3n−1)/2

.
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Тому на множинi O2p
R \ Wε(k), де Wε(k) =

W 1
ε (k) ∪ W 2

ε (k), а meas Wε(k) ≤ ε

ζ(r)
k̃ −r, iз

рiвностi (32) випливає нерiвнiсть

| det S(f)| ≥
∣∣na22

0

∣∣2n| det a0|n×

×
( εk̃ −r

2ζ(r)(p + 1)nlπ2pR4p−2

)2n−1

k̃ −(2n−1)r

для фiксованого вектора k ∈ Zp \ {0}.
Отже, на множинi Wε =

⋃
k∈Zp\{0}

Wε(k) з

мiрою meas Wε ≤
∑

k∈Zp\{0}
meas Wε(k) = ε не-

рiвнiсть (31) виконується для всiх k iз мно-
жини Zp \ {0}. I

Аналогiчна нерiвнiсть справджується i
при a22

0 = 0, якщо ненульовим є коефiцiєнт
a11

0 при похiднiй Dn
t u1 у першому диферен-

цiальному рiвняннi системи.
Якщо ж обидва коефiцiєнти дорiвнюють

нулевi, тобто a11
0 = a22

0 = 0, то аналогiчну
до леми 4 лему можна довести для векторiв
утворених з вiдповiдних коефiцiєнтiв опера-
торiв ã12

n (D) та ã21
n (D).

У випадку використання введеного перед
лемою 4 вектора b, згiдно з лемою 2 (при
r = 0, h0 = det a0, g0 = ã22

1 , a = bj ·
(
kj/k̃

)nl)
i лемою 3 для n − 1 на мiсцi n (при α =

0, h0 = det a0, gn−1 = bn+j

(
kj/k̃

)nl) замiсть
рiвностей (28) i (29) маємо рiвностi

det S(f) =
(− (n + 1) det a0 · ã22

1

)n+1×
×

(kj

k̃

)nl(3n−2)

det S(g) · b3n−2
j +· · · ,

det S(g) =
(
(n− 1) ã22

1

)n−1
(kj

k̃

)nl(n−2)

×
× bn−2

p+j + · · · ,

де g(λ, k) =
n∑

j=1

ã22
j (k)λn−j.

За обмеженостi знизу модуля функцiї

ã22
1 (k) ≡

∑

|s|≤l

a22
1s

(kj

k̃

)s

k̃ |s|−l

з цих рiвностей випливає оцiнка знизу для
функцiї | det S(f)|.

Лема 5. Нехай виконуються умови
(крiм другої нерiвностi (30)) леми 4 та
умова

inf
k∈Zp\{0}

k̃ θ · ∣∣ã22
1 (k)

∣∣ > 0

для деякого θ ∈ R. Тодi iснує така множи-
на Wε з мiрою meas Wε ≤ ε, що для всiх
векторiв b ∈ O2p

R \ Wε i всiх k ∈ Zp \ {0}
справджується нерiвнiсть

| det S(f)| ≥ const ε2n−2k̃ −(2n−2)r−2nθ. (34)

Очевидно, що θ ≥ 0, а оцiнка (34) краща
вiд оцiнки (31), якщо θ ≤ p/2n.

Якщо не можна вважати незалежними
параметрами коефiцiєнти при старших по-
хiдних оператора ãn(D), то використаємо
коефiцiєнти при молодших похiдних цього
оператора.

Сформуємо такий вектор b = (b1, . . . , b2p)
з коефiцiєнтiв системи: b1, . . . , bp —коефiцi-
єнти при похiдних Dnl−θ1

1 , . . . , Dnl−θ1
p опера-

тора a11
n (D), а bp+1, . . . , b2p —при похiдних

Dnl−θ2
1 , . . . , Dnl−θ2

p оператора a22
n (D).

Лема 6. Нехай 0 < ε < 1, r > p, кое-
фiцiєнти системи (1), що не є компонен-
тами вектора b, — фiксованi та задоволь-
няють умови

det a0 6= 0, |a11
0 |+ |a22

0 | 6= 0.

Тодi iснує множина Wε ⊂ O2p
R така, що

meas Wε ≤ ε i для всiх векторiв b ∈ O2p
R \Wε

та для всiх k 6= 0 справджується оцiнка
знизу

| det S(f)|≥ ε2n−1

C1k̃ (2n−1)r+(3n−1)θ1+(n−1)θ2

. (35)

Доведення цiєї леми аналогiчне до дове-
дення леми 4.

Оцiнка показує, що використання коефi-
цiєнтiв при старших похiдних як змiнних
параметрiв покращує оцiнку дискримiнанта
многочлена f .

Якщо розглядати системи (1) з фiксова-
ним оператором an(D), то використовуємо
лему 1 при r > 0. Для отримання вiдповiд-
них оцiнок достатньо вимагати степеневих
оцiнок знизу функцiй | det ãn(k)| i |ãj1j2

n (k)|.
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6. Розв’язнiсть задачi Кошi. Насту-
пна теорема про розв’язнiсть задачi (1), (2)
базується на лемi 4 i нерiвностi (14).

Позначимо Yj = H(n−j)l+(2n−1)r/2(Ω
p
2π),

Xn = En
−Λ,l(Dp), X0 = E0

−Λ,l(Dp).

Теорема 1. Нехай виконуються умови
леми 4 i ϕj ∈ Y 2

j , j ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, тодi
для майже всiх векторiв b ∈ O2p

R iснує єди-
ний розв’язок u задачi (1), (2) iз простору
X2

n. Для довiльного ε ∈ (0, 1) i для всiх ве-
кторiв b ∈ O2p

R \ Wε, де Wε —множина з
леми 4, виконується нерiвнiсть

‖u; X2
n‖2 ≤

( C2

ε2n−1
+ C3

) n−1∑
j=0

‖ϕj; Y
2
j ‖2, (36)

де стала C2 не залежить вiд коефiцiєнтiв
системи (1).

Доведення. Розв’язок задачi (1), (2) та
його похiднi до (n− 1)-го порядку включно
визначаються формулою (11), тому

‖u; X2
n‖2 =

2n∑
j=1

‖vj; X0‖2+

+ ‖A2n−1·(D)v; X0‖2 + ‖A2n·(D)v; X0‖2 ≤
≤ const ‖v; X2n

0 ‖2,

де стала залежить вiд коефiцiєнтiв системи.
Нехай S —множина, що складається з ну-

льового вектора i тих векторiв k, для яких
Re λ1(k) > Λ.

Ця множина за побудовою є скiнченною,
тому можна записати нерiвнiсть

‖u; X2
n‖2 ≤ const

∑

k∈Zp\S

∫ T

0

|vk(t)|2dt

Te2k̃ lΛt
+ C3.

Далi використовуємо оцiнку (14), нерiвнiсть
(31) з леми 4 i формулу

‖ϕk‖2 =
n−1∑
j=0

k̃ 2(−j)l‖ϕkj‖2,

де ϕkj —коефiцiєнти Фур’є вектор-функцiї
ϕj, та отримуємо нерiвнiсть (36).

За лемою Бореля-Кантеллi оцiнка (31)
виконується для майже всiх векторiв b ∈
O2p

R , для всiх (за винятком скiнченного чи-
сла) векторiв k ∈ Zp, звiдcи випливає розв’я-
знiсть задачi у просторi X2

n. Теорему доведе-
но. I

За умов леми 5 достатньою умовою iсну-
вання та єдиностi розв’язку в просторi X2

n

для всiх b ∈ O2p
R \Wε є належнiсть функцiй

D̃nθ−r/2ϕj до простору Y 2
j , j ∈ {0, 1, . . . , n −

1}.
Для отримання розв’язку задачi Кошi з

простору X2
n у випадку виконання умов ле-

ми 6 потрiбно накладати сильнiшi умови
гладкостi, нiж у теоремi 1.

Теорема 2. Нехай виконуються умови
леми 6 i D̃nθ1+(n−1)(θ1+θ2)/2ϕj ∈ Y 2

j , тодi для
всiх векторiв b ∈ O2p

R \Wε, meas Wε ≤ ε,iснує
єдиний розв’язок задачi (1), (2) iз простору
X2

n i виконується нерiвнiсть

‖u; X2
n‖2 ≤ (

C4ε
−(2n−1) + C5

)×

×
n−1∑
j=0

‖D̃nθ1+(n−1)(θ1+θ2)/2ϕj; Y
2
j ‖2,

де стала C4 не залежить вiд коефiцiєнтiв
системи (1).

Доведення теореми близьке до доведен-
ня теореми 1. Воно базується на оцiнцi ма-
лих знаменникiв (35). I

Порiвняння результатiв: якщо використо-
вувати оцiнку (16), яка виконується для всiх
систем (1), то для розв’язностi задачi (1), (2)
у просторi X2

n достатньо, щоб

D̃(2n−1)(l−r/2)ϕj ∈ Y 2
j , j ∈ {0, 1, . . . , n− 1},

а якщо розглядати системи строго гi-
перболiчного чи строго елiптичного типу
(| det S(f)| ≥ const > 0), то достатньо ви-
конання умови

D̃−(2n−1)r/2ϕj ∈ Y 2
j

(
ϕj ∈

(
H(n−j)l(Ω

p
2π)

)2)
.

Остання умова є найслабшою [2], а умова
D̃(2n−1)(l−r/2)ϕj ∈ Y 2

j є сильнiшою чи слаб-
шою за умову з теореми 1 у залежностi вiд
того, чи l бiльше за r/2, чи менше.
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7. Висновки. У роботi розглянуто зада-
чу Кошi (1), (2) для безтипної системи двох
рiвнянь iз частинними похiдними i сталими
коефiцiєнтами в просторах 2π-перiодичних
за просторовими змiнними i достатньо глад-
кими за часовою змiнною функцiй. Уста-
новлено, що для всiх векторiв (за винятком
множини як завгодно малої мiри), певним
способом складених з коефiцiєнтiв системи
(1), задача Кошi є розв’язною.

Визначено залежнiсть мiж гладкiстю
правих частин початкових умов та складом
векторiв, утворених з коефiцiєнтiв системи
диференцiальних рiвнянь (1).

За допомогою метричного пiдходу дове-
дено теоретико-числовi нерiвностi для ма-
лих знаменникiв, якi характернi для задачi
Кошi.
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