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НОРМАЛЬНI КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ ПIВЛIНIЙНИХ ПАРАБОЛIЧНИХ
СИСТЕМ У ВАГОВИХ ПРОСТОРАХ УЗАГАЛЬНЕНИХ ФУНКЦIЙ

Встановлено розв’язнiсть у вагових просторах узагальнених функцiй нормальних лiнiй-
них параболiчних крайових задач. Знайдено достатнi умови розв’язностi нормальних кра-
йових задач для пiвлiнiйних параболiчних систем диференцiальних рiвнянь з крайовими та
початковими даними iз вагових просторiв узагальнених функцiй.

The solvability of the normal linear parabolic boundary value problems in weight spaces of
the generalized functions and the sufficient conditions of the solvability of the normal boundary
value problems for semi-linear parabolic systems of the differential equations with boundary and
initial dates from the weight spaces of the generalized functions are obtained.

У працях М.В. Житарашу та С.Д. Iваси-
шена [1–4] вивчено лiнiйнi параболiчнi кра-
йовi задачi в просторах узагальнених фун-
кцiй Соболєва, Гельдера та з правими ча-
стинами iз сильними степеневими особливо-
стями в окремих точках.

Точнi оцiнки розв’язкiв загальних лiнiй-
них параболiчних крайових задач у про-
сторах функцiй iз слабими особливостями
при t = 0 одержанi В.О. Солонниковим
та В.Г. Хачатряном [5]. Характер особли-
востей розв’язкiв нормальних лiнiйних па-
раболiчних крайових задач при заданих у
правих частинах функцiях iз сильними сте-
пеневими особливостями в окремих точках
встановлено в [6].

У цiй статтi результат з [6] поширено на
випадок правих частин iз вагових просто-
рiв узагальнених функцiй, що як окремi ви-
падки мiстять функцiї iз сильними степене-
вими особливостями в окремих точках або
на всiй межi областi, а результати [7, 8] про
достатнi умови розв’язностi крайових задач
для пiвлiнiйних систем iз заданими на межi
областi функцiями з просторiв узагальнених
функцiй типу D′ поширено на випадок кра-
йових та початкових даних iз вагових про-
сторiв узагальнених функцiй.

1. Основнi позначення та функцiйнi
простори. Нехай Nr = {1, ..., r}, N0

r = Nr ∪

{0}, Ω0 – область в Rn, обмежена замкненою
поверхнею Ω1 iз класу C∞,

Qi = Ωi × (0, T ], i ∈ N0
1, Q2 = Ω0,

L(x, t, D) = Dt − A,

A =
∑

|α|≤2b

aα(x, t)Dα
x ,

Bj(x, t, Dx) =
∑
|α|≤rj

bjα(x, t)Dα
x , j ∈ Nm,

m = bp, aα(x, t) – квадратнi p × p матрицi з
елементами aνµ

α ∈ C∞(Q0), α = (α1, . . . , αn) –
мультиiндекс, Dt = ∂

∂t
, Dα

x = ∂|α|
∂x

α1
1 ···∂xαn

n
=(

∂
∂x1

)α1 · · · ( ∂
∂xn

)αn , |α| = α1 + · · ·+ αn,
bjα(x, t) – рядки довжини p з елементами iз
C∞(Q1), j ∈ Nm, L – рiвномiрно параболi-
чний за Петровським матричний диферен-
цiальний вираз.

Матрицею Дiрiхле порядку 2b називає-
ться [4, c. 178] матриця крайових диференцi-
альних виразiв, яку переставлянням рядкiв
можна звести до вигляду

(B0(x, t, Dx), . . . ,B2b−1(x, t, Dx))
T ,

де Bj(x, t, Dx) ≡
∑
|α|≤j

djα(x, t)Dα
x , djα(x, t) –

квадратнi p× p матрицi, i при цьому

detBj0(x, t, ν) = det
∑
|α|=j

djα(x, t)να 6= 0

для довiльних (x, t) ∈ Q1, де ν = ν(x, t)– орт
внутрiшньої нормалi до Q1 в точцi (x, t).
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Система крайових диференцiальних ви-
разiв {Bj}m

j=1 називається нормальною [3],
якщо матрицю B = (B1, . . . , Bm)T можна до-
повнити новими рядками до матрицi Дiрiхле
порядку 2b.

Вважатимемо, що система {Bj}m
j=1 рiвно-

мiрно накриває L [4, c. 15], а також є нор-
мальною.

Розглядаємо нормальну параболiчну кра-
йову задачу [3]

L(x, t, D)u = F0(x, t), (x, t) ∈ Q0, (1)

Bj(x, t, Dx)u(x, t) = Fj(x, t), (x, t) ∈ Q1,

j ∈ Nm, (2)

u |t=0 = Fm+1(x), x ∈ Ω0. (3)

Згiдно з [3], iснують такi крайовi дифе-
ренцiальнi вирази B∗

j , Cj, C∗
j , j ∈ Nm, вiдпо-

вiдно порядкiв r∗j ,mj,m
∗
j , причому rj +m∗

j =
mj + r∗j = 2b− 1, що є правильною формула
Грiна

∫
Q0

[vT Lu− (L∗v)T u]dxdt+

+
m∑

j=1

∫
Q1

[C∗
j vBju−B∗

j vCju]dxdt+

+
∫
Ω0

[vT (x, 0)u(x, 0)− vT (x, T )u(x, T )]dx = 0,

{u, v} ⊂ C∞(Q0),

де L∗ = −Dt − A∗, A∗ – формально спряже-
ний до A диференцiальний вираз.

Використовуємо такi функцiйнi просто-
ри:

Ck,(0)(Qi) = {ϕ ∈ Ck(Qi) : Dj
tϕ |t=T = 0,

0 ≤ j ≤ [ k
2b

]} [4, c. 8],

D0(Qi) = C∞,(0)(Qi), i ∈ N0
1,

D0(Q2) = D(Q2).

С.Д. Iвасишеним [4] побудовано матрицю
Грiна

G(x, t, y, τ) =
(
G0(x, t, y, τ), . . . , Gm(x, t, y, τ)

)

задачi (1)–(3) таку, що для гладких Fj =
fj, j ∈ N0

m+1, якi задовольняють умови уз-
годження, розв’язок задачi (1)–(3) має виг-
ляд [3]

u(x, t) =
t∫

0

dτ
∫
Ω0

G0(x, t, y, τ)f0(y, τ)dy+

+
m∑

j=1

t∫
0

dτ
∫
Ω1

Gj(x, t, y, τ)fj(y, τ)dy+

∫
Ω0

G0(x, t, y, 0)fm+1(y)dy, (x, t) ∈ Q0,

вивчено властивостi iнтегральних операто-
рiв Грiна

Gjϕ =
t∫

0

dτ
∫
Ωj

Gj(·, ∗, y, τ)ϕ(y, τ)dy, j ∈ N0
m,

Gm+1ϕ =
∫
Ω0

G0(·, ∗, y, 0)ϕ(y)dy,

спряжених операторiв Грiна

G∗j ϕ =
T∫
τ

dt
∫
Ω0

G′
j(x, t, ·, ∗)ϕ(x, t)dx, j ∈ N0

m,

G∗m+1ϕ =
T∫
0

dt
∫
Ω0

G′
0(x, t, ·, 0)ϕ(x, t)dx

на гельдерових просторах вектор-функцiй ϕ
[4, с. 8]; доведено теорему про iснування та
єдинiсть розв’язку задачi (1)–(3) у гельдеро-
вих просторах узагальнених функцiй, одер-
жано зображення його за допомогою матри-
цi Грiна.

Користуватимемося такими позначення-
ми iз [4, 9]:

P = (x, t), P0 = (x0, t0), M = (y, τ),
d(P,M) = |PM | = (|x− y|2 + |t− τ | 1b )

1
2 ,

Ec(t, z) = exp{−cz2b/(2b−1)t−1(2b−1)},
(i) = 0 при i ∈ N0

m+1,
(i) = 1 при i ∈ Nm,
r0 = rm+1 = 2b,
α = (α0, α), |α| = 2bα0 + |α|,

а також ще такими позначеннями:
αi = α для i ∈ N0

m, αm+1 = α;
[k] – цiла частина числа k;
|g|p = |g1|+ · · ·+ |gp| для g = (g1, . . . , gp);

%(P, P0) – нескiнченно диференцiйовна
функцiя в Q0, додатна в Q0 \ {P0}, яка до-
рiвнює нулю в точцi P0 ∈ Q0, має порядок
d(P, P0) при d(P, P0) → 0 та %(P, P0) ≤ 1,
P ∈ Q0;

%0(x) – нескiнченно диференцiйовна фун-
кцiя на Ω0, додатна в Ω0, яка дорiвнює нулю
на Ω1 та має порядок вiдстанi d(x) вiд точки
x ∈ Ω0 до Ω1 при d(x) → 0, %0(x) ≤ 1, x ∈ Ω0;
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%1(t) – нескiнченно диференцiйовна фун-
кцiя на [0, T ], додатна при t > 0, яка має
порядок t при t → 0, %1(t) ≤ 1, t ∈ [0, T ];

%(x, t) – нескiнченно диференцiйовна
функцiя на Q0, додатна в Q0, яка дорiв-
нює нулю на Q1 ∪ Ω0, має порядок d(x) при
d(x) → 0 та d(x) ≤ t1/(2b), порядок t1/(2b) при
t → 0 та t1/(2b) ≤ d(x), %(x, t) ≤ 1 для всiх
x ∈ Ω0, t ∈ [0, T ].

Вводимо такi функцiйнi простори:

Zk(Qi, P0) = {ϕ ∈ D0(Qi \ P0) :

%|αi|−k(·, P0)D
αiϕ ∈ C(Qi) ∀αi} при P0 ∈

Qi, k ∈ R;
Zk(Qi, P0) = {ϕ ∈ D0(Qi \ P0) ∩ C [k](Qi) :

%|αi|−k(·, P0)D
αiϕ ∈ C(Qi) ∀|αi| ≥ k}, k > 0;

Zk(Qi, P0) = Zk(Qi, P0) при k ≤ 0, i ∈ N0
2;

Zk(Ω0) = {ϕ ∈ C∞(Ω0) :

%
|α|−k
0 Dαϕ ∈ C(Ω0) ∀α}, k ∈ R;

Zk(Ω0) = {ϕ ∈ C∞(Ω0) ∩ C [k](Ω0) :

%
|α|−k
0 Dαϕ ∈ C(Ω0) ∀|α| ≥ k}, k ≥ 0;

Zk(Ω0) = Zk(Ω0), k ≤ 0;

Zk(Q0) = {ϕ ∈ C∞,(0)(Q0) :

%|α|−kDαϕ ∈ C(Q0) ∀a}, k ∈ R;
Zk,r(Q0) = {ϕ ∈ C∞,(0)(Q0) ∩ Ck(Q0)∩

Cr(Q1) : %|α|−kDαϕ ∈ C(Q0), %
(2bα0−r)/(2b)
1 ×

×Dαϕ ∈ C(Q1) ∀|α| ≥ k, 2bα0 ≥ r},
k ≥ 0, r ≥ 0;

Zk(Q0) = Zk,k(Q0);

Zr(Q1) = {ϕ ∈ C∞,(0)(Q1) :

%
(2bα0−r)/(2b)
1 Dαϕ ∈ C(Q1) ∀α}, r ∈ R;

Zr(Q1) = {ϕ ∈ C∞,(0)(Q1) ∩ Cr(Q1) :

%
(2bα0−r)/(2b)
1 Dαϕ ∈ C(Q1) ∀|α| ≥ r}, r ≥ 0.

Скажемо, що ϕν → 0 при ν → ∞ в
Zk(Q0, P0), якщо для довiльного мультиiн-
дексу α послiдовнiсть ϕαν = %|α|−kDαϕν збi-
гається до нуля при ν →∞ рiвномiрно в Q0;

ϕν → 0 при ν → ∞ в Zk(Q0, P0), якщо
для |α| ≤ [k] послiдовнiсть Dαϕν , а для |α| ≥
k послiдовнiсть ϕαν збiгається до нуля при
ν →∞ рiвномiрно в Q0.

Подiбно визначається збiжнiсть в iнших
просторах.

Нехай V ′ – простiр лiнiйних неперерв-

них функцiоналiв на V , (ϕ, F )i =
p∑

j=1

(ϕj, Fj)i

– значення F = (F1, . . . , Fp) ∈ V ′(Qi) на
основнiй вектор-функцiї ϕ = (ϕ1, . . . , ϕp) ∈
V (Qi), i ∈ N0

2.
Функцiї з просторiв Zk, Zk та Z ′

k, Z ′
k

мають спiльнi властивостi, подiбнi до [6],
зокрема,

Zk2 ⊂ Zk1 (=> Z ′
k1
⊂ Z ′

k2
) для k2 > k1;

(Ck)′ ⊂ Z ′
k, Z ′

−k ⊂ D0′ при k > 0;
якщо f ∈ Z−k, то f – регулярна узагаль-

нена функцiя з Z ′
k;

при gα ∈ L1, |α| ≤ r

g =
∑
|α|≤r

Dα(%α−kgα) ∈ Z ′
k,

g =
∑
|α|≤k

Dαgα +
∑

k<|α|≤r

Dα(%α−kgα) ∈ Z ′
k.

Як при доведеннi теореми про структуру
узагальненої функцiї в [10, c. 151], доводи-
ться така лема.

Лема 1. Якщо P0 ∈ Qj, F – лiнiй-
ний функцiонал на Zk(Qj, P0) (вiдповiдно
Zk(Qj, P0)), j ∈ N0

2, то F ∈ Z ′
k(Qj, P0) (вiд-

повiдно Z ′
k(Qj, P0)) тодi й тiльки тодi, ко-

ли

|(ϕ, F )j| ≤ ckj max
M∈Qj

max
|a|≤l

%|α|−k(M, P0)×

×|Dαϕ(M)|p ∀ϕ ∈ Zk(Qj, P0) (4)

(|(ϕ, F )j| ≤ ckj max
M∈Qj

max
|a|≤l

|Dαϕ(M)|p
1 + %k−|α|(M,P0)

∀ϕ ∈ Zk(Qj, P0)), (5)

де l– деяке цiле невiд’ємне число, ckj – не-
вiд’ємнi сталi, j ∈ N0

2.
Якщо F – лiнiйний функцiонал на

Zk(Qj), j ∈ N0
2, то F ∈ Z ′

k(Qj) тодi й тiль-
ки тодi, коли
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|(ϕ, F )j| ≤ ckj max
x,t∈Q0

max
|a|≤l

|Dαϕ(x, t)|p
1 + ψk,j,α(x, t)

∀ϕ ∈ Zk(Q1), (6)

де ψk,0,α(x, t) = %k−|α|(x, t), ψk,1,α(x, t) =

%
k/(2b)−α0

1 (t), ψk,2,α(x, t) = %
k−|α|
0 (x), l– деяке

цiле невiд’ємне число, ckj – невiд’ємнi ста-
лi, j ∈ N0

2.
Подiбно до [10, c. 152; 11, с. 46], кажемо,

що узагальнена функцiя F , яка задовольняє
(4), (5) чи (6), має порядок сингулярностi
s(F ) ≤ l.

2. Спряженi оператори Грiна на ва-
гових просторах основних функцiй. Є
правильною наступна лема.

Лема 2. При k ≥ 0
1) G∗i : Zk(Q0, P0) → Zk+ri+(i)(Q(i), P0) для

P0 ∈ Q(i), i ∈ N0
m+1;

2) G∗0 : Zk(Q0) → Zk+1−n,k+2b(Q0),
G∗i : Zk(Q0) → Zk+ri+1(Q1), i ∈ Nm;
G∗m+1 : Zk(Q0) → Zk+1−n(Ω0).

Доведення. Використовуємо означення
з [4, c. 16] та оцiнки з [4, c.120]

∣∣Dα
y,τG0ik(x, t, y, τ)

∣∣ ≤

≤ Cd−n−|α|(x, t, y, τ)Ec(t− τ, d(x, t, y, τ)),
∣∣Dα

y,τGjk(x, t, y, τ)
∣∣ ≤

≤ Cd−λj(x, t, y, τ)Ec(t− τ, d(x, t, y, τ)), (7)

де λj = n+2b−rj−(j)+|α|, G0ik, Gjk ({i, k} ⊂
Np) – елементи вiдповiдно матриць G0, Gj,
j ∈ Nm.

Перше твердження леми встановлено в
[6] та може бути одержане iз [12]. Доведемо
друге твердження.

Нехай d0 – додатне мале число. Розгляне-
мо розбиття Qτ

0 = (τ, T ]× Ω0 на
Q1 = {(x, t) ∈ Qτ

0 : d(x) < min{t 1
2b , d0}},

Q2 = {(x, t) ∈ Qτ
0 : t

1
2b < min{d(x), d0}},

Q3 = Qτ
0 \ (Q1 ∪Q2).

Для кожної точки M = (y, τ) ∈ Qτ
0 про-

водимо дослiдження вектор-функцiй

vjα(y, τ) = Dα
∫

Qτ

ϕ(x, t)Gj(x, t, y, τ)dxdt,

j ∈ N0
m+1, при ϕ ∈ Zk(Q0). Як у [6, 13] при

j = 0 та j = m + 1 одержуємо оцiнки

|vjα(y, τ)|p ≤ Cj(1 + %
k+1−n−|α|
0 (y)),

(y, τ) ∈ Q1, де Cj – додатнi сталi. Отже,
якщо ϕ ∈ Zk(Q0), то у випадках j = 0 та
j = m+1 функцiї vjα при |αj| = |α| ≤ k+1−n

та %
|α|+n−1−k
0 vjα при |α| ≥ k +1−n належать

до C(Q
1
).

У випадку j ∈ Nm подiбно (див. також
[12]) одержуємо

|vjα(y, τ)|p ≤ Cj[1 + %k+rj+1−|α|(y, t, y0, t0)],

(y, τ) ∈ Q1, для кожної точки (y0, t0) ∈ Q1,

|vjα(y, τ)|p ≤ Cj[1 + %
(k+rj+1−|α|/(2b)
1 (t)],

(y, τ) ∈ Q1, де Cj – додатнi сталi, звiдки vjα

при |α| ≤ k+rj+1 та %
(2bα0−rj−1−k)/(2b)
1 vjα при

2bα0 ≥ k+rj +1 у випадку j ∈ Nm належать
до C(Q

1
).

Для кожної точки M ∈ Q2 область Q2

розбиваємо на

Q21 = Q21(y, τ) = {(x, t) ∈ Q2 : τ < t < 2τ},
Q22 = Q2 \Q21.

Використовуючи замiну

xi = τ
1
2b ξi, yi = τ

1
2b si, i ∈ Nn,

t = τξn+1, τ = τsn+1,

а при |α| > k + rj + (j) ще й “перекидання”
похiдних на ϕ, як у [6], одержуємо оцiнки

|Dα
∫

Q21

ϕ(x, t)Gj(x, t, y, τ)dxdt|p ≤

≤ C1
j τ

k+rj+(j)−|α|
2b , j ∈ N0

m,

а отже, неперервнiсть в Q
21 функцiй vjα

при |α| ≤ k + rj + (j) та функцiй
%

(2bα0−(k+rj+(j)))/(2b)
1 vjα при 2bα0 ≥ k + rj + 1,

j ∈ N0
m.

При M ∈ Q22 використовуємо оцiнки з
[6], а при M ∈ Q3 – результати з [3].

3. Формулювання лiнiйної крайової
задачi. Теорема iснування та єдиностi.
Зробимо такi припущення:
(Z,P0) при P0 ∈ Q1 F0 ∈ Z ′

q0
(Q0, P0),
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Fj ∈ Z ′
qj

(Q1, P0), j ∈ Nm,
Fm+1 ∈ D′(Ω0), s(Fm+1) ≤ qm+1,

k ≥ k0 = max
0≤j≤m+1

{qj − rj − (j)};

при P0 ∈ Q2 F0 ∈ Z ′
q0

(Q0, P0),
Fj ∈ D0′(Q1) та s(Fj) ≤ qj, j ∈ Nm,
Fm+1 ∈ Z ′

qm+1
(Ω0, P0), k ≥ k0;

(Zpar) F0 ∈ Z ′
q0,q(Q0), Fj ∈ Z ′

qj
(Q(j))

(зокрема, Fj ∈ D0′(Q(j)), s(Fj) ≤ qj),
j ∈ Nm+1, k ≥ k00, де
k00 = max{k0, q − 2b}+ 2b + n− 1.

Нехай
Xk(Q0) = {ψ ∈ Zk+1−n,k+2b(Q0) :

L∗ψ ∈ Zk(Q0), C∗
j ψ ∈ Zk+rj+1(Q1),

B∗
j ψ = 0, j ∈ Nm,

при P0 ∈ Q1

Xk(Q0, P0) = {ψ ∈ Zk+2b(Q0, P0) :
L∗ψ ∈ Zk(Q0, P0), C∗

j ψ ∈ Zk+rj+1(Q1, P0),
B∗

j ψ = 0, j ∈ Nm,

при P0 ∈ Q2

Xk(Q0, P0) = {ψ ∈ Zk+2b(Q0, P0) :
L∗ψ ∈ Zk(Q0, P0), C∗

j ψ ∈ C [k]+rj+1(Q1),
B∗

j ψ = 0, j ∈ Nm.

У [6] доведено, що при k ≥ 0 простiр
Xk(Q0, P0) є непорожним. Подiбно можна
довести, що Xk(Q0) є непорожнiм при k ≥ 0.

Формулювання задачi. За припущен-
ня (Z,P0) (вiдповiдно (Zpar)) розв’язком за-
дачi (1) – (3) називається узагальнена фун-
кцiя u ∈ Z ′

k(Q0, P0) (вiдповiдно u ∈ Z ′
k(Q0)),

яка задовольняє тотожнiсть

(L∗ψ, u)0 = (ψ, F0)0 +
m∑

j=1

(C∗
j ψ, Fj)1+

+(ψ |t=0 , Fm+1)2 ∀ψ ∈ Xk(Q0, P0) (8)

(вiдповiдно ∀ψ ∈ Xk(Q0)).
Теорема 1. За припущення (Z,P0) (вiд-

повiдно (Zpar)) iснує єдиний розв’язок зада-
чi (1)–(3), який виражається формулою

(ϕ, u)0 = (G∗0ϕ, F0)0 +
m∑

j=1

(G∗j ϕ, Fj)1+

+(G∗m+1ϕ, Fm+1)2 ∀ϕ ∈ Zk(Q0, P0) (9)

(вiдповiдно ∀ϕ ∈ Zk(Q0)).

За припущення (Z,P0) теорема доведена
в [6]. Iнший випадок доводиться за тiєю ж
схемою iз використанням леми 2.

4. Достатнi умови розв’язностi кра-
йової задачi для пiвлiнiйної системи.
Розглянемо задачу

L(x, t, Dx)u(x, t) = F0(x, t, ∂ru),

(x, t) ∈ Q0, (10)

Bj(x, t, Dx)u(x, t) = Fj(x, t), (x, t) ∈ Q1,

j ∈ Nm, (11)

u|t=0 = Fm+1(x), x ∈ Ω. (12)

Тут r – цiле число, 0 ≤ r ≤ 2b − 1, ∂ru –
матриця розмiру p×M(r), елементами якої
є вектор-функцiя u та її похiднi до порядку
r, F0(x, t, z)(z = (z(0,...,0), z(1,0,...,0), ..., zα, ...)) –
визначена на Q0 ×Mp×M(r) вектор-функцiя
зi значеннями в Rp, деMp×s – клас матриць
розмiру p× s iз дiйсними коефiцiєнтами.

Вважаємо виконаним одне з припущень:

(Z ′) Fj ∈ Z ′
qj

(Q1), 1 ≤ qj ≤ m,
Fm+1 ∈ Z ′

qm+1
(Ω), k > k′0 + 2b + n− 1,

де k′0 = max
1≤j≤m+1

{qj − rj − (j)};

(Z ′,P0) Fj ∈ Z ′
qj

(Q1, P0), P0 ∈ Q1,
1 ≤ j ≤ m, Fm+1 ∈ Z ′

qm+1
(Ω), k ≥ k′0.

Нехай при k ≥ 0

Mp
k,r(Q0) = {v ∈ W r

1,loc(Q0) : ||v||k, r =

=
∑

|γ|≤r

∫

Q0

%k+|γ|(x, t)|Dγv(x, t)|pdxdt < +∞},

Mp
k,r(Q0, P0) = {v ∈ W r

1,loc(Q0) : ||v||k,r,P0 =

=
∑

|γ|≤r

∫

Q0

%k+|γ|(P, P0)|Dγv(P )|pdxdt < +∞},

де
W r

1,loc(Q0) = {v ∈ W1,loc(Q0) :

Dγv ∈ W1,loc(Q0) ∀|γ| ≤ r}.
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Формулювання задачi. За припущен-
ня (Z ′) (вiдповiдно (Z ′,P0)) розв’язком зада-
чi (10)–(12) називається узагальнена вектор-
функцiя u ∈ Mp

k,r(Q0) (вiдповiдно u ∈
Mp

k,r(Q0, P0)), яка задовольняє умову
∫
Q0

(L∗ψ)T · u dxdt =

=
∫
Q0

ψT (x, t)F0(x, t, ∂ru(x, t)) dxdt+

+
m∑

j=1

(C∗
j ψ, Fj)1 + (ψ(·, 0), Fm+1(·))2

∀ψ ∈ Xk(Q0) (∀ψ ∈ Xk(Q0, P0)).

Введемо позначення

gj(x, t) = (Gj(x, t, ·, ∗), Fj(·, ∗))1, j ∈ Nm,

gm+1(x, t) = (G0(x, t, ·, 0), Fm+1(·))2,

h(x, t) =
m+1∑
j=1

gj(x, t), (x, t) ∈ Q0.

Лема 3. За припущення (Z ′) h ∈
Mp

k,r(Q0). За припущення (Z ′,P0) h ∈
Mp

k,r(Q0, P0).
Доведення. Використовуємо лему 1. У

випадку Fj ∈ Z ′
qj

(Q1, P0), j ∈ Nm, за лемою
1 для довiльної ϕ ∈ Zqj

(Q1, P0)

|(ϕ, Fj)1| ≤ ckj max
M∈Q1

max
|a|≤lj

|Dαϕ(M)|p
1 + %qj−|α|(M, P0)

,

де lj– деякi цiлi невiд’ємнi числа. Тодi
∫

Q0

%k(x, t, P0)|gj(x, t)|pdxdt ≤

≤ ckj max
(y,τ)∈Q1

max
|a|≤lj

∫

Q0

%k(x, t, P0)

1 + %qj−|α|(y, τ, P0)
×

×|DαGj(x, t, y, τ)|pdxdt,

j ∈ Nm. Як у [12], знаходимо оцiнки
∫
Q0

%k(x, t, P0)|gj(x, t)|pdxdt ≤
≤ bkj max

(y,τ)∈Q1

max
|a|≤lj

[1 + %k+rj+(j)−|α|(y, τ, P0)],

коли lj ≤ qj,∫
Q0

%k(x, t, P0)|gj(x, t)|pdxdt ≤

≤ bkj max
(y,τ)∈Q1

[1 + %k+rj+(j)−qj(y, τ, P0)],

коли lj ≥ qj, j ∈ Nm+1, i цi числа є скiнчен-
ними при k ≥ k′0.

У випадку Fj ∈ Z ′
qj

(Q1), j ∈ Nm+1, також
враховуючи лему 1 (оцiнки (6)), знаходимо,
що

∫
Q0

%k(x, t)|gj(x, t)|pdxdt ≤
≤ ckj max

(y,τ)∈Q1

max
|a|≤lj

[1 + %k+rj+(j)+1−n−2b−l0j(y, τ)],

де l0j = min{lj, qj}, j ∈ Nm+1, i цi числа є
скiнченними при k ≥ k′0 + 2b + n − 1. Такi
самi оцiнки одержуємо для

∫
Q0

%k+|γ|(x, t)|Dγgj(x, t)|pdxdt, |γ| ≤ r.

Зауваження. Замiсть числа k′0 можна
брати число

max
1≤j≤m+1

{min{qj, lj} − rj − (j)},

якщо вiдомо, що s(Fj) ≤ lj, j ∈ Nm+1.

Нехай
Mp

k,r,C(Q0) = {v ∈ Mp
k,r(Q0) : ||v||k,r ≤ C},

Mp
k,r,C(Q0, P0) =

{v ∈ Mp
k,r(Q0, P0) : ||v||k,r,P0 ≤ C}.

Це кулi вiдповiдно в Mp
k,r(Q0), Mp

k,r(Q0, P0).

Теорема 2. Нехай виконуються при-
пущення (Z ′) (вiдповiдно (Z ′,P0)), iснує
додатна стала K0 така, що для всiх
C > K0, {v, w} ⊂ Mp

k,r,C(Q0) ({v, w} ⊂
Mp

k,r,C(Q0, P0))

∫
Q0

|F0(y, τ, ∂rv(y, τ))|p dydτ ≤ ω(C),
∫
Q0

|F0(y, τ, ∂rv(y, τ))−
−F0(y, τ, ∂rw(y, τ))|pdydτ ≤ ω̂C(||v − w||k, r),(∫

Q0

|F0(y, τ, ∂rv(y, τ))−

−F0(y, τ, ∂rw(y, τ))|pdydτ ≤ ω̂C(||v − w||k,r,P0)
)
,

де ω(z) i ω̂C(z) (z ∈ [0, +∞)) – неперерв-
нi монотонно неспаднi функцiї, додатнi на
(0, +∞) i такi, що ω(z)

z
→ 0 при z → +∞,
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ω̂C(0) = 0. Тодi iснує розв’язок u ∈ Mp
k,r(Q0)

(u ∈ Mp
k,r(Q0, P0)) задачi (10) – (12).

Доведення. Згiдно з лемою 3
h ∈ Mp

k,l(Q0) за припущення (Z ′),
h ∈ Mp

k,l(Q0, P0) за припущення (Z ′,P0).
Як у [7], доводимо, що розв’язок у про-

сторi Mp
k,r(Q0) (вiдповiдно Mp

k,r(Q0, P0)) си-
стеми iнтегро-диференцiальних рiвнянь

u = Hu + h, (13)

де (Hv)(x, t) =

=
t∫

0

dτ
∫
Ω

G0(x, t, y, τ)F0(y, τ, ∂rv(y, τ))dy,

є розв’язком задачi (10)–(12) за припущення
(Z ′) (вiдповiдно (Z ′,P0)).

На Mp
k,r,C(Q0) (вiдповiдно Mp

k,r,C(Q0, P0))
визначено оператор H1 : H1v = Hv + h,
v ∈ Mp

k,r,C(Q) (v ∈ Mp
k,r,C(Q0, P0)).

Як у [7, 8], показуємо, що за умов теоре-
ми оператор H1 задовольняє умови принци-
пу Шаудера.

Теорема 3. Нехай

|F0(x, t, z)|p ≤
r∑

s=0

As

∑
|γ|=s

|zγ|η̂s
p + A,

(x, t) ∈ Q0, z ∈Mp×M(r),

|F0(x, t, z1)− F0(x, t, z2)|p ≤

≤ B

l∑
s=0

∑

|γ|=s

|z1
γ − z2

γ|η̂s
p , (x, t) ∈ Q0, (14)

{z1, z2} ⊂ Mp×M(r), η̂s ∈ (0, 1), As, A, B ≥ 0.

За припущення (Z ′) при

k′0 + 2b + n− 1 < η0, (15)

k′0 + 2b + n− 1 < k < η0, (16)

де η0 = min
s: As 6=0
0≤s≤r

{−s− 1 + 1
η̂s
},

iснує розв’язок u ∈ Mp
k,r(Q) задачi (10) –

(12). За припущення (Z ′,P0) при

k′0 < k1 = min
s: As 6=0
0≤s≤r

{−s + (n + 2b)(
1

η̂s

− 1)}, (17)

k′0 < k < k1, (18)

iснує розв’язок u ∈ Mp
k,r(Q0, P0) задачi (10)

– (12).
Доведення. Використовуючи нерiвнiсть

Гельдера, показуємо, що функцiя F0 задо-
вольняє умови теореми 2. Справдi, за при-
пущення (Z ′) маємо∫

Q0

|F0(y, τ, ∂rv(y, τ))|p dydτ ≤

≤
r∑

s=0

As

∑
|γ|=s

∫
Q0

%−(k+s)η̂s [%k+s|Dγv|p]η̂sdxdt+

+A|Q0| ≤
r∑

s=0

Asdk,s||v||η̂s

k,r + A|Q0|,

де |Q0| – мiра Q0,

dk,s = [
∫
Q0

%−
(k+s)η̂s
1−η̂s (x, t)dxdt]1−η̂s .

При k < η0 iнтеграли dk,s збiгаються, то-
му при v ∈ Mp

k,r,C(Q) матимемо
∫
Q0

|F0(y, τ, ∂rv(y, τ))|p dydτ ≤
r∑

s=0

ÂsC
η̂s+

+A|Q0|,
де Âs = Asdk,s.

При η̂s ∈ (0, 1), 0 ≤ s ≤ r, функцiя ω(t) =
r∑

s=0

Âst
η̂s +A|Q0| задовольняє умови теореми

2 щодо ω.
Так само за тих же припущень доводимо

виконання другої умови теореми 2 з функцi-

єю ω̂C(z) = ω̂(z) = B
r∑

s=0

dk,sz
η̂s .

За припущення (Z ′,P0) одержуємо подi-
бну оцiнку, де замiсть dk,s є iнтеграли

dk,s,P0 =

[∫

Q0

%−
(k+s)η̂s
1−η̂s (x, t, P0)dxdt

]1−η̂s

,

збiжнi при k < k1.

Зауваження. При η̂s ∈ (0, 1/(s + n− 1 +
2b−r̂), s ∈ N0

r, де r̂ = min
1≤j≤m

rj, умова (15) мо-

же виконуватись для всiх qj ≥ 0, j ∈ Nm+1.
При η̂s ∈ (0, (n+2b)/(n+2n+s−r̂−1)), s ∈

N0
r, за припущення (Z,P0) умова (17) може

виконуватись для всiх qj ≥ 0, j ∈ Nm+1, а
при η̂s ∈ (0, (n + 2b)/(n + 2b + s)), s ∈ N0

r –
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для k′0 ≥ 0 (зокрема, qj ≥ rj + 1, j ∈ Nm,
qm+1 ≥ rm+1 = 2b).

Окремий випадок:

F0(x, t, z) = f0(x, t, z) + F (x, t),

F ∈ C(Q0) ∩ L1(Q0),

|f0(x, t, z)|p ≤ A0|z|η̂0 , (x, t) ∈ Q, z ∈ R,

|f0(x, t, z1)− f0(x, t, z2)|p ≤
B|z1 − z2|η̂0 , (x, t) ∈ Q,

z1, z2 ∈ R, A0, B ≥ 0.

З теореми 3 випливає, що: за припущення
(Z ′) при

k′0 <
1

η̂0

− n− 2b,

k′0 + 2b + n− 1 < k <
1

η̂0

− 1

iснує розв’язок u ∈ Mp
k,0(Q) задачi (10) – (12)

i при η̂0 ∈ (0, 1
n−1+2b−r̂

), цi умови можуть ви-
конуватись для всiх qj ≥ 0, j ∈ Nm+1;

за припущення (Z ′,P0) при

k′0 < (n + 2b)( 1
η̂0
− 1),

k′0 < k < (n + 2b)( 1
η̂0
− 1)

iснує розв’язок u ∈ Mp
k,0(Q0, P0) задачi (10)

– (12) i при довiльних η̂s ∈ (0, 1), s ∈ N0
r, цi

умови можуть виконуватись для k′0 ≥ 0.
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