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АНАЛIТИЧНА МОДЕЛЬ УЗАГАЛЬНЕНОГО ДИФУЗIЙНОГО ПРОЦЕСУ
З МЕМБРАНОЮ, РОЗТАШОВАНОЮ НА КРИВIЙ ПОВЕРХНI

За допомогою методу класичної теорiї потенцiалу побудовано iнтегральне зображення
пiвгрупи операторiв, що описує багатовимiрний процес дифузiї, для якого локальнi характе-
ристики руху (вектор переносу та матриця дифузiї) iснують лише як узагальненi функцiї
типу похiдної вiд мiри, зосередженої на фiксованiй гiперповерхнi, де розташована мембрана.

An integral representation of an operator semigroup that describes a multidimensional di-
ffusion process is constructed using classical potential theory methods. Local characteristics of the
diffusion process (vector of transposition and diffusion matrix) exist only as generalized functions
like derivative of a measure that is concentrated on a fixed hyperplane where the membrane is
located.

Стаття присвячена знаходженню форму-
ли для пiвгрупи операторiв, що породжу-
ють неперервний феллерiвський процес у
скiнченновимiрному евклiдовому просторi,
який виникає як результат склеювання двох
звичайних дифузiйних процесiв на гiперпо-
верхнi, де розташована мембрана. При цьо-
му розглядається випадок, коли середовище
(за своїми дифузiйними характеристиками)
є однорiдним, а поведiнка процесу пiсля йо-
го потрапляння на поверхню, де розташова-
на мембрана, описується умовою спряження
типу Вентцеля [1], до якої входять члени,
що вiдповiдають за такi продовження про-
цесу, як часткове вiдбиття, а також дифузiю
i перенос уздовж мембрани. Розв’язання цi-
єї задачi за деяких умов щодо її вихiдних
даних отримано нами аналiтичним методом
з використанням параболiчних потенцiалiв,
побудованих за допомогою звичайного фун-
даментального розв’язку рiвномiрно парабо-
лiчного оператора. Доводиться також, що
побудований пароцес можна трактувати як
узагальнену дифузiю в розумiннi М.I. Пор-
тенка [2].

Нагадаємо [2, 3], що при аналiтичному
пiдходi до дослiдження сформульованої про-
блеми питання iснування шуканої пiвгру-
пи практично зводиться до розв’язування
вiдповiдної задачi спряження для лiнiйного

параболiчного рiвняння другого порядку, в
якiй одна iз двох умов спряження, як i рiв-
няння в областi, описується лiнiйним дифе-
ренцiальним оператором другого порядку. В
розглядуваному нами випадку умова спря-
ження типу Вентцеля задається рiвномiрно
елiптичним оператором другого порядку за
дотичними змiнними, до якої входять також
похiднi в напрямку нормалi до межi областi.
Дана задача характерна тим, що для неї не
виконується так звана умова сумiсного на-
кривання [4]. А це означає, що ця задача
не вкладається в клас початково-крайових
задач для параболiчних рiвнянь i систем,
для яких побудована загальна теорiя [4–10].
Вiдзначимо, що ранiше частковий випадок
подiбної задачi вивчався аналiтичним мето-
дом в [11], де в iнтегральному зображен-
нi для шуканої пiвгрупи було використано
конструкцiю спецiального параболiчного по-
тенцiалу простого шару. Крiм цього, пара-
болiчний варiант початково-крайової зада-
чi Вентцеля з другими похiдними за доти-
чними змiнними в крайовiй умовi розглядав-
ся також у працi [12] i дослiджувався там
у класах Гельдера локальним методом. Ми
вiдзначаємо також працi [13–15], де пробле-
ма побудови узагальненої дифузiї вивчалася
з використанням iмовiрнiсних методiв.

У статтi використовуються такi позна-
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чення: Rd – d-вимiрний евклiдiв простiр,
d ≥ 2, ; x = (x1, . . . , xd) – точка в Rd,
x′ = (x1, . . . , xd−1) – точка в Rd−1 (через
x′ iнодi позначається також точка вигля-

ду (x1, . . . , xd−1, 0); (x, y) =
d∑

i=1

xiyi, якщо

{x, y} ⊂ Rd; (x′, y′) =
d−1∑
i=1

xiyi, якщо {x′, y′} ⊂
Rd−1; S – задана гладка гiперповерхня, яка
роздiляє Rd на двi областi – внутрiшню D1

i зовнiшню D2, так що Rd = D1 ∪ S ∪ D2;
ν(x) = (νi(x))d

i=1 – орт нормалi до поверхнi
S у точцi x, направлений в середину областi
D2; (t, x) = (t, x1, . . . , xd) – точка в Rd+1; T –
фiксоване додатне число; Rd+1

∞ = (0,∞)×Rd,
Rd
∞ = (0,∞) × Rd−1, Rd+1

T = (0, T ) × Rd,
Rd

T = (0, T ) × Rd−1, Ω(m) = (0,∞) × Dm,
Ω

(m)
T = (0, T ) × Dm, m ∈ {1, 2}, – областi в
Rd+1; Σ = [0,∞)×S i ΣT = [0, T ]×S – бiчна
межа областей Ω(m) i Ω

(m)
T вiдповiдно; Σ0 =

{(t, x) : t = 0, x ∈ S}; Q – замикання множи-
ни Q; D1

t = Dt ≡ ∂
∂t
, Di ≡ ∂

∂xi
, Dij ≡ ∂2

∂xi∂xi
,

{i, j} ⊂ {1, . . . , d}, – операцiї диференцiюва-
ння; Dr

t i Dp
x – символи вiдповiдно частинної

похiдної за t порядку r i будь-якої частин-
ної похiдної за x порядку p, де r i p – цi-
лi невiд’ємнi числа; ∇ = (D1, . . . , Dd), ∇′ =
(D1, . . . , Dd−1) – “просторовi” градiєнти; δk

i –
символ Кронекера: δk

i = 1, якщо i = k та
δk
i = 0, якщо i 6= k; δi – дотичний дифе-
ренцiальний оператор першого порядку на
S, тобто δi =

∑d
k=1 τikDk, де τik = δk

i − νiνk,
i ∈ {1, . . . , d}; 4x̃

xf(·, x) ≡ f(·, x) − f(·, x̃),

4t̃
tf(t, ·) ≡ f(t, ·) − f(t̃, ·); B(Rd) – банахiв

простiр обмежених i вимiрних функцiй ϕ з
нормою ‖ϕ‖ = sup

x∈Rd

|ϕ(x)|; C l(D)
(
C l(D)

)
, l ∈

{0, 1, 2}, (
C0(D) ≡ C(D), C0(D) ≡ C(D)

)
–

сукупнiсть неперервних в D (в D) функ-
цiй, що мають неперервнi в D (в D) по-
хiднi Dp

x, p ≤ l, де D – пiдмножина Rd;
C(Ω)

(
C(Ω)

)
– сукупнiсть неперервних в Ω

(в Ω) функцiй, де Ω – пiдмножина з обла-
стi Rd+1

∞ ; C1,2(Ω)
(
C1,2(Ω)

)
– сукупнiсть не-

перервних в Ω (в Ω) функцiй, що мають не-
перервнi в Ω (в Ω) похiднi Dr

t , Dp
x, r = 1, p ≤

2; H l+λ(D) та H(l+λ)/2, l+λ(Ω), l ∈ {0, 1, 2},

λ ∈ (0, 1), – простори гельдерових функцiй з
нормами ||ϕ||Hl+λ(D) та ||ϕ||H(l+λ)/2, l+λ(D) вiд-
повiдно [7, гл. I, §1]; H

0

(l+λ)/2, l+λ(ΣT ) – пiд-

множина функцiй з H(l+λ)/2, l+λ(ΣT ), якi ра-
зом зi своїми допустимими похiдними за t
перетворюються в нуль при t = 0. Всюди
нижче C, c – додатнi сталi, конкретнi вели-
чини яких нас переважно цiкавити не бу-
дуть. Iншi позначення будуть пояснюватися
там, де вони вперше з’являться.

1. Припустимо, що на Rd, d ≥ 2, заданий
диференцiальний оператор другого порядку
L:

Lϕ(x) =
1

2

d∑
i,j=1

bij(x)Dijϕ(x)+
d∑

i=1

ai(x)Diϕ(x),

(1)
де bij(x) та ai(x) – дiйснi обмеженi непе-
рервнi функцiї на Rd i матриця (bij(x)) –
симетрична та невiд’ємно визначена. У те-
орiї марковських процесiв оператор L нази-
вається твiрним диференцiальним операто-
ром дифузiйного процесу [3] (вiн є звуже-
нням iнфiнiтезимального та характеристи-
чного операторiв). Матриця b(x) = (bij(x))
i вектор a(x) = ai(x) називаються, вiдпо-
вiдно, матрицею дифузiї i вектором перено-
су. Добре вiдомо [2, 3], що якщо дифузiйнi
коефiцiєнти (bij(x)) та ai(x) задовольняють
умови

A1) C1|Θ|2 ≤ (b(x)Θ, Θ) ≤ C2|Θ|2, C1, C2 > 0,

{x, Θ} ⊂ Rd;

A2) {bij, ai} ⊂ Hλ(Rd), λ ∈ (0, 1),

то дифузiйний процес, що вiдповiдає опера-
тору L, має густину ймовiрностей переходу
g(t, x, y), t > 0, x, y ∈ Rd, яка збiгається з
фундаментальним розв’язком (ф.р.) рiвно-
мiрно параболiчного оператора Dt − L [2, 3,
5, 7, 8]. Це означає, що функцiя g(t, x, y) не-
перервна за сукупнiстю змiнних, неперервно
диференцiйовна за t, двiчi неперервно дифе-
ренцiйовна за x, як функцiя аргументiв (t, x)
при фiксованому y ∈ Rd задовольняє рiвня-
ння (Dt − L)g = 0 в областi (t, x) ∈ Rd+1

∞ , а
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також початкову умову

lim
t↓0

∫

Rd

g(t, x, y)ϕ(y)dy = ϕ(x),

якими б не були x ∈ Rd та функцiя ϕ ∈
B(Rd) ∩ C(Rd). Крiм того, ф.р. g можна ви-
разити формулою

g(t, x, y) = g0(t, x, y) + g1(t, x, y), (2)

де

g0(t, x, y) = g
(y)
0 (t, x− y) = (2πt)−d/2×

× (det b(y))−
1
2 exp

{−1

2t

(
b−1(y)(y − x), y − x

)}
,

а функцiя g1(t, x, y) записується у виглядi iн-
тегрального оператора з ядром g0 i щiльнi-
стю, яка визначається з деякого iнтеграль-
ного рiвняння. До того ж функцiї g i g1 за-
довольняють нерiвностi

|Dr
t D

p
xg(t, x, y)| ≤ Ct−

d+2r+p
2 e−c

|y−x|2
t , (3)

|Dr
t D

p
xg1(t, x, y)| ≤ Ct−

d+2r+p−λ
2 e−c

|y−x|2
t , (4)

при 2r + p ≤ 2, t ∈ (0, T ], {x, y} ⊂ Rd зi
сталою C, яка може залежати вiд T , але є
скiнченною при скiнченних T . Тут c – деяка
додатна величина.

Що стосується головної частини ф.р. g0,
то, як функцiя аргументiв (t, x), вона не-
скiнченно диференцiйовна при t > 0 i задо-
вольняє нерiвнiсть (5) для будь-яких цiлих
невiд’ємних значень r i p. При цьому фун-
кцiя g

(y)
0 (t, z) та її похiднi за t i z задоволь-

няють умову Гельдера за змiнною y (див.
нерiвнiсть (11.4) в [7, гл. IV]). Ми викори-
стовуватимемо також оцiнки вигляду (13.2)
та (13.3) з [7, гл. IV], якi будуть застосо-
вуватися до рiзниць 4x̃

x(D
r
t D

p
x g(t, x, y)) та

4t̃
t(D

r
t D

p
x g(t, x, y)) вiдповiдно.

Зауваження 1. При встановленнi iсну-
вання класичного розв’язку задачi спряжен-
ня, яку буде сформульовано в п. 2, дово-
диться накладати додатковi обмеження на
старшi коефiцiєнти bij оператора L з (1),
що пов’язано з необхiднiстю диференцiюва-
ти функцiю g за змiнною y. Там ми буде-
мо припускати, що коефiцiєнти оператора L,

замiсть умови A2), задовольняють умову

A2′) bij ∈ H1+λ(Rd), ai ∈ Hλ(Rd),

i ∈ {1, . . . , d}.
У монографiї [5] доводиться, що при ви-
конаннi умов A1), A2′) ф.р. g має похiднi
Dp

xDyg, p ≤ 2, DtDyg, i для них є правиль-
ними такi нерiвностi [7, гл. IV, §16 ]:
∣∣∣Dr

t D
p
x

∂g(t, x, y)

∂yj

∣∣∣ ≤ Ct−(d+2r+p+1)/2e−c|y−x|2/t,

2r + p ≤ 2, j ∈ {1, . . . , d}, (5)
∣∣∣Dp

x

∂g1(t, x, y)

∂yj

∣∣∣ ≤ Ct−(d+p)/2e−c|y−x|2/t,

p ≤ 2. (6)

Вiдомо також [2, 3], що за допомогою ф.р.
g можна визначити вiдповiдну розгляду-
ваному дифузiйному процесу феллерiвську
пiвгрупу операторiв, яку позначимо тут че-
рез T 0

t , t > 0:

T 0
t ϕ(x) =

∫

Rd

g(t, x, y)ϕ(y)dy, ϕ ∈ B(Rd).

(7)
Вiдзначимо, що з точки зору теорiї ди-

ференцiальних рiвнянь функцiя u0(t, x) =
T 0

t ϕ(x), яку ще називають потенцiалом Пу-
ассона, при ϕ ∈ B(Rd) ∩ C(Rd) є єдиним
обмеженим розв’язком задачi Кошi для рiв-
няння (Dt − L)u = 0 з початковою умовою
u(0, x) = ϕ(x), x ∈ Rd, i для неї в кожнiй
областi вигляду (t, x) ∈ (0, T ] × Rd виконує-
ться нерiвнiсть

|Dr
t D

p
xu0(t, x)| ≤ C||ϕ||t− 2r+p

2 , 2r + p ≤ 2.
(8)

Крiм цього, якщо ϕ ∈ H2+λ(Rd), то

u0 ∈ H
2+λ

2
,2+λ(Rd+1

T ).

Нехай в просторi Rd задана гiперповерх-
ня S, яка належить до класу Гельдера H2+λ

i роздiляє цей простiр на двi областi: вну-
трiшню D1 та зовнiшню D2 так, що Rd =
D1 ∪ D2 ∪ S. Припустимо, що на S заданi
неперервнi функцiї βij(x), α

(m)
i (x), {i, j} ⊂

{1, . . . , d}, m ∈ {1, 2}, такi, що β(x)(βij(x)) –
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симетрична та невiд’ємно визначена матри-
ця, а вектори α(m)(x) = α

(m)
i (x) задовольня-

ють умову

qm(x) = (α(m)(x), ν(x)) ≥ 0,

q1(x) + q2(x) 6= 0. (9)

Поставимо задачу про побудову пiвгру-
пи операторiв Tt, t ≥ 0, виходячи з того,
що функцiя Ttϕ(x) = u(t, x, ϕ) = u(t, x),
ϕ ∈ B(Rd)∩C(Rd), є розв’язком такої задачi
спряження:

Dtu(t, x) = Lu(t, x), (t, x) ∈ Ω(m),

m ∈ {1, 2}, (10)
u(0, x) = ϕ(x), x ∈ Rd , (11)
u(t, x−) = u(t, x+), (t, x) ∈ Σ, (12)

L0u(t, x) ≡ 1

2

d∑
i,j=1

βij(x)δiδju(t, x)−

− (α(1)(x),∇u(t, x−))+

+ (α(2)(x),∇u(t, x+)) = 0,

(t, x) ∈ Σ \ Σ0. (13)

Тут через u(t, x−), ∇u(t, x−) i u(t, x+),
∇u(t, x+) позначено недотичнi границi фун-
кцiї u(t, z) i градiєнта ∇u(t, z), коли z на-
ближається до точки x ∈ S з боку D1 та D2

вiдповiдно.
Вiдзначимо, що рiвностi (10)–(13) озна-

чають, що шукана пiвгрупа має вiдповiдати
неперервному процесу Феллера на Rd тако-
му, що в Dm, m ∈ {1, 2}, вiн збiгається з
дифузiйним процесом, керованим операто-
ром L, а його поведiнка в точках межi S ви-
значається окремим випадком умови спря-
ження типу Вентцеля (13). Задачу про по-
будову подiбного класу марковських проце-
сiв ми ще називаємо задачею про склеюва-
ння двох дифузiйних процесiв на гiперпо-
верхнi, де розташована мембрана, властиво-
стi якої описуються умовою спряження ти-
пу Вентцеля. Зауважимо також, що умова
(9), накладена на коефiцiєнти оператора L0,
є наслiдком iмовiрнiсної iнтерпретацiї кра-
йової умови Вентцеля (див. [3, 15]).

Нас буде цiкавити обмежений за просто-
ровою змiнною класичний розв’язок зада-
чi (10)–(13) такий, що функцiя u(t, x) нале-
жить до C1,2(Ω(m)) ∩ C(Rd+1∞ ), m ∈ {1, 2},
для неї в точках t > 0, x ∈ S iснують похi-
днi, якi входять до умови спряження (13), до
того ж δiu, δiδju, {i, j} ⊂ {1, . . . , d}, як i са-
ма функцiя u, при переходi через S змiнюю-
ться неперервно. При цьому тут ми детально
розглянемо лише випадок, коли S – елемен-
тарна поверхня. Це означає, що S = {x ∈
Rd |xd = F (x′)}, D1 = {x ∈ Rd |xd < F (x′)},
D2 = {x ∈ Rd | xd > F (x′)}, де функцiя
F (x′), x′ ∈ Rd−1, задовольняє умову

F ∈ H2+λ(Rd−1).

2. Встановимо класичну розв’язнiсть за-
дачi спряження (10)–(13), припускаючи, що
S – елементарна гiперповерхня з класу
H2+λ, для коефiцiєнтiв оператора L викона-
нi умови A1), A2′), а коефiцiєнти оператора
L0 задовольняють такi умови:

B1) ∃δ0 > 0 ∀x ∈ S ∀θ ∈ Rd, θ⊥ν(x) :

(β(x)θ, θ) ≥ δ0|θ|2;
B2) {βij, α

(m)
i } ⊂ Hλ(S), m ∈ {1, 2},

inf
x∈S

(q1(x) + q2(x)) > 0,

де, нагадаємо, функцiї q1(x) i q2(x) були ви-
значенi в (9).

Крiм цього, будемо вважати, що початко-
ва функцiя ϕ з (11) задовольняє умову

ϕ ∈ H2+λ(Rd), (14)

а також умову узгодження

L0ϕ(x) = 0, x ∈ S. (15)

Теорема 1. Нехай елементарна гiпер-
поверхня S, що задана в Rd, належить до
класу Гельдера H2+λ, для коефiцiєнтiв опе-
раторiв L та L0 виконанi умови A1), A2′)
та B1), B2) вiдповiдно, а функцiя ϕ з (11)
задовольняє умову (14). Тодi при виконаннi
умови (15) задача (10)–(13) має єдиний кла-
сичний розв’язок, для якого справджується
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нерiвнiсть

sup
(t,x)∈Rd+1

T

∣∣u(t, x)
∣∣+

2∑
m=1

d∑
i=1

sup
(t,x)∈Ω

(m)
T

∣∣Diu(t, x)
∣∣+

+
d∑

i,j=1

sup
(t,x)∈ΣT

∣∣δiδju(t, x)
∣∣ ≤ C ||ϕ||H2+λ(Rd) .

(16)

Доведення. Спочатку доведемо iснува-
ння розв’язку задачi (10)–(13). Будемо шу-
кати його у виглядi

u(t, x) = u0(t, x) + u1(t, x), (t, x) ∈ Rd+1
∞ .
(17)

Тут u0(t, x) – потенцiал Пуассона, визначе-
ний за формулою (7), а u1(t, x) – потенцiал
простого шару

u1(t, x) =

t∫

0

dτ

∫

S

g(t− τ, x, y)V (τ, y)dσy,

(18)

де V – невiдома функцiя, яка пiдлягає ви-
значенню.

Припустимо aпрiорi, що шукана функцiя
V є гельдеровою за обома змiнними з по-
казником λ, до того ж V (0, x) = 0. Для її
знаходження використаємо умову спряжен-
ня (13). Перетворимо спочатку (13), видi-
ливши там у виразах, що мiстять похiднi
першого порядку, окремо тангенцiальну та
конормальну складовi. Таке перетворення
легко здiйснити, якщо скористатися спiввiд-
ношеннями

d∑
i=1

α
(1)
i (x)Diu(t, x−) =

d∑
i=1

α
(1)
i (x)δ̃iu(t, x)+

+ γ1(x)
∂u(t, x−)

∂N(x)
, (t, x) ∈ Σ \ Σ0,

d∑
i=1

α
(2)
i (x)Diu(t, x+) =

d∑
i=1

α
(2)
i (x)δ̃iu(t, x)+

+ γ2(x)
∂u(t, x+)

∂N(x)
, (t, x) ∈ Σ \ Σ0, (19)

де δ̃i = Di − νi

(N,ν)

d∑
k=1

NkDk, i ∈ {1, . . . , d}
– дотичний диференцiальний оператор на
S, N(x) = (Ni(x))d

i=1 – вектор конормалi
до поверхнi S в точцi x ∈ S, тобто N(x) =
b(x)ν(x),

γm(x) =
qm(x)

(N(x), ν(x))
, m ∈ {1, 2}, (20)

а ∂u(t,x−)
∂N(x)

та ∂u(t,x+)
∂N(x)

означають похiднi вiд
функцiї u(t, z) за напрямком конормалi в то-
чцi x ∈ S, коли z наближається до x з боку
областi D1 та D2 вiдповiдно, якi розкриваю-
ться за такою формулою [2, гл.II, § 3]:

∂u(t, x∓)

∂N(x)
=

∂u0(t, x)

∂N(x)
+

+

t∫

0

dτ

∫

S

∂g(t− τ, x, y)

∂N(x)
V (τ, y)dσy±

± V (t, x), (t, x) ∈ Σ \ Σ0. (21)

Другий доданок у правiй частинi (21) зве-
ться прямим значенням потенцiалу простого
шару. Його iснування випливає з нерiвностi

∣∣∣∣
∂g(t− τ, x, y)

∂N(x)

∣∣∣∣ ≤ C(t− τ)−
d+1−λ

2 e−c
|x−y|2

t−τ ,

(22)

яка справджується при 0 ≤ τ < t ≤ T ,
{x, y} ⊂ S.

Враховуючи (19) – (21), умову спряження
(13) запишемо у виглядi

L
′
0u ≡

1

2

d∑
i,j=1

β
(0)
ij (x)δiδju +

d∑
i=1

α
(0)
i (x)δ̃iu−

− u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Σ \ Σ0, (23)

де

β
(0)
ij (x) =

√
(N(x), ν(x))

q1(x) + q2(x)
βij(x),

α
(0)
i (x) =

√
(N(x), ν(x))

q1(x) + q2(x)

(
α

(2)
i (x)− α

(1)
i (x)

)
,
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f(t, x) =
V (t, x)√

(N(x), ν(x))
−

−
t∫

0

dτ

∫

S

[ q(x)√
(N(x), ν(x))

∂g(t− τ, x, y)

∂N(x)
+

+g(t− τ, x, y)
]
V (τ, y)dσy−

− q(x)√
(N(x), ν(x))

∂u0(t, x)

∂N(x)
− u0(t, x),

q(x) =
q2(x)− q1(x)

q2(x) + q1(x)
, |q(x)| ≤ 1, x ∈ S.

Розглянемо (23) як автономне елiптичне
рiвняння на S, в якому змiнну t будемо iн-
терпретувати як параметр. Наше завдання
полягає в побудовi iнтегрального зображе-
ння для розв’язку рiвняння (23) з метою
його визначення та подальшого використа-
ння для розв’язання iнтегрального рiвнян-
ня вiдносно невiдомої функцiї V . Для цьо-
го використаємо наше припущення про те,
що S – елементарна поверхня з класу H2+λ.
Домовимося позначати в даному випадку
прямi значення будь-якої функцiї f(t, x) на
Σ (тобто, коли (t, x) ≡ (t, x′, F (x′)) ) через
f(t, x′). Зауважимо, що за зроблених припу-
щень компоненти вектора нормалi ν(x), x ∈
S, визначаються за допомогою рiвностей

νi(x) = νi(x
′) = − Fi(x

′)√
1 +

d−1∑
j=1

F 2
j (x′)

,

i ∈ {1, . . . , d− 1},
νd(x) = νd(x

′) =
1√

1 +
d−1∑
j=1

F 2
j (x′)

,

де Fj(x
′) = DjF (x′), а потенцiал u1 з (18)

можна подати у виглядi

u1(t, x) =

t∫

0

dτ

∫

Rd−1

g(t− τ, x, y)
∣∣∣
yd=F (y′)

×

× V̂ (τ, y′)dy′, t > 0, x ∈ Rd,

де покладено V̂ (τ, y′) = V (τ, y′)ν−1
d (y′).

За допомогою розпрямлюючого перетво-
рення змiнних для u(t, x′) отримуємо таке
рiвняння:

L
′
0u ≡

1

2

d−1∑

k, l=1

β̃
(0)

kl (x′)Dklu +
d−1∑

k=1

α̃
(0)

k (x′)Dku−

− u = f(t, x′), (t, x′) ∈ Rd
∞, (24)

де

β̃
(0)

kl (x′) =
d∑

i,j=1

β
(0)

ij (x′)τ ik(x
′)τ jl(x

′),

{k, l} ⊂ {1, . . . , d− 1},
α̃

(0)

k (x′) = α
(0)
k (x′)−Nk(x

′)γ0(x
′)−

− 1

2

d∑
i,j=1

β
(0)

ij (x′)δi(νj(x
′)νk(x

′)),

k ∈ {1, . . . , d},

γ0(x
′) =

(α(0)(x′), ν(x′))

(N(x′), ν(x′))
,

α(0)(x′) = (α
(0)
i (x′))d

i=1.

У рiвняннi (24), як випливає з умов тео-
реми 1, апрiорного припущення вiдносно V
та властивостей параболiчних потенцiалiв,
його коефiцiєнти, а також права частина
(як функцiя аргумента x′) належать до про-
стору Hλ(Rd−1). Крiм цього, умови тереми
1 гарантують нам iснування для рiвномiр-
но елiптичного оператора L

′
0 головного ф.р.

Γ(x′, y′), x′ ∈ Rd−1, y′ ∈ Rd−1, x′ 6= y′ [16, гл.
III, §20]; 17], який у нашому випадку можна
виразити формулою

Γ(x′, y′) =

∞∫

0

e−s G(s, x′, y′)ds, (25)

де G(s, x′, y′), s > 0, x′ ∈ Rd−1, y′ ∈ Rd−1, –
ф.р. рiвномiрно параболiчного оператора

L′ =
1

2

d−1∑

k,l=1

β̃
(0)

kl (x′)Dkl +
d−1∑

k=1

α̃
(0)

k (x′)Dk −Ds.

Вiдзначимо, що для ф.р. G можна сфор-
мулювати властивостi, аналогiчнi до тих,

Науковий вiсник Чернiвецького нац. ун-ту. Mатематика. 2011. – Т.1, № 1–2. 69



якi було сформульовано у п. 1 для ф.р. g.
Зокрема, для функцiї G(s, x′, y′) та її допу-
стимих похiдних за змiнними s, x′ є правиль-
ною така оцiнка:

∣∣Dr
sD

p
x′G(s, x′, y′)

∣∣ ≤ Cs−((d−1)+2r+p)/2×
× e−c|y′−x′|2/s, (26)

де 2r + p ≤ 2, s ∈ (0, T ], x′ ∈ Rd−1, y′ ∈
Rd−1. Зауважимо при цьому, що якщо вираз
Dr

sD
p
x′G(s, x′, y′) оцiнювати разом з множни-

ком e−µs, де µ > 0, то, як легко переконати-
ся, сталу C в нерiвностi (26) можна вважати
такою, що не залежить вiд T .

Використовуючи ф.р. Γ, єдиний розв’я-
зок рiвняння (24) можна зобразити у вигля-
дi

u(t, x′) = −
∫

Rd−1

Γ(x′, z′) f(t, z′)dz′ =

= −
∞∫

0

e−sds

∫

Rd−1

G(s, x′, z′) f(t, z′)dz′,

(t, x′) ∈ Rd
∞. (27)

Отже, крiм формули (17), де потрiбно
прийняти (t, x) ≡ (t, x′, F (x′)), для функцiї
u(t, x′) ми знайшли ще спiввiдношення (27).
Якщо прирiвняти мiж собою їх правi части-
ни, то отримаємо iнтегральне рiвняння вiд-
носно невiдомої функцiї V :

t∫

0

dτ

∫

Rd−1

K(t− τ, x′, y′) V (τ, y′)dy′+

+

∞∫

0

e−sds

∫

Rd−1

G(s, x′, z′)
V (t, z′)dz′√
(N(z′), ν(z′))

=

= ψ(t, x′), (t, x′) ∈ Rd
∞, (28)

де

K(t− τ, x′, y′)νd(y
′) = g(t− τ, x′, y′)−

−
∞∫

0

e−sds

∫

Rd−1

G(s, x′, z′)
(

q(z′)√
(N(z′), ν(z′))

×

× ∂g(t− τ, z, y)

∂N(z)

∣∣∣
zd=F (z′), yd=F (y′)

+

+ g(t− τ, z′, y′)
)

dz′,

ψ(t, x′) =

∞∫

0

e−sds

∫

Rd−1

G(s, x′, z′)×

×
( q(z′)√

(N(z′), ν(z′))

∂u0(t, z)

∂N(z)

∣∣∣
zd=F (z′)

+

+ u0(t, z
′)
)
dz′ − u0(t, x

′).

Рiвняння (28) є iнтегральним рiвнянням
вольтеррiвсько-фредгольмового типу I-го
роду. З метою його регуляризацiї введемо
iнтегро-диференцiальний оператор E , який
дiє за правилом

E(t, x′)ψ =

√
2

π

{
∂

∂t

∫ t

0

(t− τ)−1/2dτ×

×
∫

Rd−1

[
h(t̂− τ, x′, y′) +

∫ ∞

0

(
1− u

t− τ

)
×

×e−
u2

2(t−τ) du

∫

Rd−1

h(t̂−τ, x′, v′) G(u, v′, y′)dv′
]
×

× ψ(τ, y′)dy′
}∣∣∣

t̂=t
. (29)

Тут через h(t, x′, y′), t > 0, x′ ∈ Rd−1, y′ ∈
Rd−1, позначено ф.р. рiвномiрно параболi-
чного оператора з гельдеровими коефiцiєн-
тами

Dt − 1

2

d−1∑
i,j=1

hij(x
′)Dij , (30)

де hij(x
′) виражаються через елементи мат-

рицi b(x′) = b(x′, F (x′)) з (1) за допомогою
формул

hij(x
′) = b̃ij(x

′)− b̃id(x
′)b̃jd(x

′)

b̃dd(x′)
,

b̃ij(x
′) = bij(x

′),

b̃id(x
′) = b̃di(x

′) = bid(x
′)−

d−1∑

k=1

bik(x
′)Fk(x

′),
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{i, j} ⊂ {1, . . . , d− 1},

b̃dd(x
′) = bdd(x

′)− 2
d−1∑

k=1

bkd(x
′)Fk(x

′)+

+
d−1∑

k,l=1

bkl(x
′)Fk(x

′)Fl(x
′).

Доведемо, що функцiя ψ̂(t, x′) = E(t, x′)ψ
задовольняє умову

ψ̂ ∈ H
0

(1+λ′)/2, 1+λ′(Rd

T ), λ′ = λ/2. (31)

Це легко зробити, якщо використати такi
спiввiдношення:

√
π

2
ψ̂(t, x′) = −

{
Dt

∫ t

0

(t− τ)−
1
2 dτ×

×
∫

Rd−1

[
h(t̂− τ, x′, y′) +

∫ ∞

0

Du e−
u2

2(t−τ) du×

×
∫

Rd−1

h(t̂− τ, x′, v′) G(u, v′, y′)dv′
]
×

×4x′
y′u0(τ, y

′)dy′
}∣∣∣∣

t̂=t

+

{
Dt

∫ t

0

(t− τ)−
1
2 dτ×

×
∫

Rd−1

q(y′)

(N(y′), ν(y′))
1
2

∂u0(τ, y)

∂N(y)

∣∣∣∣
yd=F (y′)

dy′×

×
∫ ∞

0

e−
u2

2(t−τ) du

∫

Rd−1

h(t̂− τ, x′, v′)×

×G(u, v′, y′)dv′
}∣∣∣∣

t̂=t

, (32)

√
π

2
Diψ̂(t, x′) = −

{
Dt

∫ t

0

(t− τ)−
1
2 dτ×

×
∫

Rd−1

[
Dih(t̂−τ, x′, y′)+

∫ ∞

0

Du e−
u2

2(t−τ) du×

×
∫

Rd−1

Dih(t̂− τ, x′, v′) 4x′
v′G(u, v′, y′)dv′

]
×

×4x′
y′u0(τ, y

′)dy′
}∣∣∣∣

t̂=t

+

{
Dt

∫ t

0

(t− τ)−
1
2 dτ×

×
∫

Rd−1

q(y′)

(N(y′), ν(y′))
1
2

∂u0(τ, y)

∂N(y)

∣∣∣∣
yd=F (y′)

dy′×

×
∫ ∞

0

e−
u2

2(t−τ) du

∫

Rd−1

Dih(t̂− τ, x′, v′)×

×4x′
v′G(u, v′, y′)dv′

}∣∣∣∣
t̂=t

,

i ∈ {1, . . . , d− 1}. (33)

Перед тим, як здiйснити оцiнки iнтегралiв у
правих частинах (32), (33), зауважимо, що з
умов (14), (15) отримуємо

ψ(0, x′) =

∫ ∞

0

e−sds

∫

Rd−1

G(s, x′, z′)×

×
(

q(z′)

(N(z′), ν(z′))
1
2

∂ϕ(z)

∂N(z)

∣∣∣∣
zd=F (z′)

+ϕ(z′)
)

dz′−

− ϕ(x′) = 0,

а тому у виразi для ψ(t, x′), а отже, i
у виразах для ψ̂(t, x′) та Diψ̂(t, x′), фун-
кцiю u0(t, x) можна замiнити на функцiю
Φ(t, x) = u0(t, x)−ϕ(x), t > 0, x ∈ Rd. Звiд-
си i з властивостей u0 маємо, що

Φ ∈ H(2+λ)/2, 2+λ(Rd+1

T ), Dp
xΦ(0, x) = 0,

p ≤ 2. (34)

Тепер можна оцiнити ψ̂ та Diψ̂, i ∈
{1, . . . , d − 1}. Розглянемо спочатку ψ̂(t, x′).
Розкриваючи в правiй частинi (32) похiдну
за t, отримуємо формулу

√
π

2
ψ̂(t, x′) =

1

2

∫ t

0

(t− τ)−
3
2 dτ×

×
∫

Rd−1

h(t− τ, x′, y′)[4x′
y′Φ(τ, y′)−

−(y′ − x′,∇′Φ(τ, x′)]dy′−

−
∫ t

0

dτ

∫

Rd−1

4x′
y′Φ(τ, y′)dy′×

×
∫ ∞

0

Du Dt

(
(t− τ)−

1
2 e−

u2

2(t−τ)

)
du×

×
∫

Rd−1

h(t− τ, x′, v′) [4x′
v′G(u, v′, y′)−

− (v′ − x′,∇′G(u, x′, y′))]dv′−

−
∫ t

0

dτ

∫

Rd−1

4x′
y′DtΦ(t− τ, y′)dy′×
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×
∫ ∞

0

Du

(
τ−

1
2 e−

u2

2τ

)
G(u, x′, y′)du+

+

t∫

0

dτ

∫

Rd−1

q(y′)

(N(y′), ν(y′))
1
2

∂Φ(τ, y)

∂N(y)

∣∣∣∣
yd=F (y′)

dy′×

×
∫ ∞

0

Dt

(
(t− τ)−

1
2 e−

u2

2(t−τ)

)
du×

×
∫

Rd−1

h(t− τ, x′, v′)4x′
v′G(u, v′, y′)dv′+

+

∫ t

0

dτ

∫

Rd−1

q(y′)

(N(y′), ν(y′))
1
2

×

×4t
τ

∂Φ(τ, y)

∂N(y)

∣∣∣∣
yd=F (y′)

dy′
∫ ∞

0

Dt

(
(t− τ)−

1
2×

× e−
u2

2(t−τ)

)
G(u, x′, y′)du +

∫ ∞

0

t−
1
2 e−

u2

2t du×

×
∫

Rd−1

G(u, x′, y′)
q(y′)

(N(y′), ν(y′))
1
2

×

×∂Φ(τ, y)

∂N(y)

∣∣∣∣
yd=F (y′)

dy′ =
∑6

i=1
Mi. (35)

Оцiнюючи доданки Mi у правiй частинi (35),
беремо до уваги умову (34), теорему про се-
реднє, нерiвнiсть σµe−εσ ≤ const для 0 ≤ σ <
∞, ε > 0, µ > 0, а також оцiнку (26) для ф.р.
G i h. Маємо ((t, x′) ∈ Rd

T )

|ψ̂(t, x)| ≤ C||ϕ||H2+λ(Rd) t
1+λ′

2 , λ′ =
λ

2
. (36)

Детальнi викладки ми опускаємо.
Аналогiчно за допомогою спiввiдношень

(32), (33) та властивостей ф.р. отримуємо
нерiвностi

∣∣∣4t̃
tψ̂(t, x′)

∣∣∣ ≤ C||ϕ||H2+λ(Rd)(t− t̃)
1+λ′

2 ,

0 ≤ t̃ < t ≤ T, x′ ∈ Rd−1,
∣∣∣4t̃

tDiψ̂(t, x′)
∣∣∣ ≤ C||ϕ||H2+λ(Rd)(t− t̃)

λ′
2 ,

0 ≤ t̃ < t ≤ T, x′ ∈ Rd−1,

∣∣∣4x̃′
x′Diψ̂(t, x′)

∣∣∣ ≤ C||ϕ||H2+λ(Rd)|x′ − x̃′|λ′ ,
t ∈ [0, T ], x′ ∈ Rd−1, x̃′ ∈ Rd−1, (37)

звiдки й випливає (31).
Далi ми доводимо, що застосування до

обох частин рiвняння (29) оператора E пере-
творює це рiвняння в еквiвалентне рiвняння
Вольтерри II роду

V (t, x′) +

∫ t

0

dτ

∫

Rd−1

K0(t− τ, x′, y′)×

× V (τ, y′)dy′ = ψ0(t, x
′),

(t, x′) ∈ Rd
∞, (38)

де

ψ0(t, x
′) = (N(x′), ν(x′))

1
2E(t, x′)ψ =

= (b(x′)ν(x′), ν(x′))
1
2E(t, x′)ψ,

а для ядра K0(t−τ, x′, y′) при 0 ≤ τ < t ≤ T ,
{x′, y′} ⊂ Rd−1 є правильною нерiвнiсть

∣∣∣K0(t− τ, x′, y′)
∣∣∣ ≤ C

[
(t− τ)−(d+1−λ)/2×

× e−c|x′−y′|2/(t−τ)+

+ (t− τ)−1+(λ−γ)/4Φc,γ(t− τ, x′, y′)
]
, (39)

Φc,γ(t− τ, x′, y′) =

∫ ∞

0

u−1+γ/2e−cu2/(t−τ)×

× (t− τ + u)−(d−1)/2e−c|x′−y′|2/(t−τ+u)du,

0 < γ < λ.

Виконання для ядра K0 нерiвностi (39)
дозволяє нам застосувати до рiвняння (38)
метод послiдовних наближень, а отже, отри-
мати V . Додатково перевiряємо, що розв’я-
зок V має таку саму гладкiсть, як i функцiя
ψ0, тобто V задовольняє умову (31), або, що
те ж саме, V ∈ H

0

(1+λ′)/2, 1+λ′(Σ). Власне ця
умова в поєднаннi з умовами A2′), (14) та
оцiнками (3)–(6) забезпечать нам iснування
для u1, а отже, i для u всiх похiдних, що
входять у рiвняння (10) та умову спряжен-
ня (13), а також виконання для u нерiвностi
(16).

Пiсля того, як доведено, що u(t, x) задо-
вольняє (13), перейдемо до доведення (10)-
(12). Правильнiсть цих рiвностей безпосере-
дньо випливає з вiдомих властивостей по-
тенцiалiв u0 i u1 [5, 7, 8].
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Нарештi, обгрунтовуючи твердження
теореми про єдинiсть знайденого розв’язку,
зауважимо, що побудовану за формула-
ми (17), (38) функцiю u(t, x) в кожнiй
з областей Ω(1) i Ω(2) можна розглядати
як розв’язок такої параболiчної першої
крайової задачi:

Dtu(t, x) = Lu(t, x), (t, x) ∈ Ω(m),

u(0, x) = ϕ(x), x ∈ Dm, m ∈ {1, 2},
u(t, x) = v(t, x), (t, x) ∈ Σ,

при виконаннi умови узгодження v(0, x) =
ϕ(x), x ∈ S, де функцiя v(t, x) визначається
формулою (27). Теорему 1 доведено.

Зауваження 2. Iснування єдиного кла-
сичного розв’язку задачi (10)–(13) можна
встановити i без припущення про виконан-
ня для функцiї ϕ умови узгодження (15), за-
лишаючи iншi умови теореми 1 без змiн. У
цьому випадку розв’язок також буде визна-
чатися за формулами (17), (38) i для нього
буде виконуватися оцiнка

sup
(t,x)∈Rd+1

T

|u(t, x)| ≤ C||ϕ||H2+λ(Rd). (40)

Зауваження 3. Наведена схема побудо-
ви розв’язку рiвняння (24) може бути пе-
ренесена i на випадок, коли межа S обла-
стей D1 i D2 – будь-яка гiперповерхня з
класу H2+λ. У такому випадку конструкцiя
ф.р. для рiвняння (24) та регуляризатора
E для рiвняння, аналогiчного до рiвняння
(28), здiйснюється на пiдставi використання
атласу (n−1)-вимiрного многовиду S, побу-
дованого з допомогою розбиття одиницi.

3. Перейдемо до побудови шуканого про-
цесу. З теореми 1 випливає (див. також за-
уваження 2), що на класi гладких функцiй
ϕ можна визначити сiм’ю операторiв (Tt)t≥0,
дiя яких визначається формулою

Ttϕ(x) = T
(0)
t ϕ(x)+T

(1)
t ϕ(x), x ∈ Rd, (41)

де
T

(0)
t ϕ(x) ≡ u0(t, x),

T
(1)
t ϕ(x) ≡ u1(t, x),

а функцiї u0 та u1 визначенi за формулами
(7) та (18) вiдповiдно, до того ж щiльнiсть
V , яка входить до потенцiалу простого ша-
ру u1 є розв’язком iнтегрального рiвняння
(38). Доведемо тепер, що оператор Tt можна
застосовувати до функцiй ϕ з класу B(Rd).
Для цього достатньо встановити iснування
подвiйного iнтеграла у виразi для T

(1)
t ϕ(x),

оскiльки iснування функцiї T
(0)
t ϕ(x) є про-

стим наслiдком виконання для неї нерiвно-
стi (8) при r = p = 0.

Отже, припустимо, що ϕ ∈ B(Rd), S –
елементарна гiперповерхня з класу H2+λ, i
розглянемо iнтегральне рiвняння (38). Для
оцiнки його правої частини ψ0 знову мо-
жна використати (35), замiнюючи там всю-
ди функцiю Φ на u0, а доданок M3 на член
M ′

3 такого вигляду:

M ′
3 = −

∫ t/2

0

dτ

∫

Rd−1

4x′
y′Dtu0(t− τ, y′)dy′×

×
∫ ∞

0

G(u, x′, y′)Du

(
τ−

1
2 e−

u2

2τ

)
du−

−
∫ t

t/2

dτ

∫

Rd−1

4x′
y′Dtu0(t− τ, y′)dy′×

×
∫ ∞

0

G(u, x′, y′)4t
τDu

(
τ−

1
2 e−

u2

2τ

)
du−

−
∫ ∞

0

Du

(
t−

1
2 e−

u2

2t

)
du

∫

Rd−1

G(u, x′, y′)×

×4x′
y′u0(t/2, y

′)dy′. (42)

У подiбний спосiб ми розбиваємо на до-
данки також iнтеграли, якi входять до ви-
разiв M1 i M5 з (35). Пiсля цього, викори-
стовуючи нерiвностi (3) i (8), маємо

|ψ0(t, x
′)| ≤ C ||ϕ|| t−1/2, (t, x′) ∈ (0, T ]×Rd−1.

(43)
Звiдси та з нерiвностi (39) випливає, що до
рiвняння (38) i в цьому випадку можна за-
стосувати метод послiдовних наближень. Це
означає, що коли ϕ ∈ B(Rd), то iснує єди-
ний розв’язок V (t, x′) iнтегрального рiвнян-
ня (38), який є неперервним при t > 0, x′ ∈
Rd−1, i в кожнiй областi вигляду (t, x′) ∈
(0, T ] × Rd−1 допускає оцiнку (43). Нерiвно-
стi (3) та (43), застосованi до ф.р. g та фун-
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кцiї V вiдповiдно, забезпечать нам iснуван-
ня функцiї T (1)

t ϕ(x) i виконання для неї такої
оцiнки:

|T (1)
t ϕ(x)| ≤ C ||ϕ||, (t, x) ∈ (0, T ]×Rd. (44)

Об’єднуючи (8) (при r = p = 0) та (44), таку
саму оцiнку отримуємо i для функцiї Ttϕ(x).

Далi, спираючись на (35) та нерiвностi
(3), (8), (43), можемо сформулювати ще
одну важливу властивiсть сiм’ї операторiв
(Tt): якщо послiдовнiсть функцiй ϕn(x) на
Rd така, що ϕn ∈ B(Rd) при n ∈ {1, 2, . . . },
sup

n
||ϕn|| < ∞ i lim

n→∞
ϕn(x) = ϕ(x) при всiх

x ∈ Rd, то при всiх t > 0, x ∈ Rd викону-
ється спiввiдношення lim

n→∞
Ttϕn(x) = Ttϕ(x).

Це дає змогу перевiряти ту чи iншу власти-
вiсть оператора Tt лише на гладких функцi-
ях ϕ, зокрема на тих, якi належать до про-
стору H2+λ(Rd). Беручи до уваги дане за-
уваження i поступаючи аналогiчно до того,
як в [2, 11], легко переконатися в тому, що
для сiм’ї операторiв (Tt)t≥0 справджуються
ще такi властивостi:

10) ||Tt|| ≤ 1 при всiх t ≥ 0;
20) Ttϕ(x) ≥ 0 при всiх t ≥ 0, x ∈ Rd,

якщо тiльки функцiя ϕ ∈ B(Rd) невiд’ємна;
30) при всiх t ≥ 0, s ≥ 0 виконується

спiввiдношення Tt+s = Tt Ts, яке означає, що
сiм’я (Tt)t≥0 є пiвгрупою операторiв.

З наведених властивостей оператора Tt

випливає, що iснує ймовiрнiсть переходу
P (t, x, dy) в Rd така, що

Ttϕ(x) =

∫

Rd

P (t, x, dy) ϕ(y) (45)

при всiх t > 0, x ∈ Rd, ϕ ∈ B(Rd). Дода-
тковий аналiз побудованої пiвгрупи показує,
що вiдповiдний марковський процес є непе-
рервним процесом Феллера i узагальненим
дифузiйним процесом у розумiннi М. I. Пор-
тенка [2]. Зокрема, якщо S = Rd−1, то за до-
помогою безпосереднiх обчислень одержи-
мо, що локальнi характеристики руху цього
процесу визначаються за допомогою спiввiд-

ношень

lim
t↓0

1

t

∫

Rd

ϕ(x)

[ ∫

Rd

(y − x, Θ)P (t, x, dy)

]
dx =

=

∫

Rd

ϕ(y)
(
a(y), Θ

)
dy +

∫

Rd−1

ϕ(y′)
(
α̂(y′), Θ

)
dy′,

lim
t↓0

1

t

∫

Rd

ϕ(x)

[ ∫

Rd

(y − x, Θ)2P (t, x, dy)

]
dx =

=

∫

Rd

ϕ(y)(b(y)Θ, Θ)dy+

+

∫

Rd−1

ϕ(y′)
(
β̂(y′)Θ, Θ

)
dy′, (46)

де Θ ∈ Rd, ϕ – будь-яка неперервна фiнiтна
функцiя, задана на Rd,

α̂(y′) = (α̂i(y
′))d

i=1 ,

α̂i(y
′) =

bdd(y
′)αi(y

′)
q1(y′) + q2(y′)

, i ∈ {1, . . . , d− 1},

α̂d(y
′) = bdd(y

′)q(y′),

β̂(y′) =
(
β̂ij(y

′)
)d

i,j=1
,

β̂ij(y
′) =

bdd(y
′)

q1(y′) + q2(y′)
βij(y

′),

якщо {i, j} ⊂ {1, . . . , d− 1},

β̂ij(y
′) = 0,

якщо i = d або j = d.
Рiвностi (46) означають, що для побудо-

ваного процесу вектор переносу та матриця
дифузiї вiдповiдно дорiвнюють

a(x) + α̂(x′)δS(x) та b(x) + β̂(x′)δS(x),

де δS(x) – узагальнена функцiя на Rd, зосе-
реджена на поверхнi S.

Отже, нами доведена наступна теорема.
Теорема 2. Якщо виконанi умови теоре-

ми 1, то побудована за допомогою розв’яз-
ку задачi спряження (10)–(13) пiвгрупа опе-
раторiв породжує в Rd неперервний процес

74 Науковий вiсник Чернiвецького нац. ун-ту. Mатематика. 2011. – Т.1, № 1–2.



Феллера, для якого iснують в узагальнено-
му сенсi вектор переносу i матриця дифу-
зiї.
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