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ОБЕРНЕНI ЗАДАЧI ТА ЗАДАЧI З ВIЛЬНИМИ МЕЖАМИ ДЛЯ
ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ

У статтi дається огляд напрямiв та методiв дослiдження обернених задач та задач з вiль-
ними межами для параболiчних рiвнянь, якi протягом двох останнiх десятилiть проводились
у Львiвському унiверситетi.

The paper contains the summary on directions and research methods for inverse and free
boundary problems for parabolic equations which were provided at the Lviv University during the
last twenty years.

Вступ. На даний час оберненi задачi
зайняли належне мiсце серед iнших задач
для рiвнянь iз частинними похiдними, зав-
дячуючи як їхнiй складностi та необхiдно-
стi створення своїх методiв дослiджень, так
i їхньому практичному застосуванню у чи-
слених галузях науки та практики. У ши-
рокому розумiннi, ознакою оберненої задачi
є необхiднiсть визначення в задачi причин
за їхнiми вiдомими наслiдками. У вужчому
розумiннi, оберненi задачi виникають там,
де вiдсутня iнформацiя про окремi параме-
три, якi входять до формулювання матема-
тичної моделi дослiджуваного явища. При-
рода цих параметрiв може бути найрiзнома-
нiтнiшою – вiд фiзичних властивостей окре-
мих середовищ до параметрiв бiопопуляцiй
або мiсцезнаходження того чи iншого об’-
єкта. Задачi з вiльними межами iсторично
виникли ранiше. Їхнiми типовими представ-
никами є задачi з фазовими переходами, в
яких виникає необхiднiсть знаходження ме-
жi роздiлу двох фаз. Утiм на них можна ди-
витись як на оберненi задачi, в яких невiдо-
мим параметром є межа областi або її ча-
стина. Тому i розгляд їх разом з оберненими
задачами є природним.

Iнтерес до обернених задач на кафедрi
диференцiальних рiвнянь Львiвського унi-
верситету виник понад двадцять рокiв то-
му, коли її колективу було запропоновано
розв’язати одну обернену задачу для нелi-
нiйної системи рiвнянь тепловологоперено-

су. Ця тематика для членiв кафедри була
новою, що призвело до необхiдностi її вивче-
ння iз самих початкiв. Першим питанням,
яке вимагало свого вирiшення, було питання
вибору додаткових умов (так званих “умов
перевизначення”), пов’язаних з наявнiстю у
формулюваннi задачi невiдомих параметрiв.
Прикладом пiдходу до розв’язування обер-
нених задач була праця Б.Ф. Джонса [1], в
якiй розглянуто задачу визначення невiдо-
мих (a(t), u(x, t)), a(t) > 0, t ∈ [0, T ], з таких
умов:

ut = a(t)uxx, 0 < x < ∞, 0 < t < T, (1)
u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ ∞, (2)

u(0, t) = f(t), 0 ≤ t ≤ T, (3)
a(t)ux(0, t) = g(t), 0 ≤ t ≤ T. (4)

Оскiльки розв’язок задачi (1)–(3) при вiдо-
мiй функцiї a(t) може бути побудований в
явному виглядi, то задача (1)–(4) була зве-
дена до нелiнiйного iнтегрального рiвняння
стосовно a(t)

a(t) =
g(t)

t∫

0

f ′(τ)dτ
(

t∫
τ

a(σ)dσ

)1/2

, t ∈ [0, T ],

для дослiдження iснування розв’язку якого
була застосована теорема Шаудера про не-
рухому точку цiлком неперервного операто-
ра.
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1. Оберненi задачi для рiвняння те-
плопровiдностi з нелокальними кра-
йовими умовами. Розглянемо таку зада-
чу про визначення невiдомих (a(t), u(x, t)),
a(t) > 0, t ∈ [0, T ]:

ut = a(t)uxx + f(x, t),

0 < x < h, 0 < t < T, (5)
u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ h, (6)

4∑

k=1

γik(t)uk(t) = κi(t), 0 ≤ t ≤ T,

i ∈ {1, 2, 3}, (7)

де

u1(t) = u(0, t), u2(t) = u(h, t),

u3(t) = ux(0, t), u4(t) = ux(h, t).

У припущеннi, що ранг матрицi (γik(t))
дорiвнює трьом, умова (7) розпадається на
шiсть трiйок умов, у яких двi крайовi умови
є локальними, а третя – нелокальною. Для
прикладу розглянемо такий випадок:

ux(0, t) = µ1(t), ux(h, t) = µ2(t), 0 ≤ t ≤ T,
(8)

ν1(t)u(0, t) + ν2(t)u(h, t) = µ3(t), 0 ≤ t ≤ T.
(9)

Диференцiюючи умову (9) та використову-
ючи рiвняння (6) при x = 0 та x = h, знахо-
димо рiвняння стосовно a(t) :

a(t) = (µ′3(t)− ν1(t)f(0, t)− ν2(t)f(h, t)−
−ν ′1(t)u(0, t)− ν ′2(t)u(h, t)) (ν1(t)uxx(0, t)+

+ν2(t)uxx(h, t))−1 , t ∈ [0, T ]. (10)

Для побудови розв’язку задачi (6) – (8) ви-
користаємо функцiю Грiна

G(x, t, ξ, τ) =
1

2
√

π(θ(t)− θ(τ))
×

×
∞∑

n=−∞

(
exp

(
−(x− ξ + 2nh)2

4(θ(t)− θ(τ))

)
+

+ exp

(
−(x + ξ + 2nh)2

4(θ(t)− θ(τ))

))
,

θ(t) =

t∫

0

a(τ)dτ.

Тодi, вважаючи функцiю a(t) > 0 вiдомою,
маємо

u(x, t) =

h∫

0

G(x, t, ξ, 0)ϕ(ξ)dξ−

−
t∫

0

G(x, t, 0, τ)a(τ)µ1(τ)dτ +

t∫

0

G(x, t, h, τ)×

× a(τ)µ2(τ)dτ +

t∫

0

h∫

0

G(x, t, ξ, τ)f(ξ, τ)dξdτ,

(11)

uxx(x, t) =

h∫

0

G(x, t, ξ, 0)ϕ′′(ξ)dξ−

−
t∫

0

G(x, t, 0, τ)µ′1(τ)dτ +

t∫

0

G(x, t, h, τ)×

× µ′2(τ)dτ −
t∫

0

h∫

0

Gξ(x, t, ξ, τ)fξ(ξ, τ)dξdτ.

(12)

Пiдставляючи (11), (12) у (10), отримуємо
iнтегральне рiвняння стосовно a = a(t). Зна-
ходячи апрiорнi оцiнки розв’язкiв рiвнян-
ня (10) та застосовуючи теорему Шауде-
ра про нерухому точку цiлком неперервно-
го оператора, встановлюємо умови iснуван-
ня розв’язку рiвняння (10), а разом з тим
i розв’язку (a(t), u(x, t)) задачi (5), (6), (8),
(9) у класi C[0, T ] × C2,1(QT ). Для доведен-
ня єдиностi розв’язку задачi (5), (6), (8), (9)
використовуються властивостi iнтегральних
рiвнянь Вольтерри другого роду з iнтегров-
ними ядрами [2].

Умови (7) можна замiнити бiльш загаль-
ними, включивши до них iнтегральнi додан-
ки:

5∑

k=1

γik(t)uk(t) = κi(t),

0 ≤ t ≤ T, i ∈ {1, 2, 3}, (13)
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де u5(t) =

h∫

0

u(x, t)dx. Така задача була до-

слiджена в [3].

2. Оберненi задачi для параболiчних
рiвнянь загального вигляду. Перехiд вiд
обернених задач для рiвняння теплопровiд-
ностi до задач для загальних параболiчних
рiвнянь вiдзначений неможливiстю побудо-
ви розв’язку прямої задачi в явному вигля-
дi, що зазвичай призводить до локального
за часом iснування розв’язку.

Розглянемо для прикладу задачу вiдшу-
кання пари функцiй (a(t), u(x, t)), a(t) > 0,
t ∈ [0, T ], що задовольняють такi умови:

ut = a(t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u + f(x, t),

0 < x < h, 0 < t < T, (14)
u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, h], (15)

u(0, t) = µ1(t), u(h, t) = µ2(t),

t ∈ [0, T ], (16)
a(t)ux(0, t) = µ3(t), t ∈ [0, T ]. (17)

Припускаючи вiдомою функцiю a(t) > 0, t ∈
[0, T, ] зведемо задачу (14) – (16) до системи
рiвнянь

u(x, t) = u0(x, t) +

t∫

0

h∫

0

G(x, t, ξ, τ)(b(ξ, τ)×

× v(ξ, τ) + c(ξ, τ)u(ξ, τ))dξdτ, (18)

v(x, t) = v0(x, t) +

t∫

0

h∫

0

Gξ(x, t, ξ, τ)(b(ξ, τ)×

× v(ξ, τ) + c(ξ, τ)u(ξ, τ))dξdτ, (19)

де G = G(x, t, ξ, τ) – функцiя Грiна для рiв-
няння теплопровiдностi з умовами (15), (16).
Подаючи умову (17) у виглядi

a(t) =
µ3(t)

v(0, t)
, t ∈ [0, T ]. (20)

зводимо обернену задачу (14) – (17) до
еквiвалентної системи рiвнянь (18) – (20),
розв’язки якої достатньо знайти в просторах
неперервних функцiй у вiдповiдних обла-
стях [2].

I.Б. Березницькою були також розгляну-
тi оберненi задачi для рiвняння (15) з нело-
кальними умовами (7) та (13) [4–6].

Подальшим ускладненням обернених за-
дач для загальних параболiчних рiвнянь з
нелокальними крайовими умовами було у
знаходження кiлькох невiдомих його кое-
фiцiєнтiв. Так, у працях Н.В. Пабирiвської
[7, 8] були дослiдженi задачi про визна-
чення коефiцiєнтiв (a(t), b(t)), (a(t), c(t)) i
(a0(t), a1(t)), вiдповiдно, в рiвняннях

ut = a(t)uxx + b(t)ux + c(x, t)u + f(x, t),

ut = a(t)uxx + b(x, t)ux + c(t)u + f(x, t),

ut = (a0(t) + a1(t)x)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u+

+ f(x, t), 0 < x < h, 0 < t < T.

При розглядi цих задач для забезпечення
достатньої кiлькостi умов перевизначення
були використанi iнтегральнi тепловi момен-
ти.

Оберненi задачi для рiвняння

c(t)ut = a(x, t)uxx + b(x, t)ux + d(x, t)u+

+ f(x, t), 0 < x < h, 0 < t < T,

з невiдомим коефiцiєнтом c = c(t) > 0, t ∈
[0, T ] вивчались у працях У. Федусь [9, 10].
На вiдмiну вiд попереднiх робiт була ви-
користана функцiя Грiна повного параболi-
чного рiвняння, яка не може бути побудова-
на в явному виглядi. Змiна методу дослiдже-
ння дозволила У. Федусь розглянути також
оберненi задачi для квазiлiнiйного рiвняння
[11]

c(t)ut = a(x, t, u, ux)uxx + b(x, t, u, ux),

0 < x < h, 0 < t < T.

3. Оберненi задачi для рiвнянь з ви-
родженням. До задач для рiвнянь з виро-
дженням приводить цiлий ряд фактично ва-
жливих проблем. Проте оберненi задачi для
рiвнянь з виродженням практично не були
дослiдженi. Н. Салдiна розглянула оберненi
задачi для рiвняння

ut = a(t)tβuxx + b(x, t)ux + c(x, t)u+

+ f(x, t), 0 < x < h, 0 < t < T,
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з невiдомим коефiцiєнтом a = a(t), a(t) > 0,
t ∈ [0, T ], у випадку слабкого (β < 1) та
сильного (β ≥ 1) степеневого вироджен-
ня [12 – 14]. Метод дослiдження обернених
задач зi слабким виродженням мало вiдрi-
знявся вiд методу, що застосовувався до рiв-
нянь без виродження. Проте вивчення ви-
падку сильного виродження вимагало сут-
тєвих змiн у методi дослiдження обернених
задач. Отриманi результати щодо коректної
розв’язностi обернених задач для рiвнянь
зi степеневим виродженням були перенесе-
нi Н. Салдiною на випадок рiвнянь

ut = a(t)ψ(t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u+

+ f(x, t), 0 < x < h, 0 < t < T,

з довiльною функцiєю ψ = ψ(t), ψ(0) = 0,
яка спричиняє слабке або сильне вироджен-
ня [15]. Обернену задачу для багатовимiрно-
го параболiчного рiвняння зi слабким степе-
невим виродженням було дослiджено в пра-
цi [16] iз застосуванням теорiї пiвгруп.

4. Оберненi задачi для двовимiр-
них параболiчних рiвнянь. Подальше
узагальнення отриманих результатiв поля-
гало в перенесеннi їх на двовимiрний випа-
док. Якщо оберненi задачi розглядаються у
прямокутнiй областi, то для їхнього дослi-
дження можна використовувати методику,
розроблену для одновимiрного випадку.

Обернену задачу

ut = a(t)∆u + b(x, y, t)ux + c(x, y, t)uy+

+ d(x, y, t)u + f(x, y, t),

0 < x < h, 0 < y < l, 0 < t < T,

u(x, y, 0) = ϕ(x, y), 0 ≤ x ≤ h, 0 ≤ y ≤ l,

u(0, y, t) = µ1(y, t), u(h, y, t) = µ2(y, t),

0 ≤ y ≤ l, 0 ≤ t ≤ T,

u(x, 0, t) = ν1(x, t), u(x, l, t) = ν2(x, t),

0 ≤ x ≤ h, 0 ≤ t ≤ T,

a(t)ux(0, y0, t) = κ(t), 0 ≤ t ≤ T, 0 < y0 < l,

в якiй невiдомими є функцiї (a(t),
u(x, y, t)), a(t) > 0, t ∈ [0, T ], було дослi-
джено Р. Сагайдаком [17]. Була розглянута
також обернена задача для анiзотропного

рiвняння

ut = a1(t)uxx + a2(t)uyy + b(x, y, t)ux+

+ c(x, y, t)uy + d(x, y, t)u + f(x, y, t),

0 < x < h, 0 < y < l, 0 < t < T,

з двома невiдомими коефiцiєнтами a1(t),
a2(t), ak(t) > 0, t ∈ [0, T ] [18].

Обернену задачу для двовимiрного пара-
болiчного рiвняння зi слабким степеневим
виродженням (β < 1)

ut = a(t)tβ∆u + b(x, y, t)ux + c(x, y, t)uy+

+ d(x, y, t)u + f(x, y, t),

0 < x < h, 0 < y < l, 0 < t < T,

дослiджував В. Власов [19].

5. Оберненi задачi для параболiчних
рiвнянь в областях з вiльними межа-
ми. Спочатку розглянемо одновимiрний ви-
падок такої задачi з невiдомими (a(t), h(t),
u(x, t)), a(t) > 0, h(t) > 0, t ∈ [0, T ], що задо-
вольняють умови

ut = a(t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u + f(x, t),

0 < x < h(t), 0 < t < T, (21)
u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, h], (22)

u(0, t) = µ1(t), u(h(t), t) = µ2(t),

t ∈ [0, T ], (23)
a(t)ux(0, t) = µ3(t), t ∈ [0, T ], (24)
h(t)∫

0

u(x, t)dx = µ4(t), t ∈ [0, T ]. (25)

Замiною змiнних y =
x

h(t)
, t = t задача (21)

– (25) зводиться до оберненої задачi в обла-
стi з вiдомими сталими межами

vt =
a(t)

h2(t)
vyy +

b(yh(t), t) + yh′(t)
h(t)

vy+

+ c(yh(t), t)v + f(yh(t), t),

0 < y < 1, 0 < t < T, (26)
v(y, 0) = ϕ(yh(0)), y ∈ [0, 1], (27)
v(0, t) = µ1(t), v(1, t) = µ2(t),

t ∈ [0, T ], (28)
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a(t)vy(0, t) = h(t)µ3(t), t ∈ [0, T ], (29)

h(t)

1∫

0

v(y, t)dy = µ4(t), t ∈ [0, T ], (30)

де v(y, t) = u(yh(t), t). Задача (26) – (30)
еквiвалентна такiй системi рiвнянь:

v(y, t) = v0(y, t) +

t∫

0

1∫

0

G(y, t, η, τ)×

×
(

b(ηh(τ), τ) + ηp(τ)

h(τ)
w(η, τ) + c(ηh(τ), τ)×

×v(η, τ)

)
dηdτ, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T, (31)

w(y, t) = w0(y, t) +

t∫

0

1∫

0

Gy(y, t, η, τ)×

×
(

b(ηh(τ), τ) + ηp(τ)

h(τ)
w(η, τ) + c(ηh(τ), τ)×

×v(η, τ)

)
dηdτ, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T, (32)

a(t) =
h(t)µ3(t)

w(0, t)
, t ∈ [0, T ], (33)

h(t) =
µ4(t)

1∫
0

v(y, t)dy

, t ∈ [0, T ], (34)

p(t) =
1

µ2(t)

(
µ′4(t) + µ3(t)− a(t)

h(t)
w(1, t)−

−
1∫

0

(b(yh(t), t)w(y, t) + h(t)c(yh(t), t)×

×v(y, t) + h(t)f(yh(t), t))dy

)
, t ∈ [0, T ],

(35)

де w(y, t) = vy(y, t), p(t) = h′(t), w0(y, t) =
v0y(y, t), функцiя v0 = v0(y, t) є розв’язком
рiвняння

vt =
a(t)

h2(t)
vyy + f(yh(t), t),

який задовольняє умови (27), (28). У працi
I.Баранської [20] iз застосуванням теореми

Шаудера було встановлено умови iснуван-
ня класичного розв’язку задачi (21) – (25).
Аналогiчно до попереднiх праць, єдинiсть
розв’язку отримано дослiдженням однорi-
дної системи iнтегральних рiвнянь Вольтер-
ри другого роду.

За подiбною схемою було дослiджено
обернену задачу для рiвняння (21) в областi,
яка визначається двома невiдомими функцi-
ями h1(t) та h1(t): h1(t) < x < h2(t), 0 < t <
T [21].

У двовимiрному випадку I. Баранською
було розглянуто оберненi задачi для рiвнянь

ut = a(t)∆u + b(x, y, t)ux + c(x, y, t)uy+

+ d(x, y, t)u + f(x, y, t),

ut = a1(t)uxx + a2(t)uyy + b(x, y, t)ux+

+ c(x, y, t)uy + d(x, y, t)u + f(x, y, t)

з невiдомими коефiцiєнтами a(t), a1(t), a2(t),
вiдповiдно, в областях з невiдомими межа-
ми, якi визначаються у такий спосiб:

1) 0 < x < h(t), 0 < y < l(t), 0 < t < T ;
2) h1(t) < x < h2(t), l1(t) < y < l2(t),

0 < t < T [22, 23].
Оберненi задачi в областях з вiльними ме-

жами для параболiчних рiвнянь з виродже-
нням вивчались Н. Гринцiв. Зокрема, вона
дослiджувала таку задачу:

ut = a(t)tβuxx + b(x, t)ux + c(x, t)u + f(x, t),

h1(t) < x < h2(t), 0 < t < T, (36)
u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [h1(0), h2(0)], (37)
u(h1(t), t) = µ1(t), u(h2(t), t) = µ2(t),

t ∈ [0, T ], (38)
a(t)tβux(0, t) = µ3(t), t ∈ [0, T ], (39)
h2(t)∫

h1(t)

u(x, t)dx = µ4(t), t ∈ [0, T ], (40)

h2(t)∫

h1(t)

xu(x, t)dx = µ5(t), t ∈ [0, T ], (41)

h1(0) = h1,0, (42)

де невiдомими є функцiї (a(t), h1(t), h2(t),
u(x, t)), a(t) > 0, h1(t) > h2(t), t ∈ [0, T ].
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Нею були отриманi умови iснування та єди-
ностi розв’язку задач у випадках слабкого
та сильного вироджень [24 – 26].

Задачi про визначення молодших коефi-
цiєнтiв у параболiчних рiвняннях в областях
з вiльними межами були дослiдженi в пра-
цях Г. Снiтко. Вона розглядала оберненi за-
дачi для рiвнянь

ut = a(x, t)uxx + b(t)ux + c(x, t)u + f(x, t),

ut = a(x, t)uxx + b(x, t)ux + c(t)u + f(x, t),

ut = a(x, t)uxx + b(t)ux + c(t)u + f(x, t)

з невiдомими коефiцiєнтами b(t), c(t) в об-
ластях з вiльними межами вигляду h1(t) <
x < h2(t), 0 < t < T [27 – 29]. Вiдмiннiсть
дослiдження цих задач полягала у викорис-
таннi функцiї Грiна загального параболiчно-
го рiвняння для зображення розв’язку пря-
мих задач.

Останнiм часом було розпочато дослi-
дження обернених задач для параболiчних
рiвнянь в областях з вiльними межами, якi
вироджуються у початковий момент часу
[30]. Виявилось, що цi задачi можна звести
до обернених задач для параболiчних рiв-
нянь з виродженням у трикутнiй областi.
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