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ОПЕРАТОР МУЛЬТИПЛIКАТИВНОЇ ЗГОРТКИ В ПРОСТОРI
АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ НА БАНАХОВIЙ АЛГЕБРI

В роботi розглянуто оператор мультиплiкативної згортки на множинi характерiв алгебри
аналiтичних функцiй обмеженого типу на деякiй банаховiй алгебрi A та її симетричному
тензорному степенi. Дослiджено частиннi випадки зображення цього оператора i зроблено
висновок стосовно дистрибутивностi вiдносно операцiї адитивної згортки.

We consider an operator of multuplicative convolution on the set of characters of bounded
type entire functions on a Banach algebra A and its symmetric tensor power. We obtaine some
conclusion about the distributive rule with respect to the additive convolution. We are investigating
special cases of the representation of this operator.

Вступ

Нехай A – банахова алгебра, B(A) – простiр
обмежених лiнiйних операторiв на A, Hb(A)
– алгебра аналiтичних функцiй обмеженого
типу, Mb(A) – множина комплексних гомо-
морфiзмiв (характерiв) алгебри Hb(A).

Вiдомо, що операцiю множення на A мо-
жна продовжити до операцiї множення на
A∗∗ наступним чином: для довiльних x, y ∈
A∗∗

x · y = lim
α

lim
β

xαyβ,

де xα, yβ – напрямленостi, збiжнi до x та y
вiдповiдно у ∗-слабкi топологiї простору A∗∗.
Таке продовження називається продовже-
нням Аренса. Використовуючи продовжен-
ня Арона-Бернера ([1],[2],[3]), кожну фун-
кцiю f ∈ Hb(A) можна продовжити до де-
якої функцiї f̃ ∈ Hb(A

∗∗) так, що оператор
продовження буде топологiчним гомоморфi-
змом алгебри Hb(A) в Hb(A

∗∗). Таким чи-
ном, Hb(A) можна розглядати як пiдалгебру
в Hb(A

∗∗).
Нехай Ta – лiнiйний оператор множення

на елемент алгебри a ∈ A∗∗, Ta ∈ B(A∗∗).
Для функцiоналiв φ, ψ ∈ (Hb(A))∗ означимо
оператор мультиплiкативної згортки

(φ ? ψ)(f) = φ(ψ(f(x · y))),

f ∈ Hb(A), x, y ∈ A.

Позначимо (ΛT φ)(f) = φ(f ◦ T (x)),
де f ∈ Hb(A), φ ∈ (Hb(A))∗, T ∈ B(A∗∗).

Очевидно, що ΛT φ ∈ (Hb(A))∗. Зауважимо,
що якщо φ ∈ Mb(A), то ΛT φ ∈ Mb(A).

Якщо у згортцi φ ? ψ функцiонал φ ви-
значено як значення функцiї у точцi a ∈ A∗∗

(φ(f) = δ̃a(f) = f̃(a)), то дана згортка запи-
шеться в термiнах оператора ΛTaφ :

(φ ? ψ)(f) = (δ̃a ? ψ)(f) = δ̃a(ψ(f̃(x · y))) =

ψ(f(ay)) = ψ(f̃ ◦ Ta(x)) = (ΛTaψ)(f),

де f ∈ Hb(A), ψ ∈ Mb(A), δ̃a(f) = f̃(a).
Зауважимо, що в лiтературi є добре вiдо-

мою, також, адитивна згортка φ∗ψ, яка ви-
значена на Mb(A) за допомогою адитивного
зсуву

(φ ∗ ψ)(f) = φ(ψ(f(x + y))), f ∈ Hb(A)

(див. [2], [3]).
Позначимо P(nA) – простiр n-однорiдних

полiномiв на A, P(≤n−1A) – простiр полiно-
мiв степеня не бiльшого за n на A, An−1

– замикання алгебри породженої полiнома-
ми з P(≤n−1A), In−1 – iдеал, породжений n-
однорiдними полiномами з An−1. Нам потрi-
бна наступна теорема, яка описує структуру
множини Mb(A).

Теорема 1. [4] Для довiльного комплексно-
го гомоморфiзму φ ∈ Mb(A) iснує послi-
довнiсть спряжених банахових просторiв
(En)∞n=1 i послiдовнiсть вiдображень δn :
En → Mb таких що E1 = A∗∗, En =
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P(nA)∗
⋂

I⊥n−1 i δ(1) = δ̃, що φ має зображе-
ння

φ =
∞
+×

n=1
δ(n)(un) := δ(1) ∗ δ(2) ∗ · · · ,

для деяких un ∈ En, n = 1, 2, . . . .

Згiдно цiєї теореми, довiльний компле-
ксний гомоморфiзм φ ∈ Mb(A) можна роз-
глядати як послiдовнiсть елементiв un:

φ = (u1, u2, . . . , un, . . .), un ∈ En ⊂ (⊗n
sπA)∗∗.

Зауваження 1. Якщо φ ∈ Mb(A) визнача-
ється як значення функцiї у точцi u ∈ A
(φ = δu), то φ = (u, 0, . . . , 0, . . .), де u ∈ A.

Нехай функцiонали φ, ψ ∈ Mb(A)
мають зображення (u1, u2, . . . , un, . . .),
(v1, v2, . . . , vn, . . .) вiдповiдно. Як було дове-
дено y [5] згортка φ ? ψ також належить до
Mb(A), тому φ ? ψ має зображення

(w1, w2, . . . , wn, . . .), wn ∈ En ⊂ (⊗n
sπA)∗∗.

Оператор мультиплiкативної згортки
для симетричного добутку банахових

алгебр

Нехай
⊗n

s,π A – симетричний тензорний до-
буток n копiй банахової алгебри A, попов-
нений у проективнiй топологiї. Вiдомо, що
операцiю множення, визначену на A, можна
продовжити до операцiї на

⊗n
s,π A так, що⊗n

s,π A буде банаховою алгеброю за форму-
лою

x1 ⊗s . . .⊗s xn · y1 ⊗s . . .⊗s yn =

=
1

n!

∑
σ∈Sn

x1yσ(1) ⊗s . . .⊗s xnyσ(n),

де Sn – група пiдстановок на множинi
{1, 2, . . . , n}.
Твердження 1. [4] Нехай P ∈ P(mnX)
для деяких натуральних чисел m,n. Тодi
iснує полiном P(m) ∈ P(m

⊗n
s,π X) такий, що

P(m)(x⊗ . . .⊗ x) = P (x).

Нехай Hb(
⊗n

s,π A) – алгебра цiлих аналi-
тичних функцiй обмеженого типу на

⊗n
s,π A.

Розглянемо вiдображення

∆n : Hb(
n⊗

s,π

A) 3 f → f(x⊗ . . .⊗ x), x ∈ A.

Оскiльки множина {x ⊗ . . . ⊗ x : x ∈ A}
є пiдмножиною в

⊗n
s,π A, то оператор ∆n є

оператором звуження на n-й тензорний сте-
пiнь

⊗n
s,π A. Очевидним є наступне твердже-

ння.
Твердження 2. Оператор ∆n є гомомор-
фiзмом з алгебри Hb(

⊗n
s,π A) в Hb(A). При

цьому, якщо Qm – m-однорiдний полiном
в Hb(

⊗n
s,π A), то ∆n(Qm) – nm-однорiдний

полiном. Якщо ψ ∈ Mb(A), то ψ̃ = ψ ◦∆n ∈
Hb(

⊗n
s,π A).

Нехай ψ ∈ Mb(A) – характер, який має
зображення (0, 0, . . . , 0, vn, 0, . . .). Згiдно з [4]
iснує елемент w ∈ (

⊗n
s,π A)∗∗, w 6= 0 такий,

що ψ(Pmn) = ψ̃(P(m)) = P̃(m)(w) для кожно-
го mn-однорiдного полiнома Pmn ∈ Hb(A),
де P̃(m) – продовження Арона-Бернера полi-
нома P(m) з

⊗n
s,π A на (

⊗n
s,π A)∗∗ такого, що

P(m)(x⊗ . . .⊗x) = Pmn(x) (тобто ∆n(P(m)) =
Pmn). Таким чином, кожному характеру ψ ∈
Mb(A) вiдповiдає характер ψ̃ ∈ Mb(

⊗n
s,π A)

такий, що ψ(Pmn) = ψ̃(P(m)) для кожного
mn-однорiдного полiнома Pmn ∈ Hb(A).

Для довiльного n ∈ N позначимо J(n)
– множину всiх дiльникiв числа n. Нехай
ψ ∈ Mb(A), ψn – звуження ψ на P(nA) i ψ
має зображення (v1, v2, . . . , vn, . . .). Тодi ψ є
звуженням характера +×

k∈J(n)
δ(k)(uk) на про-

стiр P(nA) [4].
Теорема 2. Нехай ψ ∈ Mb(A), ψ =

(v1, v2, . . .). Тодi ψ̃ = ψ ◦ ∆n має зображе-
ння (w1, w2, . . . , wm, . . .) i ψ̃|P(m⊗n

s,πA) = wm –
лiнiйний функцiонал на P(nA) такий, що

wm = ( +×
k∈J(nm),
k>n(m−1)

δ(k)(vk)) ◦∆n.

Доведення. Нехай Pmn ∈ P(mnA). Тодi

ψ(P(m)) = ψ(Pmn) = +×
k∈J(nm)

δ(k)(uk)(Pmn) =

∞
+×

m=1
( +×
k∈J(nm),
k>n(m−1)

δ(k)(uk))(Pmn) =
∞
+×

m=1
wm(P(m)).
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За побудовою, δ(m)(wm) дорiвнює нулю на
однорiдних полiномах степеня меншого за m
на

⊗n
s,π A. Тому ψ = (w1, w2, . . . , wm, . . .).

Теорема 3. Нехай ψ, θ ∈ Mb(A). Тодi ψ̃?θ̃ =

ψ̃ ? θ.

Доведення. Якщо ψ̃, θ̃ ∈ Mb(
⊗n

s,π A),
то за означенням ψ̃ = ψ ◦ ∆n, θ̃ = θ ◦ ∆n.
Для елементiв w1, w2 ∈

⊗n
s,π A розглянемо

згортку

(ψ̃ ? θ̃)(P ) = ψ̃(θ̃(P (w1 · w2))) =

= ψ̃(θ ◦∆n(P (w1 · w2))) =

= ψ̃(θ(P (w1 · y ⊗ . . .⊗ y))) =

= ψ ◦∆n(θ(P (w1 · y ⊗ . . .⊗ y))) =

= ψ(θ(P (x⊗ . . .⊗ x · y ⊗ . . .⊗ y))) =

= ψ̃ ? θ(P ).

Зображення мультиплiкативної
згортки

Розглянемо деякi частковi випадки фун-
кцiоналiв φ та ψ.

Твердження 3. Нехай φ, ψ ∈ Mb(A) i φ =

δ̃u1 , ψ = δ̃v1, u1, v1 ∈ A∗∗ тобто ϕ, ψ мають
зображення (u1, 0, . . .), (v1, 0, . . .), вiдповiд-
но. Тодi згортка φ ? ψ матиме вигляд

δ̃u1 ? δ̃v1 = δ̃u1v1 .

Доведення. Для будь-якої f ∈ Hb(A)
маємо:

(δ̃u1 ? δ̃v1)(f) = δ̃u1(δ̃v1(f(x · y))) =

δ̃u1(f̃(x · v1)) = f̃(u1 · v1) = δ̃u1v1(f).

Розглянемо випадок, коли φ – довiльний
елемент з Mb(A), i ψ = (0, . . . , vk, 0, . . .), k >
1, тобто vk−1 = vk−2 = . . . = v1 = 0, де vi ∈
Ei = P(iA)∗ ∩ I⊥i−1 для всiх i = 1, 2, . . . , k −
1. Це означає, що звуження функцiонала ψ
на однорiднi полiноми степеня меншого за k
дорiвнює нулю.

Лема 1. Нехай φ, ψ ∈ Mb(A) i φ =

δ̃a, ψ має зображення (0, . . . , 0, vn, 0, . . .).
Тодi згортка φ ? ψ матиме зображення
(0, . . . , 0, wn, wn+1 . . .).

Доведення. Нехай P – полiном степеня
k < n, Ta – лiнiйний оператор множення на
елемент a ∈ A∗∗. Розглянемо згортку ϕ ? ψ :

(ϕ ? ψ)(P ) = (δ̃a ? ψ)(P ) = δ̃a(ψ(P (x · y))) =

ψ(P (a · y)) = ψ(P ◦ Ta(y)) = (ΛTaψ)(P ).

Дiя оператора Ta не змiнює степiнь полiнома
P , тому deg (P ◦Ta) = k < n. Це означає, що
згортка ϕ ? ψ, де φ = δ̃a, на полiномах сте-
пеня k < n дорiвнює дiї оператора ΛTaψ на
цих полiномах. Отже, ϕ ? ψ має зображення
(0, . . . , 0, wn, wn+1 . . .).

Наслiдок 1. Якщо ϕ, ψ ∈ Mb(A) є функцiо-
налами значення полiнома в точках a, b ∈
A∗∗ вiдповiдно, то згортка ϕ ? ψ дорiвнює
дiї композицiї операторiв ΛTa i ΛTb

.
Лема 2. Нехай ψ = (0, . . . , 0, vn, 0, . . .), Tm

– довiльний m-лiнiйний оператор з B(A),
Pk – полiном степеня k, що mk < n. Якщо
(ΛT mψ)(Pk) = δz(Pk), то z = 0.

Доведення. Розглянемо дiю оператора
(ΛT m)ψ(Pk) :

(ΛT mψ)(Pk) = ψ(Pk ◦ Tm) = 0,

оскiльки степiнь композицiї Pk◦Tm дорiвнює
mk < n. З iншого боку (ΛT mψ)(Pk) = δz(Pk).
Отже, δz(Pk) = 0. Це можливо, якщо z = 0.

Теорема 4. Нехай ϕ, ψ ∈ Mb(A) i
(0, . . . , uk, 0, . . .), (0, . . . , vn, 0, . . .) – вiд-
повiднi зображення характерiв ϕ, ψ.
Тодi згортка ϕ ? ψ має зображення
(0, . . . , 0, wmax{k,n}, 0, . . . , wkn, 0, . . .).

Доведення. Нехай m = НСК(k, n).
Розглянемо алгебру

⊗m
s,π A. Згiдно з

теоремою 2 функцiонали ϕ̃, ψ̃ для ал-
гебри

⊗m
s,π A будуть мати зображення

(ũ1, 0, . . .), (ṽ1, 0, . . .) вiдповiдно. Дiйсно,
якщо ϕ = (0, . . . , uk, 0, . . .), то для

j = 1 : ũ1 = δ(1)(u1) +× . . . +× δ(k)(uk)
k∈J(m·1)

|P(m·1A) 6= 0,

j = 2, 3, . . . : ũ2 = ũ3 = . . . = 0.

Аналогiчно, якщо ψ = (0, . . . , vn, . . .), то

j = 1 : ṽ1 = δ(1)(v1) +× . . . +× δ(k)(vk)
k∈J(m·1)

|P(m·1A) 6= 0,

j > 1 : ṽj = δ(1)(v1) +× . . . +× δ(k)(vk)
k∈J(m·j),k>m(j−1)

|P(m·jA) = 0.
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Отже, ϕ̃, ψ̃ – функцiонали значення функцiї
в точцi з (

⊗m
s,π A)∗∗. Операцiя згортки ? зво-

диться до покоординатного множення пер-
ших елементiв ũ1, ṽ1, тобто ϕ̃ ? ψ̃(P ) в ал-
гебрi

⊗m
s,π A матиме зображення (w̃1, 0, . . .).

Оскiльки

w̃1 = δ(1)(w1) +× . . . +× δ(k)(wk)
k∈J(m·1)

|P(m·1A) 6= 0,

то iснують ki ∈ J(m) = {1, . . . , min{k, n},
max{k, n}, kn}, що wki

6= 0. Повертаючись в
алгебру A, функцiонал ϕ̃ ? ψ̃ матиме зобра-
ження

(w1, . . . , wmin{k,n}, 0, . . . ,
wmax{k,n}, 0, . . . , wkn, 0, 0, . . .).

За наслiдком 1, згортка ϕ̃ ? ψ̃ дорiвнює
композицiї операторiв множення на вiдпо-
вiднi елементи ũ1, ṽ1 з

⊗m
s,π A. За означен-

ням, ϕ̃ = ϕ◦∆m, ψ̃ = ψ◦∆m, тобто ϕ(P ) = 0,
на всiх полiномах P степеня j < k i ψ(P ) = 0
на всiх полiномах P степеня i < n. Отже,
згортка (ϕ?ψ) ◦∆m = ϕ̃ ? ψ = ϕ̃ ? ψ̃ на полi-
номах P степеня меншого за max{k, n} бу-
де дорiвнювати нулю. Враховуючи доведене
вище, зображення згортки ϕ ? ψ у алгебрi A
матиме вигляд

(0, . . . , 0, wmax{k,n}, 0, . . . , wkn, 0, . . .).

Наступне твердження показує, що для
операцiй ? та +×, в загальному випадку, не
виконується правило дистрибутивностi:

ϕ ? (ψ +× θ) = (ϕ ? ψ) +×(ϕ ? θ). (1)

Тому результат теореми 4 не можна безпосе-
редньо продовжити на загальний випадок.

Теорема 5. Припустимо, що в Hb(A) iснує
n-однорiдний полiном P ∈ An, P /∈ An−1.

Тодi для операцiй ? та +× в Mb(A) не вико-
нується дистрибутивний закон.

Доведення. Згiдно з [4] iснує ϕ ∈
Mb(A), що ϕ(P ) 6= 0 i ϕ(Q) = Q(0) для до-
вiльного полiнома Q ∈ An−1.

Нехай (zα) – напрямленiсть в A така, що
zα → ϕ в слабко полiномiальнiй тополо-
гiї (така напрямленiсть iснує згiдно з [2]).

Розглянемо напрямленiсть (2zα). Очевидно,
що напрямленiсть (2zα) прямує до деякого
ψ ∈ Mb(A). Згiдно з [4] (лема 3), виконує-
ться рiвнiсть

ϕ +×ϕ(P ) = 2ϕ(P ).

Нехай e – одиниця алгебри A. Тодi

ϕ ? (δe +× δe)(P ) = lim
α

P (zα(e + e)) =

= lim
α

2nP (zα) = 2nϕ(P )

З iншого боку

(ϕ ? δe) +×(ϕ ? δe)(P ) = lim
α

P (ϕ +×ϕ) = 2ϕ(P )

Правило дистрибутивноiстi (1) не виконує-
ться.
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