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ПРО ВЛАСТИВОСТI РОЗВ’ЯЗКIВ ДЕЯКИХ УЛЬТРАПАРАБОЛIЧНИХ
РIВНЯНЬ ТИПУ КОЛМОГОРОВА НА НЕОБМЕЖЕНИХ ЧАСОВИХ

IНТЕРВАЛАХ
Для одного класу ультрапараболiчних рiвнянь типу Колмогорова зi сталими коефiцi-

єнтами в невиродженiй групi членiв знайдено явний вираз для фундаментального розв’язку
та одержано його оцiнки. Цi результати застосовано до виведення iнтегральних зображень
розв’язкiв на необмежених часових iнтервалах, доведення теореми про стiйкiсть нульового
розв’язку, теорем типу Лiувiлля, а також установлення коректної розв’язностi задачi Кошi
на часовому iнтервалi (0,∞) i задачi без початкових умов.

An explicit fundamental solution as well as it’s estimates are constructed for a class of
ultraparabolic equations of Kolmogorov type with the constant leading coefficients. The obtained
results are used to derive the integral representations of the solutions on unbounded time intervals,
to prove the theorem of the zero solution stability, to prove theorems of Liouville type, and to
set the correct solvability of the Cauchi problem on the time interval (0,∞) and of the problem
without initial conditions.

До внутрiшнiх властивостей розв’язкiв
параболiчних рiвнянь i систем рiвнянь на-
лежить їх поведiнка при великих значеннях
модуля часової змiнної t. Така поведiнка ха-
рактеризується, зокрема, стiйкiстю за Ляпу-
новим i стабiлiзацiєю при t → ∞ розв’яз-
кiв, визначених в областi {(t, x) ∈ Rn+1 | t ∈
(t0,∞), x ∈ Rn}, теоремами типу Лiувiлля,
якi визначають вид розв’язкiв, заданих в
областi {(t, x) ∈ Rn+1 | t ∈ (−∞, T ), x ∈ Rn},
за оцiнками їх поведiнки на нескiнченностi
та iн. В основi встановлення такого типу
властивостей лежать iнтегральнi зображен-
ня розв’язкiв за допомогою фундаменталь-
ного розв’язку задачi Кошi (ФРЗК). При
цьому iстотне значення мають точнi оцiнки
останнього на необмежених часових iнтер-
валах.

У 1953 р. C.Д. Ейдельман [1] при до-
слiдженнi параболiчних за Петровським си-
стем першого порядку за t ввiв так зва-
нi Л-умови. Вони полягали в тому, що для
ФРЗК справджувались оцiнки в необмеже-
них iнтервалах змiни t, оцiннi функцiї з яких
прямують до нуля при прямуваннi t до не-
скiнченностi. Цим же автором були видiле-

нi класи систем, для яких виконуються вве-
денi умови, та наведенi результати застосу-
вань вiдповiдних оцiнок ФРЗК. Дослiджен-
ня в цьому напрямку продовжувались, по-
глиблювались i розширювались у працях [2
– 12], де Л-умови вже називаються Λ±m i
Λm,r

δ . При цьому дослiдженням охоплюва-
лись не тiльки параболiчнi за Петровським,
але й

−→
2b-параболiчнi за Ейдельманом систе-

ми. Для систем, якi задовольняють указанi
умови, в цих працях доведенi теореми ти-
пу Лiувiлля, теореми про стiйкiсть за Ля-
пуновим i про єдинiсть розв’язкiв задач без
початкових умов, одержанi iнтегральнi зоб-
раження розв’язкiв, визначених як функцiї
t на iнтервалах (0,∞) i (−∞, T ), а також
формули та оцiнки для фундаментальних
розв’язкiв елiптичних систем, породжених
вiдповiдними параболiчними.

У данiй статтi наводяться аналогiчнi ре-
зультати для ультрапараболiчних рiвнянь
типу Колмогорова (за термiнологiєю iз [13])
зi сталими коефiцiєнтами в невиродженiй
групi членiв. Для таких рiвнянь попередньо
знаходиться явна формула для ФРЗК G,
яка дозволяє одержати оцiнки функуцiї G
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та похiдних типу Λm,∞
δ -оцiнок з [8 – 11].

1. Позначення, рiвняння, припущен-
ня. Використовуватимемо такi позначення:
N – множина всiх натуральних чисел; Nl :=
{1, . . . , l}, якщо l ∈ N; n1, n2, n3 i n – числа
iз N такi, що n1 ≥ n2 ≥ n3 i n = n1 + n2 + n3;
M := (n1 + 3n2 + 5n3)/2;

ζlj :=

{
1, j ∈ Nnl

,
0, j ∈ Nn1\Nnl

,
l ∈ {2, 3};

( , ) i ( , )l – скалярнi добутки вiдповiд-
но в Rn i Rnl , l ∈ N3; i – уявна одини-
ця; ΠH := {(t, x)|t ∈ H, x ∈ Rn}, якщо
H ⊂ R. Будемо розглядати одновимiрну
змiнну t i n-вимiрну змiнну x. Вважатиме-
мо, що змiнна x складається з n1-вимiрної
змiнної x1 := (x11, . . . , x1n1), n2-вимiрної
змiнної x2 := (x21, . . . , x2n2) i n3-вимiрної
змiнної x3 := (x31, . . . , x3n3), тобто x :=
(x1, x2, x3). Для будь-якої точки x ∈ Rn

покладатимемо x′l := (xl1, . . . , xln3), x′′l :=
(xl(n3+1), . . . , xln2), l ∈ N2, x̂1 := (x′1, x

′′
1),

X(t) := (X1(t), X2(t), X3(t)), X1(t) := x1,
X2(t) := x2 + tx̂1, X3(t) := x3 + tx′2 + 2−1t2x′1.

Розглянемо рiвняння вигляду

(Lu)(t, x) := (∂t −
n2∑

j=1

x1j∂x2j
−

n3∑
j=1

x2j∂x3j
−

−A(∂x1))u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Rn+1. (1)

Тут

A(∂x1) :=

n1∑

j,k=1

ajk∂x1j
∂x1k

+

n1∑
j=1

aj∂x1j
+ a0,

(2)
де ajk, aj i a0 – заданi дiйснi числа, причому
ajk = akj, {j, k} ⊂ Nn1 , i виконується умова
параболiчностi

∃ δ > 0 ∀σ1 ∈ Rn1 :

n1∑

j,k=1

ajkσ1jσ1k ≥ δ|σ1|2.

(3)
Позначимо через Al матрицю (ajk)

nl
j,k=1,

l ∈ N3. Умову (3) можна записати у виглядi

∃ δ > 0 ∀σ1 ∈ Rn1 : (A1σ1, σ1)1 ≥ δ|σ1|2. (4)

З цiєї умови, очевидно, випливають умови

∃ δ > 0 ∀σl ∈ Rnl : (Alσl, σl)l ≥ δ|σl|2,
l ∈ {2, 3}. (5)

Умови (4) i (5) гарантують iснування
обернених матриць A−1

l := (ajk
l )nl

j,k=1, l ∈ N3,
та сталої δ0 > 0 такої, що

∀σl ∈ Rnl : (A−1
l σl, σl)l ≥ δ0|σl|2. (6)

Рiвняння (1), для якого виконується при-
пущення (3), є ультрапараболiчним рiвнян-
ням типу Колмогорова [13]. Для випадку,
коли n1 = n2 = n3, воно є рiвнянням Сонiна
[14] зi сталими коефiцiєнтами в диференцi-
альному виразi (2).

Зауваження 1. Замiна
u(t, (x1 − at, x2, x3))e

−a0t = u0(t, x),
(t, x) ∈ Rn+1,

де a := (a1, . . . , an1), зводить рiвняння (1)
для функцiї u до такого рiвняння для фун-
кцiї u0:

(L0u0)(t, x) := (∂t −
n2∑

j=1

x1j∂x2j
−

n3∑
j=1

x2j∂x3j
−

−
n1∑

j,k=1

ajk∂x1j
∂x1k

)u0(t, x) = 0, (t, x) ∈ Rn+1.

(7)

2. Фундаментальний розв’язок зада-
чi Кошi. Знайдемо ФРЗК для рiвняння (1),
тобто функцiю G(t, x; τ, ξ), t > τ , {x, ξ} ⊂
Rn, таку, що формула

u(t, x) =

∫

Rn

G(t, x; τ, ξ)ϕ(ξ) dξ, t > τ, x ∈ Rn,

визначає розв’язок рiвняння (1) при t > τ ,
який задовольняє умову

u(t, x)|t=τ = ϕ(x), x ∈ Rn,

для будь-якої гладкої та фiнiтної функцiї ϕ
i довiльного числа τ ∈ R.

Оскiльки коефiцiєнти рiвняння (1) не за-
лежать вiд t, то його ФРЗК G, як функцiя
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t i τ , залежить лише вiд t − τ . Враховуючи
це i зауваження 1, одержимо, що

G(t, x; τ, ξ) =

= ea0(t−τ)G0(t− τ, (x1 + a(t− τ), x2, x3), ξ),

t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn, (8)

де G0(t− τ, x, ξ), t > τ , {x, ξ} ⊂ Rn, – ФРЗК
для рiвняння (7). Тому досить знайти фун-
кцiю G0(t, x, ξ), t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn.

Для її знаходження розглянемо задачу
Кошi

(L0u)(t, x) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

u(t, x)|t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn, (9)

де ϕ – гладка й фiнiтна функцiя. Шукаю-
чи розв’язок задачi (9) у виглядi оберненого
перетворення Фур’є вiд невiдомої функцiї v

u(t, x) = F−1
σ→x[v(t, σ)] :=

= (2π)−n

∫

Rn

exp{i(x, σ)}v(t, σ) dσ,

t > 0, x ∈ Rn, (10)

одержимо для v задачу
(

∂t +

n2∑
j=1

σ2j∂σ1j
+

n3∑
j=1

σ3j∂σ2j
+

+

n1∑

j,k=1

ajkσ1jσ1k

)
v(t, σ) = 0,

t > 0, σ ∈ Rn,

v(t, σ)|t=0 = ψ(σ) := Fx→σ[ϕ] :=

=

∫

Rn

exp{−i(σ, x)}ϕ(x) dx, σ ∈ Rn.

Розв’язавши цю задачу методом характе-
ристик i використавши (10), так само, як у
[13, с. 178–182], одержимо таку формулу для
розв’язку задачi (9):

u(t, x) =

∫

Rn

G0(t, x, ξ)ϕ(ξ) dξ, t > 0, x ∈ Rn,

де

G0(t, x, ξ) := t−M(F−1
σ→z[V (σ)])(t, z); (11)

V (σ) := exp
{−

n1∑

j,k=1

ajk

1∫

0

(σ1j + τζ2jσ2j+

+2−1τ 2ζ3jσ3j)(σ1k+τζ2kσ2k+2−1τ 2ζ3kσ3k) dτ
}
;

(12)
z := (z1, z2, z3); zl := t−l+1/2(Xl(t)−ξl), l ∈ N3.

Обчисливши iнтеграл iз формули (12) i
використавши означення ζlj, отримаємо

V (σ) = exp{−
n1∑

j,k=1

ajkσ1jσ1k−1

2

n1,n2∑

j,k=1

ajkσ1jσ2k−

−1

6

n1,n3∑

j,k=1

ajkσ1jσ3k − 1

2

n2,n1∑

j,k=1

ajkσ2jσ1k−

−1

3

n2∑

j,k=1

ajkσ2jσ2k − 1

8

n2,n3∑

j,k=1

ajkσ2jσ3k−

−1

6

n3,n1∑

j,k=1

ajkσ3jσ1k − 1

8

n3,n2∑

j,k=1

ajkσ3jσ2k−

− 1

20

n3∑

j,k=1

ajkσ3jσ3k} = exp{−(Aσ, σ)}, (13)

де

A := (Alm)3
l,m=1, A11 := A1, A22 :=

1

3
A2,

A33 :=
1

20
A3, A12 :=

1

2
A12, A13 :=

1

6
A13,

A21 :=
1

2
A21, A23 :=

1

8
A23, A31 :=

1

6
A31,

A32 :=
1

8
A32, Alm := (ajk)

nl,nm

j,k=1 , l 6= m.

Оберненим перетворенням Фур’є функцiї
(13) згiдно з формулою (38) iз книги [15,
c. 172] є функцiя

F−1
σ→z[V ] = (4π)−n/2(det A)−1/2×

× exp{−1

4
(z, A

−1
z)}, z ∈ Rn. (14)
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Знайдемо det A i A
−1. Користуючись

властивостями блочних матриць та узагаль-
неним алгоритмом Гаусса [16, с. 54–55], одер-
жуємо, що

det A = (12)−n2(720)−n3 det A1 ·det A2 ·det A3.
(15)

Щоб знайти A
−1, двiчi використаємо для

блочних квадратних матриць вигляду M :=(
A B
C D

)
, де A i D – квадратнi матрицi,

таку формулу Фробенiуса [16, c. 57]:

M−1 =

=

(
A−1 + A−1BH−1CA−1 −A−1BH−1

−H−1CA−1 H−1

)
,

де H := D−CA−1B. У результатi одержимо
для блокiв A

lm матрицi A
−1

:= (A
lm

)3
l,m=1

такi рiвностi:

A
11

= A−1
1 +

(
3A−1

2 + P (5) On2,n1−n2

On1−n2,n2 On1−n2,n1−n2

)
,

A
12

=

( −6A−1
2 − P (30)

On1−n2,n2

)
,

A
13

=

(
60A−1

3

On2−n3,n3

)
,

A
21

=
( −6A−1

2 − P (30) On2,n1−n2

)
,

A
22

= 12A−1
2 + P (180),

A
23

=

( −360A−1
3

On2−n3,n3

)
,

A
31

=
(

60A−1
3 On3,n1−n3

)
,

A
32

=
( −360A−1

3 On3,n2−n3

)
,

A
33

= 720A−1
3 ,

де Or,s – нульова матриця розмiру r × s, a

P (k) =

(
kA−1

3 On3,n2−n3

On2−n3,n3 On2−n3,n2−n3

)
.

Запровадивши позначення:

y1 :=
t

2
(x1 − ξ1), y2 := x2 +

t

2
(x̂1 + ξ̂1)− ξ2,

y3 := x3 +
t

2
(x′2 + ξ′2) +

t2

12
(x′1 − ξ′1)− ξ3,

маємо

z1 = 2t−3/2y1, z2 = t−3/2(y2 + ŷ1),

z3 = t−5/2(y3 +
t

2
y′2 +

t

3
y′1),

(z, A
−1

z) =

= 4t−3(A−1
1 y1, y1)1 + 12t−3(A−1

2 y2, y2)2+

+720t−5(A−1
3 y3, y3)3 = t−1(A−1

1 (x1 − ξ1), x1−

−ξ1)1 + 12t−3(A−1
2 (x2 +

t

2
(x̂1 + ξ̂1)− ξ2), x2+

+
t

2
(x̂1 + ξ̂1)− ξ2)2 + 720t−5(A−1

3 (x3+

+
t

2
(x′2+ξ′2)+

t2

12
(x′1−ξ′1)−ξ3), x3+

t

2
(x′2+ξ′2)+

+
t2

12
(x′1 − ξ′1)− ξ3)3.

Звiдси та з рiвностей (8), (11), (14) i (15)
випливають формули

G0(t, x, ξ) = M0t
−M exp{−(4t)−1(A−1

1 (x1−

−ξ1), x1−ξ1)1−3t−3(A−1
2 (x2+

t

2
(x̂1+ξ̂1)−ξ2), x2+

+
t

2
(x̂1+ξ̂1)−ξ2)2−180t−5(A−1

3 (x3+
t

2
(x′2+ξ′2)+

+
t2

12
(x′1 − ξ′1)− ξ3), x3 +

t

2
(x′2 + ξ′2)+

+
t2

12
(x′1 − ξ′1)− ξ3)3}, t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn,

G(t, x; τ, ξ) = M0(t−τ)−M exp{−ρ(t−τ, x, ξ)+

+a0(t− τ)}, t > τ, {x, ξ} ⊂ Rn, (16)

де
M0 := 2−n13n2/2180n3/2π−n/2×
×(det A1 · det A2 · det A3)

−1/2,

ρ(t, x, ξ) := (4t)−1

n1∑

j,k=1

ajk
1 (x1j +ajt−ξ1j)(x1k+

+akt− ξ1k)− 3t−3

n2∑

j,k=1

ajk
2 [x2j +

t

2
(x1j + ajt+
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+ξ1j)− ξ2j][x2k +
t

2
(x1k + akt + ξ1k)− ξ2k]−

−180t−5

n3∑

j,k=1

ajk
3 [x3j +

t

2
(x2j + ξ2j) +

t2

12
(x1j+

+ajt− ξ1j)− ξ3j][x3k +
t

2
(x2k + ξ2k) +

t2

12
(x1k+

+akt− ξ1k)− ξ3k]. (17)

3. Оцiнки ФРЗК. Використавши (6) i
(17), одержимо оцiнку

ρ(t, x, ξ) ≥ δ0

[
(4t)−1|x1 + at− ξ1|2 + 3t−3|x2+

+2−1t(x̂1+ât+ξ̂1)−ξ2|2+180t−5|x3+2−1t(x′2+

+ξ′2)+12−1t2(x′1+a′t−ξ′1)−ξ3|2
] ≥ δ0

[
(4t)−1×

×|x1 + at− ξ1|2 + αt−3|x2 + 2−1t(x̂1 + ât+

+ξ̂1)−ξ2|2+βt−5|x3+2−1t(x′2+ξ′2)+12−1t2(x′1+

+a′t− ξ′1)− ξ3|2
]
,

де додатнi числа α ≤ 3 i β ≤ 180 будуть
вибранi нижче. Далi ми скористаємося не-
рiвностями [13, c. 29]

|a + b|2 ≥ 2−1|a|2 − |b|2,
|a + b + c|2 ≥ 4−1|a|2 − 2−1|b|2 − |c|2,

{a, b, c} ⊂ Rl, (18)

взявши спочатку a = x2 + t(x̂1 + ât) − ξ2,
b = −2−1t(x̂1 + ât − ξ̂1) − ξ1, а потiм a =
x3+tx′2+2−1t2x′1−ξ3, b = −2−1t(x′2+tx′1−ξ′2),
c = 12−1t2(x′1 + a′t− ξ′1). Тодi одержимо

ρ(t, x, ξ) ≥ δ0

[
(4t)−1|x1+at−ξ1|2+2−1αt−3|x2+

+t(x̂1 + ât− ξ2|2 − 4−1αt−1 |x̂1 + ât− ξ̂1|2 +

+4−1βt−5|x3+tx′2+2−1t2x′1−ξ3|2−8−1βt−3|x′2+
+t(x′1 +a′t)− ξ′2|2−12−2βt−1|x′1 +a′t− ξ′1|2

] ≥
≥ δ0

[
(4−1 − 4−1α− 12−2β)t−1|x1 + at− ξ1|2+

+(2−1α− 8−1β)t−3|x2 + t(x̂1 + ât)− ξ2|2+
+4−1βt−5|x3 + tx′2 + 2−1t2x′1 − ξ3|2

] ≥
≥ c1(t

−1|x1 + at− ξ1|2 + t−3|x2 + t(x̂1+

+ât)−ξ2|2+t−5|x3+tx′2+2−1t2x′1−ξ3|2), (19)

де c1 := δ0 min{4−1 − 4−1α − 12−2β, 2−1α −
8−1β, 4−1β} > 0, якщо сталi α i β вибрати
так, щоб 4−1 − 4−1α − 12−2β > 0 i 2−1α −
8−1β > 0.

За допомогою першої iз нерiвностей (18)
маємо

|x1 + at− ξ1|2 ≥ 2−1|x1 − ξ1|2 − |a|2t2,
|x2+t(x̂1+ât)−ξ2|2 ≥ 2−1|x2+tx̂1−ξ2|2−|a|2t4.
Використавши цi нерiвностi в (19), отрима-
ємо оцiнку

ρ(t, x, ξ) ≥ c1

[
2−1t−1|x1 − ξ1|2 + 2−1t−3|x2+

+tx̂1−ξ2|2+t−5|x3+tx′2+2−1t2x′1−ξ3|2−2|a|t] ≥

≥ 2−1c1

3∑

l=1

t1−2l|Xl(t)− ξl|2 − 2c1|a|2t. (20)

Оцiнку (20) будемо застосовувати до
одержання оцiнок ФРЗК G та його похi-
дних. Цi оцiнки мають такий вигляд:

|∂α
x ∂β

ξ G(t, x; τ, ξ)| ≤ Cαβ(t− τ)−M−Mαβ×
× exp{λ(t− τ)}Ec(t− τ, x, ξ), t > τ,

{x, ξ} ⊂ Rn, (21)

де α := (α1, α2, α3) i β := (β1, β2, β3),
{αl, βl} ⊂ Znl

+ , l ∈ Nl, – довiльнi n-вимiрнi
мультиiндекси, Cαβ i c – додатнi сталi, λ :=
a0+2c1|a|2, Mαβ := [|α1|+|β1|+3(|α2|+|β2|)+
5(|α3|+ |β3|)]/2, |αl| := αl1 + · · ·+ αlnl

, якщо
αl := (αl1, . . . , αlnl

),

Ec(t, x, ξ) := exp{−c

3∑

l=1

t1−2l|Xl(t)− ξl|2}.
(22)

Оцiнка (21) для α = β = 0 випливає безпо-
середньо з (16) i (20). Оцiнки (21) y загаль-
ному випадку випливають iз одержаних при
диференцiюваннi (16) виразiв, оцiнки (20) та
такого твердження:

∀ r > 0 ∃Cr > 0 ∀ z ∈ Rl :

|z|r exp{−c∗|z|2} ≤ Cr exp{−c|z|2}, (23)

де c – фiксована стала з промiжку (0, c∗).
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Зауважимо, що ФРЗК G має всi власти-
востi, наведенi в [13, c. 247–254].

4. Iнтегральнi зображення розв’яз-
кiв на необмежених часових iнтерва-
лах. Наведемо теореми про iнтегральнi зо-
браження розв’язкiв вiдповiдного (1) нео-
днорiдного рiвняння

Lu = f, (24)

якi визначенi в областях Π[0,∞) i Π(−∞,T ], де
T ∈ R. Далi c0 – фiксована додатна стала,
менша нiж стала c з оцiнок (21).

Розглянемо спочатку випадок областi
Π[0,∞). Для будь-яких t ≥ 0, p ∈ [1,∞] i
η := (η1, η2, η3), де ηl ≥ 0, l ∈ N3, означи-
мо ваговi норми

‖u(t, · ) ‖p, η := ‖u(t, · )Φη(t, · )‖Lp(Rn), (25)

де

Φη(t, x) := exp

{
−

3∑

l=1

ηl|Xl(t)|
}

, x ∈ Rn.

(26)
Зауважимо, що для функцiї (26) справ-

джується нерiвнiсть

F (t, x; τ, ξ) := Ec0(t−τ, x, ξ)Φη(t, x)Φ−η(τ, ξ) ≤

≤ exp
{ 1

c0

(
η2

1t +
3

2
η2

2t
3 + η2

3t
5
)}

,

τ < t, {x, ξ} ⊂ Rn. (27)

Справдi, використовуючи (22), (26), озна-
чення точок Xl(t) i аналогiчне означен-
ня точок Ξl(τ), побудованих за змiнною
ξ := (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ Rn, маємо

Φη(t, x)Φ−η(τ, ξ) = exp
{ 3∑

l=1

ηl(|Ξl(τ)|−

−|Xl(t)|)
} ≤ exp

{ 3∑

l=1

ηl|Xl(t)− Ξl(τ)|} =

= exp
{
η1(|x1 − ξ1|) + η2(|X2(t− τ)− ξ2+

+τ(x̂1−ξ̂1)|)+η3|X3(t−τ)+τ(x′2+(t−τ)x′1−ξ′2)+

+
τ 2

2
(x′1−ξ′1)|

} ≤ exp
{ 3∑

l=1

al(t)|Xl(t−τ)−ξl|)
}
,

F (t, x; τ, ξ) ≤ exp
{ 3∑

l=1

[−c0(t− τ)1−2l×

×|Xl(t− τ)− ξl|2 + al(t)|Xl(t− τ)− ξl|]
}
,

де a1(t) := η1 +η2t+2−1η3t
2, a2(t) := η2 +η3t,

a3(t) := η3. Оскiльки функцiя fl(yl) := c0(t−
−τ)1−2ly2

l +al(t)yl, yl ≥ 0, набуває свого най-
бiльшого значення

(4c0)
−1(al(t))

2t2l−1

при yl = (2c0)
−1al(t)(t− τ)1−2l, то одержуємо

F (t, x; τ, ξ) ≤ exp
{
(4c0)

−1

3∑

l=1

(al(t))
2t2l−1

}
=

= exp
{
(4c0)

−1[(η1 + η2t + 2−1η3t
2)2t + (η2+

+η3t)
2t3 + η2

3t
5]

}
.

Далi, використавши нерiвностi (a+ b+ c)2 ≤
4(a2 + b2 + c2) i (a + b)2 ≤ 2(a2 + b2), дiйдемо
до оцiнки (27).

Теорема 1. Нехай u – розв’язок рiвняння
(24) в областi Π[0,∞), який задовольняє при
заданих p i η такi умови:

1) ∀ T0 > 0 ∃C > 0 ∀ t ∈ [0, T0] :

‖u(t, ·) ‖p,η ≤ C;

2) функцiя f в Π[0,∞) неперервна, задо-
вольняє локальну умову Гельдера за x i для
кожного t ≥ 0 є скiнченними величини

‖ f(t, ·) ‖p,η i Fp,η(t) :=
t∫

0

e−λτ ‖ f(τ, ·) ‖p,η dτ.

Тодi є правильними зображення

u(t, x) =

t∫

0

dτ

∫

Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ) dξ +

+

∫

Rn

G(t, x; 0, ξ)u(0, ξ) dξ =: uf (t, x) + u0(t, x)

(28)
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для будь-якої точки (t, x) ∈ Π[0,∞) та оцiнка

‖u(t, ·) ‖p,η ≤ CΛη(t)(Fp,η(t) + ‖u(0, ·) ‖p,η),

t ≥ 0, (29)

де

Λη(t) := exp
{
λt +

1

c0

(
η2

1t +
3

2
η2

2t
3 + η2

3t
5
)}

,

λ – стала з оцiнок (21).

J Заданий розв’язок в областi Π[0,T0] з до-
вiльним T0 > 0 задовольняє умови теореми
3.11 з [13, c. 238], тому є правильним зобра-
ження (28) в Π[0,T0]. Звiдси випливає пра-
вильнiсть цього зображення в Π[0,∞).

Встановимо оцiнку (29). При цьому обме-
жимось тiльки оцiнюванням функцiї uf .
Функцiя u0 оцiнюється аналогiчно, навiть
проcтiше.

За допомогою оцiнок (21) i (27) маємо

|uf (t, x)|Φη(t, x) ≤ C0e
λt

t∫

0

dτ

∫

Rn

(t− τ)−M×

×Ec−c0(t− τ, x, ξ)
(
e−λτ |f(τ, ξ)|Φη(τ, ξ)

)×

×F (t, x; τ, ξ) dξ ≤ C0Λη(t)

t∫

0

dτ

∫

Rn

(t− τ)−M×

×Ec−c0(t− τ, x, ξ)
(
e−λτ |f(τ, ξ)|Φη(τ, ξ)

)
dξ,

(t, x) ∈ Π[0,∞). (30)

З цiєї оцiнки, а також рiвностей
∫

Rn

(t−τ)−MEĉ(t−τ, x, ξ) dξ = Ĉ, t > τ, x ∈ Rn,

(31)∫

Rn

(t−τ)−MEĉ(t−τ, x, ξ) dx = Ĉ, t > τ, ξ ∈ Rn,

(32)
де ĉ > 0, безпосередньо одержуємо

‖uf (t, ·) ‖∞,η ≤ C0Λη(t)F∞,η(t), t ≥ 0,

‖uf (t, ·) ‖1,η ≤ C0Λη(t)

t∫

0

e−λτ dτ

∫

Rn

|f(τ, ξ)|×

×Φη(τ, ξ) dξ

∫

Rn

(t− τ)−MEc−c0(t− τ, x, ξ) dx =

= CΛη(t)F1,η(t), t ≥ 0.

Нехай тепер число p ∈ (1,∞) i число p′

таке, що 1/p + 1/p′ = 1. За допомогою (30),
(31) i нерiвностi Гельдера маємо

|uf (t, x)|Φη(t, x) ≤ C0Λη(t)

t∫

0

e−λτ×

×[ ∫

Rn

(t− τ)−M |f(τ, ξ)|pΦpη(τ, ξ)×

×Ep(c−c0)/2(t− τ, x, ξ)dξ
]1/p[ ∫

Rn

(t− τ)−M×

×Ep′(c−c0)/2(t− τ, x, ξ)dξ]1/p′]dτ = C1Λη(t)×

×
t∫

0

e−λτ
[ ∫

Rn

(t− τ)−M |f(τ, ξ)|pΦpη(τ, ξ)×

×Ep(c−c0)/2(t− τ, x, ξ)dξ
]1/p

dτ, (t, x) ∈ Π[0,∞),

звiдки з урахуванням (32) випливає

‖uf (t, ·) ‖p,η ≤ C1Λη(t)

t∫

0

e−λτ×

[ ∫

Rn

|f(τ, ξ)|pΦpη(τ, ξ)
( ∫

Rn

(t− τ)−M×

×Ep(c−c0)/2(t− τ, x, ξ) dx
)
dξ

]1/p
dτ =

= C2Λη(t)

t∫

0

e−λτ‖ f(τ, ·) ‖p,η dτ =

= C2Λη(t)Fp,η(t), t ≥ 0. I
Перейдемо до випадку областi Π(−∞,T ].

Розглянемо набiр функцiй
−→
k (t) := (k1(t,

a1), k2(t, a2), k3(t, a3)), kl(t, al) := c0al(c0 −
alt

2l−1)−1, l ∈ N3, t ≤ T , де al, l ∈
N3, – невiд’ємнi числа такi, що T <
min
l∈N3

(c0/al)
1/(2l−1), a також вагову функцiю
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Ψν(t, x) := exp{ν
3∑

l=1

kl(t, al)|Xl(t)|2}, (t, x) ∈
Π(−∞,T ], ν ∈ R. Для p ∈ [1,∞] i t ≤ T озна-
чимо норму

‖u(t, ·) ‖
−→
k (t)
p := ‖u(t, ·) Ψ−1(t, ·) ‖LP (Rn).

Згiдно з [13, c. 209, 234] справджуються не-
рiвностi

kl(t− τ, kl(τ, al)) ≤ kl(t, al), l ∈ N3,

Ec0(t− τ, x, ξ)Ψ1(τ, ξ) ≤ Ψ1(t, x),

−∞ < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn. (33)

Теорема 2. Нехай u – розв’язок рiвняння
(24) в Π(−∞,T ], який для деякого p ∈ [1,∞]
задовольняє такi умови:

1) ∀ t0 ≤ T ∃C > 0 ∀ t ∈ [t0, T ]:
‖u(t, ·) ‖

−→
k (t)
p ≤ C,

причому e−λt‖u(t, ·) ‖
−→
k (t)
p → 0 при t → −∞;

2) функцiя f неперервна i задовольняє ло-
кальну умову Гельдера за x в Π(−∞,T ], а та-
кож для кожного t ≤ T є скiнченними ве-
личини ‖ f(t, ·) ‖

−→
k (t)
p i

Fp(t) :=

t∫

−∞

e−λτ‖ f(τ, ·) ‖
−→
k (τ)
p dτ.

Тодi є правильними зображення

u(t, x) =

t∫

−∞

dτ

∫

Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ) dξ =

=: uf (t, x), (t, x) ∈ Π(−∞,T ], (34)

та оцiнка

‖u(t, ·) ‖
−→
k (t)
p ≤ CeλtFp(t), t ≤ T. (35)

J Нехай t0 – довiльно взяте число з
(−∞, T ) i u – заданий розв’язок рiвняння
(24) в Π(−∞,T ]. Вiн є в Π(t0,T ] розв’язком за-
дачi Кошi для цього рiвняння з початковою

функцiєю u(t0, x), x ∈ Rn. Згiдно з резуль-
татами з [13, п.3.2.3] маємо зображення

u(t, x) =

t∫

t0

dτ

∫

Rn

G(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ) dξ+

+

∫

Rn

G(t, x; t0, ξ)u(t0, ξ)dξ =: ut0
f (t, x)+

+ut0
0 (t, x), (t, x) ∈ Π(t0,T ]. (36)

Ця рiвнiсть справджується для будь-якого
t0 < T . Зафiксувавши точку (t, x) ∈ Π(−∞,T ] i
перейшовши в (36) до границi при t0 → −∞,
отримаємо формулу (34) для будь-якої зафi-
ксованої точки (t, x). При цьому умови те-
ореми гарантують правильнiсть спiввiдно-
шень

ut0
f (t, x) → uf (t, x) i ut0

0 (t, x) → 0, t0 → −∞.

Доведемо, що справджується оцiнка (35).
Використавши формулу (34), нерiвностi (21)
i (33), одержимо

|u(t, x)| ≤ C0e
λtΨ1(t, x)

t∫

−∞

e−λτdτ×

×
∫

Rn

(t− τ)−MEc−c0(t− τ, x, ξ)(|f(τ, ξ)|×

×Ψ−1(τ, ξ))dξ, (t, x) ∈ Π(−∞,T ]. (37)

Звiдси за допомогою рiвностей (31) i (32)
безпосередньо випливає оцiнка (35) для p ∈
{1,∞}.

Якщо p ∈ (1,∞), то за допомогою нерiв-
ностi Гельдера подiбно до того, як при дове-
деннi теореми 1, маємо

|u(t, x)|Ψ−1(t, x) ≤ C1e
λt

t∫

−∞

e−λτ [

∫

Rn

(t−τ)−M×

×(|f(τ, ξ)|pΨ−p(τ, ξ))Ep(c−c0)/2(t−τ, x, ξ)dξ]dτ,

(t, x) ∈ Π(−∞,T ],

звiдки з урахуванням (32) випливає оцiнка
(35) для p ∈ (1,∞). I
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Зауваження. З теорем 1 i 2 та резуль-
татiв з [13, п.3.2.3] для випадку обмежених
часових iнтервалiв випливають теореми про
коректну розв’язнiсть у вiдповiдних класах
функцiй задачi Кошi в областi Π[0,∞) та за-
дачi без початкових умов для рiвняння (24).

5. Теорема про стiйкiсть нульово-
го розв’язку та теореми типу Лiувiл-
ля. Наслiдком теореми 1 є наступна теорема
3 про стiйкiсть нульового розв’язку однорi-
дного рiвняння (1).

Для вимiрної функцiї u : Π[0,∞) → R оз-
начимо норми

‖u ‖g(·)
p,η := sup

t≥0
(g(t) ‖u(t, ·) ‖p,η),

де ‖u(t, ·) ‖p,η – норма (25), а g : [0,∞) →
(0,∞) – деяка неперервна функцiя.

Означення. Нульовий розв’язок рiвня-
ння (1) називатимемо Eg

p,η-стiйким, якщо
для довiльного ε > 0 iснує таке δ > 0, що
для будь-якого розв’язку u цього рiвняння,
який задовольняє умову 1) теореми 1 та
умову ‖u(0, ·) ‖p,η < δ, справджується не-
рiвнiсть ‖u ‖g(·)

p,η < ε.

Теорема 3. Нульовий розв’язок рiвняння
(1) є Eg

p,η-стiйким з довiльним p ∈ [1,∞] i
ηl ≥ 0, l ∈ N3, та функцiєю g(t) = (Λη(t))

−1,
t ≥ 0.

J На пiдставi теореми 1 для розв’язкiв
рiвняння (1) справджується оцiнка

‖u(t, ·) ‖p,η ≤ CΛη(t)‖u(0, ·) ‖p,η,

з якої i випливає правильнiсть твердження
теореми. I

Для розв’язкiв рiвняння (1), визначених
у Π(−∞,T ], є правильними теореми типу Лiу-
вiлля. Наведемо деякi з них.

Теорема 4. Нехай коефiцiєнти рiвнян-
ня (1) такi, що для його ФРЗК справджу-
ються оцiнки (21) з λ = 0. Якщо u – розв’я-
зок рiвняння (1), який задовольняє умову

∃C > 0 ∃ βl ≥ 0, l ∈ N3, ∀(t, x) ∈ Π(−∞,T ] :

|u(t, x)| ≤ C

3∏

l=1

(1 + |xl|)βl , (38)

то u, як функцiя xl, є многочленом степе-
ня, не вищого нiж цiла частина [βl] числа
βl.

J Для будь-якого t ∈ (−∞, T ] так само,
як при доведеннi теореми 2, є правильним
зображення (36), тобто

u(t, x) =

∫

Rn

G(t, x; t0, ξ)u(t0, ξ) dξ,

(t, x) ∈ Π(t0,T ]. (39)

Нехай (t, x) – довiльно фiксована точка
областi Π(−∞,T ], a t0 взято так, щоб t − t0 ≥
1. Проведемо оцiнки похiдних вiд iнтеграла
(39), користуючись оцiнками (21) з λ = 0 та
умовою (38). Маємо

|∂α
x u(t, x)| ≤ Cα(t− t0)

−M−Mα0×

×
∫

Rn

Ec(t− t0, x, ξ)
3∏

l=1

(1 + |ξl|)βl dξ.

Здiйснимо в останньому iнтегралi замi-
ну змiнних iнтегрування за формулами
yl = (t − t0)

(1−2l)/2(ξl − Xl(t − t0)), l ∈ N3.
Тодi

|∂α
x u(t, x)| ≤ Cα(t− t0)

−Mα0×

×
3∏

l=1

∫

Rnl

exp{−c|yl|2}(1 + |(t− t0)
(2l−1)/2yl+

+Xl(t− t0)|)βl dyl.

Далi, скориставшись твердженням (23) i
тим, що t− t0 ≥ 1, отримаємо

|∂α
x u(t, x)| ≤ Cα(x)

3∏

l=1

(t− t0)
(2l−1)(βl−|αl|)/2.

Виберемо мультиiндекс α0 := (α0
1, α

0
2, α

0
3) ∈

Zn
+ так, щоб |α0

l | > βl, l ∈ N3. Оскiльки
t − t0 → ∞ при t0 → −∞ i (t, x) – до-
вiльно фiксована точка, то ∂α

x u(t, x) = 0,
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(t, x) ∈ Π(−∞,T ], для будь-якого мультиiнде-
ксу α ≥ α0. Отже, u як функцiя xl є много-
членом, степiнь якого згiдно з (38) не пере-
вищує [βl]. I

Теорема 5. Розв’язок рiвняння (1), який
визначений в областi Π(−∞,T ] i задовольняє
умову 1) теореми 2, є нульовим.

J Твердження теореми є безпосереднiм
наслiдком теореми 2. I
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