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ЕЛIПТИЧНI КРАЙOВI ЗАДАЧI З МАЛИМ ПАРАМЕТРОМ I
ДОДАТКОВИМИ НЕВIДОМИМИ ФУНКЦIЯМИ НА МЕЖI ОБЛАСТI.

ФОРМАЛЬНИЙ АСИМПТОТИЧНИЙ РОЗВ’ЯЗОК
Розглядаються елiптичнi крайовi задачi, в яких оператор в областi полiномiально зале-

жить вiд малого параметра, а в крайових умовах мiстяться додатковi невiдомi функцiї. За
допомогою методу Вишика–Люстерника будується формальний асимптотичний розв’язок цiєї
задачi. Дається означення елiптичної та правильно елiптичної з малим параметром задачi з
невiдомими додатковими функцiями на межi областi.

In the paper a class of elliptic boundary value problems is considered. The main operator in
the domain depends on a small parameter, the boundary conditions contain additional functions
defined on the boundary of the domain. The formal asymptotic solution is constructed by means of
the Vishik-Lyusternik method. For these problems the definition of ellipticity with small parameter
is introduced.

1. Вступ. Дослiджувана в данiй статтi
задача формулюється наступним чином. На
многовидi G з гладкою межею ∂G ∈ C∞
розглядається така крайова задача для елiп-
тичного оператора порядку 2m:

A(x,D, ε)u(x) = f(x) x ∈ G, (1)

(Bj(x
′, D)u)(x′) +

κ∑

k=1

Cjk(x
′, D′)σk(x

′) =

= gj(x
′), x′ ∈ ∂G, j ∈ {1, . . . ,m + κ}, (2)

де оператор в (1) полiномiально залежить
вiд малого параметра ε > 0:

A(x, D, ε) := ε2m−2µA2m(x,D)+

+ε2m−2µ−1A2m−1(x,D) + . . . + A2µ(x, D).
(3)

Тут A2m−j(x,D), j ∈ {0, . . . , 2m − 2µ}, – лi-
нiйний диференцiальний оператор порядку
2m−j з головною частиною A0

2m−j, {m,µ} ⊂
N, m > µ, а Bj(x,D), Cjk(x

′, D′) – лiнiйнi ди-
ференцiальнi оператори, заданi на межi ∂G,
порядкiв mj та mj + αk з головними части-
нами B0

j , C
0
jk вiдповiдно.

Для чисел m1, . . . , mm+κ виконана умова

m1 ≤ . . . ≤ mµ+κ < mµ+κ+1 ≤ . . . mm+κ.
(4)

Крiм того, будемо вважати, що для фi-
ксованого ε > 0 задача є стандартною елi-
птичною задачею (тобто оператор A2m(x,D)
є елiптичний та оператори Bj(x,D), j ∈
{1, . . . ,m+κ}, Cjk(x

′, D′), j ∈ {1, . . . , m+κ},
k ∈ {1, . . . ,κ}, пов’язанi з A2m(x,D) умова-
ми Шапiро–Лопатинського [1–3]).

Основна задача полягає в описаннi необ-
хiдних i достатнiх умов на символи опера-
тора в (1) та операторiв на межi (2), якi га-
рантують:

(А) iснування апрiорних оцiнок задачi,
рiвномiрних стосовно ε ↘ 0 у спецiальних
вагових просторах;

(В) побудова формального асимтотично-
го розв’язку (ФАР) задачi;

(С) обгрунтування формального асим-
птотичного розв’язку (тобто оцiнка нев’язки
мiж розв’язком задачi (1),(2) та скiнченною
сумою асимптотичного ряду).

Ми почнемо з питання (В). За допомо-
гою методу Вишика–Люстерника будується
формальний асимптотичний розв’язок. По-
будова є конструктивною i дає змогу “вияви-
ти” необхiднi та достатнi умови для розв’я-
зностi задачi. Сформульованi умови дають
можливiсть отримати для задачi (1), (2)
оцiнки фундаментальних розв’язкiв та, на
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їх основi, отримати апрiорнi оцiнки (тобто
вiдповiсти на питання (А)).

Змiстовна теорiя елiптичних з малим па-
раметром крайових задач бере свiй поча-
ток з працi М.Й. Вишика i Л.А. Люстер-
ника [4]. Узагальнив та осучаснив цю тео-
рiю Л.Р. Волєвич (див. [5] та наявну там бi-
блiографiю). Теорiя розв’язностi для елiпти-
чних задач (елiптичних з параметром у сенсi
Аграновича-Вишика [6]) з невiдомими дода-
тковими функцiями на межi побудована в
працях [1–3]. Як наслiдок цього, природним
стало питання про вивчення елiптичних за-
дач з малим параметром i невiдомими до-
датковими функцiями на межi областi. Схе-
ма дослiдження аналогiчна запропонованiй
в працi Л.Р. Волєвича [5].

Користуючись нагодою, автор прино-
сить глибоку вдячнiсть Л.Р. Волєвичу ,
М.Л. Горбачуку та О.О. Мурачу за поста-
новку задачi та обговорення результатiв.

2. Формальний асимптотичний роз-
в’язок задачi (1), (2). Принцип локально-
стi, який лежить в основi елiптичної теорiї,
дозволяє “склеїти” ФАР задачi (1), (2) з “ло-
кальних” ФАР, визначених в околi деяких
внутрiшнiх точок многовиду G та деяких то-
чок межi ∂G, а саме: нам слiд побудувати
ФАР для рiвняння (1) в Rn та для крайо-
вої задачi (1), (2) в Rn

+. У цьому роздiлi
показано, як зa допомогою методу Вишика-
Люстерника можна побудувати ФАР задачi
(1), (2). Детальнiше обговорення формаль-
ного асимптотичного розв’язку можна знай-
ти в працi [6].

2.1. Формальний асимптотичний
розв’язок в Rn. Конструкцiя формального
асимптотичного розв’язку в Rn знайдена в
[5]. Нагадаємо її. ФАР шукається у виглядi

U(x, ε) =
∞∑

k=0

εkuk(x). (5)

Пiдставляючи (5) у рiвняння (1) та при-
рiвнюючи члени при однакових степенях ε,
прийдемо до таких рекурентних спiввiдно-

шень:

A2µu0 = f,

A2µu1 = −A2µ+1u0, (6)
· · ·

A2µuk = −A2µ+1uk−1 − . . .− A2muk−2m+2µ,

де формально покладемо uk−l = 0 при l >
k > 1.

Рiвняння (6) показують, що наша реку-
рентна система може бути розв’язна, якщо
оператор

A2µ(x,D) : Hr(G) → Hr−2µ(G)
має обмежений обернений для деякого r. Не-
обхiдною умовою оборотностi цього опера-
тора є елiптичность A2µ(x,D). Ця умова не
є достатньою, i потрiбнi додатковi умови на
молодшi члени. Для обгрунтування побудо-
ви ФАР необхiдна оцiнка знизу оператора
A(x,D, ε), яка забезпечує єдинiсть в Rn (де-
тальнiше див. [1–3]).

2.2. Формально асимптотичний роз-
в’язок у пiвпросторi. Розглянемо задачу
(1), (2) в пiвпросторi

Rn
+ := {x = (x′, xn) : x′ ∈ Rn−1, xn ≥ 0}.

Формальний розв’язок для рiвняння
знайдений в [5]. Розв’язок будемо шукати у
виглядi

v = U(x, ε) + V (x′, xn/ε, ε). (7)

Перший член у (7) – це так званий “зов-
нiшнiй” розклад вигляду (5), елементи цiєї
суми пов’язанi рекурентними спiввiдношен-
нями (6). Другий член у (7) – “внутрiш-
нiй” розклад або примежовий шар у формi
Вишика–Люстерника [4]. Шукатимемо його
у виглядi

V (x′, xn/ε, ε) =
∞∑

l=0

εl0+lvl(x
′, xn/ε). (8)

Внутрiшнiй розклад (8) шукається як
розв’язок однорiдного рiвняння

A(x,D, ε)V (x′, xn/ε, ε) = 0. (9)
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Перетворимо рiвняння (9), зробивши замiну
змiнної xn на t = xn/ε, до вигляду

∞∑

l=0

εl0+l−2µ(A(x′, εt, εD′, Dt)vl)(x
′, t) = 0.

(10)
Розкладаючи A(x′, εt, εD′, Dt, ε) у ряд (вза-
галi кажучи, формальний) за степенями ε,
отримуємо

A(x′, εt, εD′, Dt) =

= A(x′, 0, 0, Dt) +
∑
s=1

εsAs(x
′, t, D′, Dt).

Пiдставляючи в (10) та прирiвнючи члени
при однакових степенях ε, одержуємо реку-
рентну систему звичайних диференцiальних
рiвнянь з незалежною змiнною t (параме-
тризовану точками x′ ∈ Rn−1):

A(x′, 0, 0, Dt, 1)vl(x
′, t) =

= −
l∑

s=1

As(x
′, t, D′, Dt, 1)vl−s(x

′, t).

Знову, повернувшись до старої змiнної xn,
отримаємо спiввiдношення

A2µ(x,D)uk(x) = Fk(x, u0, . . . , uk−1), (11)

A(x′, 0, 0, Dt, 1)vl(x
′, t) = F ′

l (x, v0, . . . , vk−1),
(12)

при виконаннi яких функцiя (7) буде ФАР
рiвняння (1). У правих частинах (11), (12)
стоять функцiї Fk i F ′

l , якi стають вiдомими
пiсля визначення u0, . . . , uk−1 i v0, . . . , vk−1.

Аналогiчно до того, як для (5), будується
i розклад невiдомих функцiй σk:

σk(x
′, ε) =

∞∑

h=0

εhσh
k (x′). (13)

Тепер необхiдно пiдiбрати крайовi умови
для функцiй uk, vl, σ

h
k так, щоб функцiї (7) i

(13) формально задовольняли крайовi умо-
ви (2):

Bj(x
′, D)U(x, ε)|xn=0+

+Bj(x
′, D)V (x′, xn/ε, ε)|xn=0 +

+
κ∑

k=1

Cjk(x
′, D′)σk(x

′, ε) = gj(x
′),

j ∈ {1, . . . , m + κ}.
Важливу роль для побудови ФАР буде мати
вибiр числа l0:

l0 = mµ+κ + 1. (14)

2.3. Вибiр функцiй u0, v0 та σ0
k. Для

того щоб визначити першi члени розкладу
(7) та (13), застосуємо до них крайовий опе-
ратор.

Для “зовнiшнього” розкладу отримаємо

Bj(x
′, D)U(x, ε)|xn=0 ≡

≡
∞∑

l=0

εl(Bj(x
′, D)ul)(x

′, 0) =

= Bj(x
′, D)u0(x

′, 0) + O(ε). (15)

Для “внутрiшнього” розкладу, враховуючи
(14), маємо

Bj(x
′, D)V (x′, xn/ε, ε)|xn=0 =

=
∞∑

l=0

εl+mµ+κ+1−mj(Bj(x
′, D)vl)(x

′, 0) =

= εmµ+κ+1−mjBj(x
′, D)v0(x

′, 0)+

+ O(εmµ+κ+1−mj+1). (16)

I, нарештi, для невiдомих функцiй отримає-
мо таке спiввiдношення:

κ∑

k=1

Cjk(x
′, D′)σk(x

′, ε) =

=
∞∑

l=0

εl

κ∑

k=1

Cjk(x
′, D′)σl

k(x
′) =

=
κ∑

k=1

Cjk(x
′, D′)σ0

k(x
′) + O(ε). (17)

При j ≤ µ +κ права частина (16) має поря-
док O(ε) та не дає вкладу в крайовi члени
нульового (вiдносно ε) порядку.

Тепер ми можемо визначити u0 i
σ0

1, . . . , σ
0
κ як розв’язок крайової задачi

A2µ(x,D)u0 = f,
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Bj(x
′, D)u0 +

κ∑

k=1

Cjk(x
′, D′)σ0

k = gj,

j ∈ {1, . . . , µ + κ}.
Для визначення u0(x) и σ0

1, . . . , σ
0
κ необхiдно,

щоб оператор

{A2µ(x,D), Bj(x
′, D) +

κ∑

k=1

Cjk(x
′, D′),

j ∈ {1, . . . , µ + κ}} :

Hr(Rn
+)×

κ∏

k=1

H(αk−1/2)(Rn−1) →

→ Hs−2µ(Rn
+)×

µ+κ∏

k=1

H(−mk−1/2)(Rn−1)}

мав обмежений обернений для деякого r.
Отримали додаткову умову.

Тепер можна визначити крайовi умови
для v0. Припустимо, що справджуються рiв-
ностi

mµ+κ+1 = . . . = mν < mν+1.

Тодi, виходячи з крайових умов, природно
отримуємо

Bj(x
′, 0, Dn)v0(x

′, 0) = gj−

−Bj(x
′, D)u0 −

κ∑

k=1

Cjk(x
′, D′)σ0

k(x
′). (18)

При j ≥ ν + 1 головнi члени розкладу (16)
мiстять вiд’ємнi степенi ε. У зв’язку з цим
коефiцiєнти при вiд’ємних степенях приро-
дно прирiвняти до нуля. Таким чином, отри-
маємо ще m + κ − ν крайових умов

Bj(x
′, 0, Dn)v0(x

′, 0) = 0,

j ∈ {ν + 1, . . . , m + κ}. (19)

Отже, для визначення v0, отримали звичай-
не диференцiальне рiвняння

A(x′, 0, Dn, 1)v0(x) = 0,

з крайовими умовами (18), (19). Розв’яз-
нiсть цiєї задачi є ще однiєю умовою.

2.4. Вибiр наступних членiв розкла-
ду. Рекурентнi рiвняння (11), (12) для

функцiй ul, vl, l ≥ 1, вже виписанi. Функцiї
σl

k, k ∈ {1, . . . ,κ}, l ≥ 1, знаходяться з кра-
йових умов. Вкажемо рекурентнi формули
для крайових умов. Нагадаємо, що крайовi
умови (2) мають такий вигляд:

Bju0 + εBju1 + O(ε2)+

+εmµ+κ+1−mjBjv0 + εmµ+κ+1−mj+1Bjv1+

+O(εmµ+κ+1−mj+2) +
κ∑

k=1

Cjkσ
0
k+

+ε

κ∑

k=1

Cjkσ
1
k + O(ε2) = gj,

j ∈ {1, . . . , m + κ}. (20)

Якщо mµ+κ+1 − mj ≥ 2 при j ≤ µ + κ, то
природно покласти

Bju1 +
κ∑

k=1

Cjkσ
1
k = 0.

Якщо mµ+κ+1 − mj = 1 при j ≤ µ + κ, то
покладемо

Bju1 +
κ∑

k=1

Cjkσ
1
k = −Bjv0.

Отже, ми отримали µ+κ крайових умов для
визначення u1, σ1

k, k ∈ {1, . . . ,κ}.
Перейдемо до визначення крайових умов

для v1. При j ∈ {µ + κ + 1, . . . , ν} маємо
(з урахуванням вже визначених u0, v0, σ0

k,
k ∈ {1, . . . ,κ})

Bjv1 = −Bju1 −
κ∑

k=1

Cjkσ
1
k.

При аналiзi виразiв (20) для j > ν вважати-
мемо, що знайдеться таке ν ′, що

mν+1 = . . . = mν′ = mµ+κ+1 + 1.

З урахування цього, покладемо

Bj(x
′, 0, Dn)v1(x

′, 0) = gj −Bju0 −
κ∑

k=1

Cjkσ
0
k,

j ∈ {ν + 1, . . . , ν ′}.
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Враховуючи (18), при j ≥ ν ′+1 головнi чле-
ни виразiв (16) мiстять вiд’ємнi степенi ε.
Через це покладемо для j ∈ {ν ′, . . . ,m + κ}

Bjv1 = 0.
Тепер можемо визначити функцiю v1. Ана-
логiчно, продовжуючи цей процес, побудує-
мо весь формальний асимптотичний розв’я-
зок.

Як бачимо з наведеної вище побудови, з
точнiстю ε рiвняння (1) задовольнимо вже
на нульовому кроцi. Але для того щоб задо-
вольнити крайовi умови (2) з точнiстю ε,
необхiдно знайти досить багато членiв роз-
кладу (7) та (13).

3. Елiптичнi крайовi задачi з малим
параметром. Пояснимо в чому принципова
вiдмiннiсть задачi (1), (2) при малих ε вiд
традицiйної задачi, якiй, наприклад, вiдпо-
вiдає ε = 1.

В обох випадках вивчення задачi базує-
ться на так званому принципi локальностi,
який зводить задачу зi змiнними коефiцiєн-
тами в обмеженiй областi до задач зi стали-
ми коефiцiєнтами в “модельних” областях. У
випадку обмеженої областi G з гладкою ме-
жею ∂G модельними областями є весь про-
стiр Rn та пiвпротiр Rn

+ .
Зафiксуємо точку x0 ∈ G та розглянемо

старшу частину оператора (3) в цiй точцi:

A(ξ, ε) := ε2m−2µA0
2m(x0, ξ)+

+ε2m−2µ−1A0
2m−1(x

0, ξ) + . . . + A0
2µ(x0, ξ),

(21)

отримаємо головний символ у точцi x0.
Якщо точка, яка нас цiкавить, належить

межi x0 ∈ ∂G, визначимо символи на межi
так:

Bj(ξ) = B0
j (x

0, ξ), Cjk(ξ
′) = C0

jk(x
0, ξ′),

j ∈ {1, . . . , m + κ}, k ∈ {1, . . . ,κ}.
Виберемо систему координат x = (x′, xn),
x′ ∈ Rn−1, в якiй межа ∂G локально зада-
ється рiвняням xn = 0.

У стандартнiй теорiї елiптичних (елiп-
тичних з параметром) задач крайова задача
на пiвосi для звичайного диференцiального

оператора

A(ξ′, Dt, ε)v(t) = 0, t > 0,

Bj(ξ
′, Dt)v(t)|t=0 +

κ∑

k=1

Cjk(ξ
′)σk(ξ

′) = φj,

j ∈ {1, . . . , m + κ}, v(t) → 0, t → +∞, (22)

називається граничним символом задачi (1),
(2), де ξ′ – двоїста змiнна до x′.

Для оборотностi граничного символу
(22) для ξ′ 6= 0 у стандартнiй теорiї елiптич-
них (елiптичних з параметром) задач роз-
глядаються рiзноманiтнi форми оборотно-
стi – умови типу Шапiро–Лопатинського,
Агмона, Аграновича–Вишика [1–3]. У нашо-
му випадку умова елiптичностi (правильної
елiптичностi) для (21) та умови Шапiро–
Лопатинського для задачi (22) є недостат-
нiми i для розв’язностi задачi знадобляться
ще додатковi умови.

При вивченнi крайової задачi (1), (2) ва-
жливу роль вiдiграють коренi алгебраїчного
рiвняння

A0(ξ′, τ, ε) = 0, (ξ′, ε) ∈ Rn−1 × R+, (23)

якi належать пiвплощинi C+ комплексної
площини. Вперше ця задача була дослi-
джена М.Й. Вишиком та Л.А. Люстерни-
ком. Пiзнiше розв’язав цю задачу Л.Р. Во-
лєвич [5], звiльнившись вiд деяких неприн-
ципових обмежень. Вияволося, що коренi
τ(ξ′, ε) рiвняння (23), якi лежать у верх-
нiй пiвплощинi комплексної площини роз-
биваються на двi групи: при ε → 0 має-
мо µ коренiв виду O(1) та m − µ приме-
жошарових коренiв порядку O(1/ε). Наяв-
нiсть цих коренiв робить дослiдження обо-
ротностi граничного символа на пiвпрямiй
нетривiальною задачею. Задача дослiджу-
ється методом Вишика-Люстерника. Засто-
сування цього методу приводить до ряду до-
даткових припущень, якi ми виявили при
побудовi ФАР.

3.1. Умови на головний символ.
Сформулюємо умови на головний символ.

Означення. Полiном A(ξ, ε) називає-
ться елiптичним з малим параметром,
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якщо для його старшої частини A0(ξ, ε)
справджується оцiнка знизу

|A0(ξ, ε)| ≥ C|ξ|2µ(1 + ε|ξ|)2m−2µ. (24)

Умова елiптичнотi з малим параметром фа-
ктично виникла в [4] i була узагальнена в [5].
Є правильним наступне твердження [5].

Твердження. Полiном елiптичний з
малим параметром тодi й тiльки тодi, ко-
ли виконуються такi умови:

(i) полiном A2m(ξ) елiптичний, тобто
A0

2m(ξ) 6= 0, ξ 6= 0;

(ii) полiном A2µ(ξ) елiптичний, тобто
A0

2µ(ξ) 6= 0, ξ 6= 0;

(iii) A0(ξ, ε) 6= 0, |ξ| > 0, ε ≥ 0.

Означення. Елiптичний з малим пара-
метром полiном A(ξ, ε) називається пра-
вильно елiптичним з малим параметром,
якщо виконуються такi рiвностi:

m+ = m− = m, µ+ = µ− = µ. (25)

Рiвностi (25) є додатковим обмеженням
тiльки при n = 2, оскiльки при n > 2 во-
ни виконується автоматично.

3.2. Умови на граничний символ. За-
раз ми сформулюємо аналог умови типу
Шапiро–Лопатинського для нашої задачi.

Означення. Задача (1), (2) називаєть-
ся елiптичною з малим параметром i до-
датковими невiдомими функцiями на межi
областi, якщо виконуються такi умови:

Умова (A). У кожнiй точцi x0 ∈ G сим-
вол оператора (21) задовольняє умову
елiптичностi з малим параметром, а
в граничных точках x0 ∈ ∂G виконує-
ться умова правильної елiптичностi з
малим параметром.

Умова (B). Задача (22) при довiльних
фiксованих |ξ′| > 0, ε > 0 задовольняє
умову Шапiро–Лопатинського.

Умова (C1). Оператори A0
2m, B0

j , C0
jk, j ∈

{1, . . . , m + κ}, k ∈ {1, . . . ,κ}, зв’язанi

умовою Шапiро–Лопатинського, тоб-
то задача

A2m(ξ′, Dt)v(t) = 0, t > 0,

Bj(ξ
′, Dt)v(t)|t=0 +

κ∑

k=1

Cjk(ξ
′)σk = φj,

j ∈ {1, . . . , m + κ}, v(t) → 0, t → +∞,

має єдиний розв’язок для довiльних
{φ1, . . . , φm+κ} ⊂ Cm+κ.

Умова (C2). Оператори A0
2µ, B0

j , C0
jk, j ∈

{1, . . . , µ + κ}, k ∈ {1, . . . ,κ}, зв’язанi
умовою Шапiро–Лопатинського, тоб-
то задача

A2µ(ξ′, Dt)v(t) = 0, t > 0

Bj(ξ
′, Dt)v(t)|t=0 +

κ∑

k=1

Cjk(ξ
′)σk = φj,

j ∈ {1, . . . , µ + κ}, v(t) → 0, t → +∞,

має єдиний розв’язок для довiльних
{φ1, . . . , φµ+κ} ⊂ Cµ+κ.

Умова (C3). Оператори A(0, Dt, 1),
Bµ+κ+1(0, Dt), ... Bm+κ(0, Dt) зв’я-
занi умовою Шапiро–Лопатинського,
тобто задача

A(0, Dt, 1)v(t) = 0, t > 0,

Bj(0, Dt)v(t)|t=0 = φj,

j ∈ {µ + κ + 1, . . . , m + κ},
v(t) → 0, t → +∞,

має єдиний розв’язок для довiльних
{φµ+κ+1, . . . , φm+κ} ⊂ Cm−µ.

Пояснимо змiст умов (C1)–(C3). Умови
(C1)–(C2) стосуються розв’язностi задач без
параметра, якi вiдповiдають (22) при вели-
ких та малих ε. Випадку ε → 0 вiдповiдає
задача, яка отримується з (22) вiдкидан-
ням молодших членiв, тобто отримуємо умо-
ву (C1). При ε = 0 задача (22) стає перевиз-
наченою, оскiльки отриманий оператор по-
требує µ + κ < m + κ крайових умов. Взяв-
ши першi µ + κ, прийдемо до умови (C2).
Метод Вишика–Люстерника пiдказує умову
(C3). Цi умови виникли i при побудовi ФАР.
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3.3. Основний результат. Позначимо
через wj(t, ξ

′, ε), σj
1, . . . , σ

j
κ, j ∈ {1, . . . , m +

κ}, фундаментальну систему розв’язкiв
(ФСР) задачi

A(ξ′, Dt, ε)wj(t) = 0, t > 0,

Bk(ξ
′, Dt)wj(t)|t=0 +

κ∑
i=1

Cki(ξ
′)σj

i = δkj,

k ∈ {1, . . . , m + κ}, wj(t) → 0, t → +∞.
(26)

Оскiльки розв’язки задачi wj(t) при фiксо-
ваних ε ≥ 0 i ξ′ ∈ Rn−1\{0} експоненцiально
спадають при t → +∞ (це випливає з вико-
нання умов (А) i (В)), тодi для ФСР будуть
обемеженi iнтегральнi норми

||Dl
twj(·, ξ′, ε)||L2(R+) :=

=

( +∞∫

0

|Dl
twj(t, ξ

′, ε)|2 dt

)1/2

< ∞. (27)

Основним результатом є наступна теорема.
Теорема. Нехай виконуються умови

(А), (В), (C1), (C2), (C3) для задачi (26). То-
дi знайдеться таке ε0 > 0, що при ε ≤ ε0,
|ξ′| > 0 справджуються оцiнки:

||Dl
twj(·, ξ′, ε)||L2(R+) ≤ const|ξ′|l−mj− 1

2 ,

j ≤ µ + κ, l ≤ mµ+κ+1;

|ξ′|mµ+κ+1−mj(1/ε + |ξ′|)l−mµ+κ+1− 1
2 ,

j ≤ µ + κ, l ≤ mµ+κ+1;

εmj−mµ+κ |ξ′|l−mµ+κ− 1
2 (1 + ε|ξ′|)mµ+κ−mj ,

j > µ + κ, l ≤ mµ+κ;

εmj−l+ 1
2 (1 + ε|ξ′|)l−mj− 1

2 ,

j > µ + κ, l > mµ+κ.

Ця теорема дає можливiсть отримати
апрiорнi оцiнки розв’язкiв. Цьому буде при-
св’ячена окрема публiкацiя.

3.4. Застосування. Поряд iз задачами з
“малим” параметром можна розглядати за-
дачi, якi отримуються при замiнi “малого”
параметра ε на “великий” параметр λ = 1/ε.

Такi задачi без додаткових функцiй на ме-
жi областi розлядалися у [8]. Даний клас
задач тiсно пов’язаний iз задачами для 2b-
параболiчних операторiв, не розв’язних вiд-
носно старшої похiдної за часом. Вiдповiд-
но до працi [9] будемо називати такi зада-
чi 2b-псевдопараболiчними. Вихiдний опера-
тор Випадку має такий вигляд:

A(y, Dx, Dt) = A2m(y, Dx)+

+A2m−2b(y, Dx)Dt + · · ·+ A2µ(y, Dx)D
p
t ,

де 2m − 2µ = 2bp. У даному випадку ком-
лексний параметр τ замiняємо на параметр
λ = τ 1/2b, який пробiгає деякий кут на ком-
плекснiй площинi з вершиною у початку ко-
ординат. Випадку пiвплощини {Imτ < 0}
вiдповiдає кут V := {λ ∈ C, π

2b
< arg λ < π

b
}.

Цей зв’язок буде детально прослiдкований в
iншiй працi.
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