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РЕГУЛЯРНIСТЬ ЕКСТРЕМАЛЬНИХ ДОДАТНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ
ДЕЯКИХ КВАЗIЛIНIЙНИХ ЕЛIПТИЧНИХ РIВНЯНЬ

Розглянуто задачу про регулярнiсть екстремальних додатних розв’язкiв задачi Дiрiхле
для суперлiнiйних елiптичних рiвнянь iз сильною нелiнiйнiстю i додатним параметром.

We consider the problem of regularity of the extremal positive solution of the Dirichlet problem
for superlinear elliptic equations with a strong non-linearity and a positive parameter.

1. Вступ

Розглядається задача



−∆p u = λf(u) в Ω,
u > 0 в Ω,
u = 0 на ∂Ω.

(1)

Тут Ω – обмежена область в RN з гладкою
межею ∂Ω, p ≥ 2,

∆p u = div(|∇ u|p−2∇ u)

є p-лапласiаном, λ – додатний параметр i f
задовольняє умову

(α) f : [0, ∞) → [0, ∞) – додатна, гладка,
зростаюча функцiя така, що

f(0) > 0, lim
s→∞

f(s)

sp−1
= ∞

i (f(t)−f(0))1/(p−1) є опуклою функцiєю для
досить великих t. Модельними прикладами
таких нелiнiйностей є

f(u) = eu i f(u) = (1 + u)m, m > p− 1.

Розв’язок задачi (1) розумiється в енер-
гетичному сенсi, тобто u > 0, u ∈ W 1, p

0 (Ω),
f(u) ∈ L1(Ω) i

∫

Ω

|∇ u|p−2∇u∇ϕdx = λ

∫

Ω

f(u) ϕdx (2)

для всiх ϕ ∈ C1
0(Ω). Якщо, крiм того,

f(u) ∈ L∞(Ω), то кажемо, що u є регулярним

розв’язком задачi (1). Згiдно зi стандартни-
ми результатами про регулярнiсть для ви-
роджених елiптичних рiвнянь [1] усякий ре-
гуляринй розв’язок належить до C1, β(Ω) з
деяким β > 0.

Як було доведено в [2], за умови (α) iснує
додатне значення λ∗ параметра λ таке, що
для 0 < λ < λ∗ задача (1) має регуляр-
ний розв’язок uλ, який є мiнiмальним серед
усiх можливих розв’язкiв, послiдовнiсть uλ

зростає за λ i для λ > λ∗ не iснує регуляр-
ного розв’язку. Екстремальний розв’язок u∗

означується як поточкова монотонна грани-
ця мiнiмальних розв’язкiв uλ при λ ↗ λ∗.
Ми вивчаємо умови, за яких екстремальний
розв’язок u∗ є регулярним. Для цього треба
встановлювати, що послiдовнiсть uλ є обме-
женою в L∞(Ω).

Задача (1) iнтенсивно вивчалась для p =
2 (див. [2, 3]). Для загального рiвняння з
p-лапласiаном результати про регулярнiсть
екстремального розв’язку та вiдповiднi по-
силання наведено в [2 – 7]. Для експоненцi-
ального випадку f(u) = eu в [7] доведено, що
функцiя u∗ є регулярним розв’язком, якщо

N < p +
4p

p− 1
, (3)

а якщо N ≥ p + 4p/(p − 1) i область Ω
є одиничною кулею, то u∗ є необмеженим.
Для степеневого випадку f(u) = (1 + u)m,
m > p − 1, в [6] доведено, що функцiя u∗ є
регулярним розв’язком, якщо

N < G(m, p) :=
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p

p− 1

(
1 +

mp

m− (p− 1)
+ 2

√
m

m− (p− 1)

)
,

а якщо N ≥ G(m, p) i Ω – одинична куля,
то u∗ є необмеженим. Для розмiрностей N
таких, що N ≥ p + p′, де 1/p + 1/p′ = 1,
регулярнiсть екстремального розв’язку для
будь-якої нелiнiйностi f , яка задовольняє
умову (α), встановлена в [3]. Для радiаль-
них розв’язкiв регулярнiсть екстремального
розв’язку за умови (α) i слабкiшого обме-
ження (3) була отримана в [5].

У цiй статтi ми доводимо регулярнiсть
екстремального розв’язку для деяких кла-
сiв нелiнiйностей. Ми поширюємо одержанi
автором спiльно з С.Д. Ейдельманом у [8,
9] результати на загальнi рiвняння вигляду
(1).

Для встановлення наших результатiв про
регулярнiсть використовуватимемо наступ-
ну лему, яка доведена в [2, 4].

Лема 1.Нехай u – розв’язок задачi
{ −∆p u = g(x) в Ω,

u = 0 на ∂Ω,

де g ∈ Lq(Ω) з деяким q ≥ 1. Є правильними
такi твердження:

1. Якщо q > N/p, то u ∈ L∞ i

‖u ‖∞ ≤ C‖ g ‖
1

p−1
q .

2. Якщо 1 ≤ q ≤ N/p, то u ∈ Lr(Ω) для
будь-якого r такого, що

1 < r < (p− 1)Nq/(N − qp),

i
‖u ‖r ≤ C‖ g ‖

1
p−1
q .

2. Формулювання результатiв

Спочатку розглянемо нелiнiйностi з кла-
су (α), якi задовольняють додаткову умову

(βm) iснує таке m ≥ p− 1, що для довiль-
ного γ > 0 iснує M = M(m, γ) > 0 таке, що
для будь-якого u ≥ 0

f(u) ≤ M(1 + u)m+γ.

У цьому класi видiлимо пiдклас функцiй,
для яких екстремальний розв’язок u∗ є ре-
гулярним для будь-якого N .

Теорема 2. Нехай функцiя f(u) задо-
вольняє умову (α) та одну з таких умов:

1) f(u) задовольняє умову (βm) з m > p−
1 i

N <
m(p + p′)− p

m− (p− 1)
; (4)

2) f(u) задовольняє умову (βp−1).
Тодi екстремальний розв’язок u∗ є регуляр-
ним.

Далi ми означимо два класи нелiнiйно-
стей, якi є збуреннями модельних функцiй
f(u) = eu i f(u) = (1 + u)m.

Означення 3. Нехай f(u) – функцiя, яка
задовольняє умову (α).

1) Функцiя f(u) належить до класу (Â),
якщо iснують додатнi сталi a i b, a ≥ b, такi,
що

b ≤ f ′(u)

f(u)
≤ a, u ≥ 0. (5)

2) Функцiя f(u) належить до класу (B̂m),
m > p − 1, якщо iснують додатнi сталi am i
bm,

am ≥ bm, m
bm

am

− 1 > 0,

такi, що

bm ≤ f ′(u)

f(u)
m−1

m

≤ am, u ≥ 0. (6)

Для цих класiв ми одержуємо узагаль-
нення результатiв з [6, 7].

Теорема 4. Припустимо, що f(u) задо-
вольняє умову (α) i:

1) f(u) ∈ (Â) i

N < p +
4p

p− 1
· b

a
(7)

або
2) f(u) ∈ (B̂m) i

N < F (m) (8)
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з

F (m) =
p[(m + 2cm)− 1 + 2

√
cm(cm − 1)]

m− (p− 1)
,

де cm = (mbm)/(am(p− 1)).
Тодi екстремальний розв’язок u∗ є регу-

лярним.
Теорема 4 є наслiдком такого тверджен-

ня.
Теорема 5. Нехай функцiя f(u) задо-

вольняє умову (α) i нехай для деяких r > 1,
a > 0 i b > 0 таких, що

b− (p− 1)
q2a

r − 1
> 0, (9)

виконується нерiвнiсть

b ≤ f ′(u)

f(u)r−2q
≤ a, 0 ≤ u ≤ ∞. (10)

Тодi послiдовнiсть f(uλ) є обмеженою в
Lr(Ω).

3. Приклади

Користуючись теоремою 2, ми одержує-
мо, наприклад, регулярнiсть при будь-якому
N екстремального розв’язку задачi (1) з

f(u) = (u + a)p−1 logb(u + a), a > 1, b > 1,

i

f(u) = (u + a)p−1e
√

log(u+a), a > 4
√

e.

Розглянемо нелiнiйностi з класу (Â).
Максимально можливим значенням розмiр-
ностi N , для якого справджується нерiв-
нiсть (7) є N = p − 1 + 4p

p−1
. Це значення

досягається тодi й тiльки тодi, коли

1 ≤ a

b
<

4p

3p + 1
. (11)

Для прикладу розглянемо добуток

f(u) = eu P (u) (12)

експоненти та многочлена P (u) =
n∑

k=0

ak uk.

Умова (α) означає, що

P (u) > 0, P ′(u) ≥ 0, P ′′(u) ≥ 0, u ≥ 0.
(13)

Останнє виконується, якщо коефiцiєнти
многочлена P є додатними. Крiм того, має-
мо

f ′(u)

f(u)
= 1 +

P ′(u)

P (u)
.

Покладемо p0 = 3p+1
p−1

i припустимо, що

P (u)− p0P
′(u) > 0, u ≥ 0. (14)

У цьому випадку одержуємо (5) з b = 1 i
деяким a < 4p(3p + 1)−1, що означає (11).
Нерiвнiсть (14) справджується, якщо коефi-
цiєнти многочлена P задовольняють умову

a0−p0a1 > 0, ak−p0ak+1 ≥ 0, k ∈ {1, . . . , n}.
(15)

Отже, для кожної функцiї вигляду (12) з
многочленом P , коефiцiєнти якого є додат-
ними i задовольняють умову (15), екстре-
мальний розв’язок u∗ задачi (1) є регуляр-
ний.

Подiбнi, але слабкiшi, умови можна отри-
мати для розмiрностей, менших нiж p− 1 +
+ 4p(p− 1)−1.

Користуючись теоремою 4, можна наве-
сти й iншi приклади так само, як у [9].

4. Доведення
Доведення теореми 2. Для N ≥ p + p′

твердження теореми безпосередньо випли-
ває з вiдповiдного результату працi [3].

Як було доведено в [3], умова (α) означає,
що послiдовнiсть f(uλ) обмежена в Lq0(Ω)
для довiльного q0 < N/(N − p′). Далi, якщо
m > p− 1, то нерiвнiсть (4) рiвносильна не-
рiвностi

N(p− 1)− p

m(N − (p + p′))
> 1.

Якщо m = p − 1, то остання нерiвнiсть ви-
конується автоматично. Вiзьмемо число ρ

таке, що 1 < ρ < N(p−1)−p
m(N−(p+p′)) , звiдси вип-

ливає нерiвнiсть N(ρm−(p−1))
pρm

< N
N−p′ , а по-

тiм вiзьмемо N(ρm−(p−1))
pρm

< q0 < N
N−p′ . Для

k ∈ {0, 1, 2, . . . } означимо числа qk спiввiд-
ношеннями

1
qk+1

= ρm
p−1

[ 1
qk
− p

N
] для qk < N

p
,

qk+1 = qk + 1 для qk = N
p
,

qk+1 = qk для qk > N
p
.
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З нерiвностi q0 > N(ρm−(p−1))
pρm

випливає, що
послiдовнiсть qk є обмеженою. Крiм того,
для деякого k одержуємо qk > N/p, iнак-
ше iснує скiнченна границя lim

k→∞
qk = l ≤

≤ N
p
, що означає 1

l
= ρm

p−1
[1
l
− p

N
], тобто

l = N(ρm−(p−1))
pρm

. Останнє суперечить нерiв-
ностi q0 > N(ρm−(p−1))

pρm
.

Доведемо, що для будь-якого k послiдов-
нiсть f(uλ) є обмеженою в Lqk(Ω). Для k =
0 це було доведено вище. Припустимо, що
твердження виконується для деякого k ≥ 0.
З частини 2 леми 1 випливає, що uλ є обме-
женою в Lrk(Ω), де 1

rk
= 1

p−1
( 1

qk
− p

N
). Вiзьме-

мо число γ таке, що 0 < γ < m(ρ − 1), для
такого γ маємо m+γ

ρm
< 1. З умови (βm) отри-

муємо для будь-якого u ≥ 0 нерiвнiсть

(f(u))
rk
ρm ≤ (M

rk
ρm )(1 + u)rk(m+γ)/(ρm) ≤

≤ C(1 + u)rk ,

де C не залежить вiд u. Використання цiєї
нерiвностi для uλ дає
∫

Ω

(f(uλ))
rk/(ρm)dx ≤ C

∫

Ω

(1 + u)rkdx < ∞.

Оскiльки rk/(ρm) = qk+1, то це означає, що
послiдовнiсть f(uλ) є обмеженою в Lqk+1(Ω).

Тепер для досить великого k одержуємо
qk+1 > N/p, звiдси на пiдставi частини 1 ле-
ми 1 випливає, що послiдовнiсть uλ є обме-
женою в L∞(Ω). I

Доведення теореми 5. Нехай uλ, 0 <
< λ < λ∗, – послiдовнiсть мiнiмальних (ре-
гулярних) розв’язкiв задачi (1), яка збiгає-
ться до екстрeмального розв’язку u∗ = uλ∗ .
Для будь-яких v1, v2 ∈ C1[0,∞), v1(0) =
= v2(0) = 0 справджується рiвнiсть

∫

Ω

|∇uλ|pv′1(uλ) dx = λ

∫

Ω

f(uλ)v1(uλ) dx

(16)
i нерiвнiсть

λ

∫

Ω

f ′(uλ)v2(uλ)
2 dx ≤

≤ (p− 1)

∫

Ω

|∇uλ|pv2(uλ) dx. (17)

Рiвнiсть (16) випливає з (2) для u = uλ, ϕ =
v1, доведення нерiвностi (17) мiститься в [2].

Вiзьмемо функцiї v1 i v2 такого спецiаль-
ного вигляду:

v1(t) = f(t)r−1 − A, A = f(0)r−1, (18)

i
v2(t) = f(t)q −B, B = f(0)q. (19)

Пiдставивши (19) у (17) i (18) у (16) вiдпо-
вiдно отримаємо

λ

∫

Ω

f ′(uλ)[f(uλ)
q −B]2 dx ≤

≤ (p− 1)q2

∫

Ω

|∇uλ|pf(uλ)
2q−2f ′(uλ)

2 dx ≡ X

(20)
i

Y ≡ (r − 1)

∫

Ω

|∇uλ|pf(uλ)
r−2f ′(uλ) dx =

= λ

∫

Ω

[f(uλ)
r − Af(uλ)] dx. (21)

Далi, на пiдставi (20) i нерiвностi

f ′(uλ) ≤ af(uλ)
r−2q

маємо

X ≤ q2a

∫

Ω

|∇uλ|pf(uλ)
r−2f ′(uλ) dx =

= (p− 1)
q2a

r − 1
Y =

= (p− 1)
q2a

r − 1
λ

∫

Ω

[f(uλ)
p − Af(uλ)] dx.

Знову використавши (20), одержимо

λ

∫

Ω

f ′(uλ)[f(uλ)
q −B]2 dx ≤ X ≤
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≤ (p− 1)
q2a

r − 1
λ

∫

Ω

[f(uλ)
r − Af(uλ)] dx,

звiдки маємо
∫

Ω

f ′(uλ)[f(uλ)
q −B]2 dx ≤

≤ (p− 1)
q2a

r − 1

∫

Ω

[f(uλ)
r − Af(uλ)] dx.

Використовуючи нерiвнiсть

f ′(uλ) ≥ bf(uλ)
r−2q,

отримуємо

b

∫

Ω

[f(uλ)
r − 2f(uλ)

r−qB + B2f(uλ)
r−2q] dx ≤

≤ (p− 1)
q2a

r − 1

∫

Ω

[f(uλ)
r − Af(uλ)] dx,

звiдки випливає нерiвнiсть
(
b− (p− 1)

q2a

r − 1

) ∫

Ω

f(uλ)
r dx ≤

≤ 2bB

∫

Ω

f(uλ)
r−q dx.

Умова (9) означає, що коефiцiєнт у лiвiй
частинi цiєї нерiвностi є додатним, тому
одержуємо

∫

Ω

f(uλ)
r dx ≤ C

∫

Ω

f(uλ)
r−q dx, C > 0.

За допомогою нерiвностi Гельдера з показ-
никами r

r−q
i r

q
дiстаємо нерiвнiсть

∫

Ω

f(uλ)
r dx ≤ C2

( ∫

Ω

f(uλ)
r dx

) r−q
r

, C2 > 0,

з якої випливає, що
(∫

Ω

f(uλ)
r dx

) q
r ≤ C2.

Отже послiдовнiсть f(uλ) є обмеженою в
Lr(Ω). I

Доведення теореми 4.
1) Вiзьмемо довiльне число r > 1 таке,

що r < 1 + 4b
a(p−1)

. Поклавши q = r−1
2
, легко

бачити, що в цьому випадку умови (9), (10)
виконуються i, отже, на пiдставi теореми 5
послiдовнiсть f(uλ) є обмеженою в Lr(Ω).
Оскiльки N задовольняє (7), то можна ви-
брати r так, щоб rp > N . Згiдно з лемою 1
послiдовнiсть uλ є обмеженою в L∞(Ω).

2) Покладемо

A0(m) =
m + 2cm − 1 + 2

√
cm(cm − 1)

m
,

A′(m) =
m + 2cm − 1− 2

√
cm(cm − 1)

m
i нехай r > 1 – довiльне число таке, що

A′(m) < r < A0(m). (22)

Ця нерiвнiсть рiвносильна нерiвностi

(r − 1 + 1
m

)2

4(r − 1)
<

bm

am(p− 1)
. (23)

Нехай q = 1
2
( 1

m
+ r − 1). Нерiвнiсть (23)

означає, що числа am, bm задовольняють (9).
Отже, на пiдставi теореми 5 послiдовнiсть
f(uλ) є обмеженою в Lr(Ω) для довiльного
числа r > 1, яке задовольняє нерiвнiсть (23).

Далi, умова (8) означає, що

(m− (p− 1))

pm
N < A0(m).

Отже, можна взяти число r > 1, яке задо-
вольняє (22) i таке, що

N(m− (p− 1))

pm
< r. (24)

На пiдставi (6)

f ′(u)

f(u)
m−1

m

≤ am.

Зiнтегрувавши цю нерiвнiсть, одержимо

f(u)
1
m ≤ (mamu + f(0)

1
m ),
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тобто
f(u) ≤ (Au + B)m (25)

з деякими A,B > 0.
Вiзьмемо за r0 > 1 довiльне число, яке

задовольняє (24), i для k ∈ {0, 1, 2, . . . } озна-
чимо послiдовнiсть rk за допомогою спiввiд-
ношень

1
rk+1

= m
p−1

[ 1
rk
− p

N
] для rk < N

p
,

rk+1 = rk + 1 для rk = N
p
,

rk+1 = rk для rk > N
p
.

З нерiвностi (24) випливає, що rk – зроста-
юча послiдовнiсть. Крiм того, для деякого
k одержуємо rk > N

p
, iнакше iснує скiнчен-

на границя lim
k→∞

rk = l ≤ N
p
, що означає

1
l

= m
p−1

[1
l
− p

N
], тобто l = N(m−1)

pm
. Останнє

суперечить нерiвностi r0 > N(m−1)
pm

.
Доведемо, що для довiльного k послiдов-

нiсть f(uλ) є обмеженою в Lrk(Ω). Випадок
k = 0 було розглянуто вище. Припустимо,
що твердження є правильним для деякого
k ≥ 0. З частини 2 леми 1 випливає, що uλ є
обмеженою в Lsk(Ω), де

1

sk

=
1

p− 1

(
1

rk

− p

N

)
.

Далi, з (25) i rk+1 = sk/m випливає, що f(uλ)
є обмеженою в Lrk+1(Ω). Отже, згiдно з час-
тиною 1 леми 1 для досить великого k по-
слiдовнiсть uλ є обмеженою в L∞(Ω). I
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