
УДК 517.95

c©2011 р. М.М. Бокало

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв

ЗАДАЧI БЕЗ ПОЧАТКОВИХ УМОВ ДЛЯ ПIВЛIНIЙНИХ
ЕВОЛЮЦIЙНИХ РIВНЯНЬ У БАНАХОВИХ ПРОСТОРАХ

Дослiджено питання про iснування та єдинiсть розв’язкiв задач без початкових умов
для абстрактних пiвлiнiйних еволюцiйних рiвнянь з операторами, якi є iнфiнiтезимальними
генераторами сильно неперервних пiвгруп на банахових просторах.

There is investigated a question about existence and uniqueness of solutions of the problems
without initial conditions for abstract semilinear evolution equations with operators, that are
infinitesimal generators of strongly continuous semigroups on Banach spaces.

Вступ. Задача без початкових умов
для еволюцiйних рiвнянь, заданих на нео-
бмежених знизу часових промiжках (задача
Фур’є), виникає при описаннi рiзних неста-
цiонарних процесiв у природi в момент часу,
настiльки вiддалений вiд початкового, що
на проходження процесу в даний час впли-
вають лише крайовi умови. Природно, що
за актуальний момент часу можна прийня-
ти 0, а −∞ – за початковий момент часу. У
цьому випадку замiсть стандартної початко-
вої умови ставляться (для лiнiйних та пев-
них класiв нелiнiйних рiвнянь) обмеження
на поведiнку розв’язку, коли часова змiн-
на прямує до −∞, або додаткових обмежень
(для деяких класiв нелiнiйних рiвнянь) не-
має. Задача Фур’є для невироджених еволю-
цiйних рiвнянь у певному сенсi еквiвалентна
задачi без початкових умов для еволюцiйних
рiвнянь, якi заданi на обмежених знизу ча-
сових промiжках i сильно вироджуються в
стацiонарнi в початковий момент часу.

Задачi без початкових умов для еволю-
цiйних рiвнянь вивчалися в багатьох пра-
цях, серед них назвемо [1–12]. В остан-
нiй працi дано досить повний їх огляд. У
цiй працi дослiджено задачi без початко-
вих умов для еволюцiйних лiнiйних рiвнянь
у банаховому просторi, базуючись на теорiї
пiвгруп лiнiйних обмежених операторiв.

Дослiдження, якi проводяться тут, є
близькими до тих, що є в працi [12], але
на вiдмiну вiд [12], де розглядаються лiнiйнi

рiвняння, тут дослiджуються пiвлiнiйнi рiв-
няння.

Структура статтi така. У п.1 вводяться
основнi позначення, потрiбнi нам поняття
та факти з теорiї пiвгруп i векторних вiд-
ображень. Також тут ставляться задачi, якi
ми розглядаємо в цiй працi. Формулювання
основних результатiв дається в п.2. У п.3 на-
веденi допомiжнi твердження, потрiбнi для
доведення основних результатiв, а в п.4 – до-
ведення основних результатiв.

1. Вихiднi положення. Введемо позна-
чення i припущення, якi будуть використо-
вуватися протягом всiєї роботи.

Нехай X – банахiв простiр з нормою ‖ · ‖;
L(X) – простiр лiнiйних обмежених опера-
торiв на X з операторною нормою ‖ · ‖L(X)

(який також є банаховим); {T (τ)
∣∣τ ≥ 0} –

сильно неперервна пiвгрупа на X (див., на-
приклад, [11, 13]), тобто однопараметична
сiм’я операторiв з L(X), яка задовольняє
умови:

(i) T (τ1 + τ2) = T (τ1)T (τ2) для довiльних
τ1, τ2 ≥ 0;

(ii) T (0) = I;
(iii) lim

τ→0+
T (τ)x = x для довiльного x ∈

X.
Пiд A розумiється iнфiнiтезимальний ге-

нератор пiвгрупи {T (τ)
∣∣τ ≥ 0} на X, тобто

оператор A : D(A) ⊂ X → X такий, що

D(A) = {x ∈ X : lim
h→0+

h−1(T (h)x−x) iснує},
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Ax = lim
h→0+

h−1(T (h)x− x), x ∈ D(A).

Вiдомо, що множина D(A) є лiнiйною i всю-
ди щiльною в X та оператор A – лiнiйний i
замкнений. У D(A) задається норма

‖x‖D(A) = ‖x‖X + ‖Ax‖X ,

з якою цей простiр є банаховим. Вiдмiтимо,
що коли A ∈ L(X), то

T (τ) = I +
τ

1!
A+

τ 2

2!
A2 + ...+

τ k

k!
Ak + ... ≡ eτA,

τ ≥ 0.

Тому, як це часто роблять, дану пiвгрупу з
iнфiнiтезимальним генератором A (який не
обов’язково належить до L(X)) позначати-
мемо через {eτA

∣∣ τ ≥ 0}.
Нехай M ≥ 1, ω ∈ R – сталi, для яких

‖eτA‖ ≤ Meωτ , τ ≥ 0. (1)

Зауважимо, що для будь-якої сильно непе-
рервної пiвгрупи {T (τ) ≡ eτA

∣∣ τ ≥ 0} на X
виконується оцiнка типу (1).

Через S позначатимемо або промiнь
(−∞, 0], або всю числову вiсь R.

У працi [12] розглядається лiнiйне еволю-
цiйне рiвняння

u′(t)− Au(t) = f(t), t ∈ S, (2)

де f ∈ C(S; X) – вiдома, а u : S → X –
невiдома функцiї, i задаються два типи до-
даткових умов на поведiнку його розв’язкiв
при t → −∞:

e−µtu(t) → 0 при t → −∞ , (3)
де µ ∈ R – деяка стала;

e−µ·u ∈ Lq(−∞, 0; X) , (4)
де µ ∈ R i q ∈ [1, +∞] – деякi сталi, тобто,
дослiджуються задачi (2), (3) та (2), (4). Пiд
класичним розв’язком будь-якої з них розу-
мiється функцiя u ∈ C1(S; X) ∩ C(S;D(A)),
яка задовольняє рiвняння (2) та вiдповiдну
додаткову умову.

Доведено, зокрема, що правильними є
такi твердження про єдинiсть класичних
розв’язкiв згадуваних задач:

(i) Якщо µ ≥ ω, то задача (2), (3) має не
бiльше одного класичного розв’язку.

(ii) Якщо або µ > ω i 1 ≤ q ≤ +∞, або µ =
ω i 1 ≤ q < +∞, то задача (2), (4) має
не бiльше одного класичного розв’язку.

Модельнi приклади показують, що умови
цих тверджень є iстотними. Встановлено та-
кож умови iснування класичних розв’язкiв
задач (2), (3) i (2), (4). Розглядалися також
слабкi та сильнi розв’язки цих задач.

У цiй працi розглядаються i рiвняння

ταw′(τ)− Aw(τ) = g(τ), τ ∈ (0, 1], (5)

де α ≥ 1, g ∈ C((0, 1]; X) – заданi, w :
(0, 1] → X – невiдома функцiя. Рiвняння
(5) є в певному сенсi еквiвалентним рiвнян-
ню (2). Справдi, замiна змiнних t = (α −
1)−1(1 − τ 1−α) у випадку α > 1 i t = ln τ,
якщо α = 1, переводить рiвняння (5) у рiв-
няння (2) i навпаки. Виходячи з умов (3)
та (4), легко сформулювати додатковi умо-
ви на поведiнку розв’язку рiвняння (5) при
τ → 0+, що забезпечують його єдинiсть.

У данiй статтi, використовуючи резуль-
тати працi [12], а також монографiй [11,
13], отримано умови iснування та єдиностi
розв’язкiв задачi без початкових умов для
еволюцiйних пiвлiнiйних рiвнянь у банахо-
вому просторi:

u′(t)− Au(t) = f(t, u(t)), t ∈ (−∞, 0], (6)

sup
t∈(−∞,0]

‖u(t)‖ < ∞, (7)

де f : S ×X → X – задана неперервна фун-
кцiя, а u : S → X – невiдома функцiя.

Далi цю задачу коротко називатимемо за-
дачею (6), (7). Вiдмiтимо, що умова (7) отри-
мується з умови (4) при µ = 0, q = +∞.

Отриманi для задачi (6), (7) результати
легко переносяться на випадок задачi без по-
чаткових умов для еволюцiйних пiвлiнiйних
рiвнянь, якi заданi на обмеженому знизу ча-
совому промiжку й сильно вироджуються в
початковий момент. Сформулюємо точнiше
цю задачу. Через J позначимо промiжок або
(0, 1], або (0, 2). Нехай ϕ ∈ C(J) така, що
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ϕ(0) = 0 i, якщо J = (0, 2), то ϕ(2) = 0.

Крiм того, припускаємо, що
∫ 1

0

dθ

ϕ(θ)
= +∞

i , якщо J = (0, 2), то
∫ 2

1

dθ

ϕ(θ)
= +∞. Тодi

задача, про яку говорилося вище, формулю-
ється так: знайти функцiю w : J → X таку,
що

ϕ(τ)w′(τ)−Aw(τ) = g(τ, w(τ)), τ ∈ J, (8)

sup
τ∈(0,1]

‖v(τ)‖ < ∞. (9)

Очевидно, що рiвняння (5) є частинним ви-
падком рiвняння (8). Легко переконатися,
що зробивши в задачi (8), (9) замiну змiн-
них

t =

∫ τ

1

dθ

ϕ(θ)
, τ ∈ J, t ∈ S,

де S = (−∞, 0], якщо J = (0, 1], i S =
(−∞, +∞), якщо J = (0, 2), ми отримає-
мо, пiсля вiдповiдних перепозначень, зада-
чу (6), (7) i, навпаки, зробивши в задачi (6),
(7) обернену замiну змiнних i вiдповiднi по-
значення, здобудемо задачу (8), (9). Маючи
це на увазi, далi будемо розглядати тiльки
задачу (6), (7).

Введемо ще деякi потрiбнi нам далi по-
значення i поняття.

Пiд C(S; X) (C1(S; X)) розумiтимемо
простiр функцiй, якi визначенi на S, набу-
вають значень в X i є неперервними (непе-
рервно диференцiйовними). Через Cb(S; X)
(C1

b (S; X)) позначатимемо пiдпростiр про-
стору C(S; X) (C1(S; X)), складений з обме-
жених функцiй (обмежених функцiй, якi
мають обмеженi похiднi). Простiр Cb(S; X)
(C1

b (S; X)) з нормою ‖v‖Cb(S;X) := sup
t∈S

‖v(t)‖
(‖v‖C1

b (S;X) := ‖v‖Cb(S;X) +‖v′‖Cb(S;X)) є бана-
ховим.

Говоритимемо, що функцiя f : S×X → X
задовольняє умову Лiпшиця за другим аргу-
ментом (рiвномiрно стосовно першого аргу-
менту), якщо iснує стала L ≥ 0 така, що для
будь-яких {(t, x1), (t, x2)} ⊂ S × X виконує-
ться нерiвнiсть

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖ ≤ L‖x1 − x2‖.

Найменшу iз таких сталих L називають ста-
лою Лiпшиця.

Нагадаємо (див., наприклад, [14]), що
функцiя S × X 3 (t, x) → f(t, x) ∈ X є ди-
ференцiйовною в точцi (t̃, x̃), якщо iснують

∂f(t̃, x̃)

∂t
∈ X,

∂f(t̃, x̃)

∂x
∈ L(X),

µ : R×X → X

такi, що ‖µ(h, z)‖ = o(|h| + ‖z‖) при |h| +
‖z‖ → 0 i

f(t̃ + h, x̃ + z)− f(t̃, x̃) =

=
∂f(t̃, x̃)

∂t
h +

∂f(t̃, x̃)

∂x
z + µ(h, z),

h ∈ R, t̃ + h ∈ S, z ∈ X.

Функцiя S×X 3 (x, t) → f(t, x) ∈ X назива-
ється диференцiйовною, якщо вона є дифе-
ренцiйовною в кожнiй точцi (t, x) ∈ S ×X, i
неперервно диференцiйовною, якщо, крiм то-
го, функцiї

S ×X 3 (x, t) → ∂f(t, x)

∂t
∈ X,

S ×X 3 (x, t) → ∂f(t, x)

∂x
∈ L(X)

є неперервними.

2. Формулювання основних резуль-
татiв. Метою нашої роботи є дослiдження
питання iснування та єдиностi слабких та
класичних розв’язкiв задачi (6), (7).

Означення 1. Класичним розв’язком
задачi (6), (7) називається функцiя

u ∈ C(S;D(A)) ∩ C1(S; X),

яка задовольняє рiвняння (6) та умову (7).
Поряд iз задачею (6), (7) розглядатимемо

iнтегральне рiвняння

u(t) =

∫ t

−∞
e(t−s)Af(s, u(s))ds, t ∈ S. (10)

Означення 2. Пiд розв’язком рiвняння
(10) розумiється функцiя u ∈ C(S; X), яка
задовольняє це рiвняння.
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Через BR позначимо замкнену кулю {x ∈
X

∣∣ ‖x‖ ≤ R}} в X радiуса R > 0 з центром
у точцi 0.

Теорема 1 (зв’язок мiж задачею (6), (7)
i рiвнянням (10)). Нехай f : S × X → X –
обмежена функцiя на (−∞, 0]× BR для ко-
жного R > 0, а також виконується умова

ω < 0 . (11)

Тодi класичний розв’язок задачi (6), (7) є
розв’язком iнтегрального рiвняння (10).

Далi всюди вважатимемо, що виконує-
ться умова (11).

Означення 3. Слабким розв’язком за-
дачi (6), (7) називається функцiя u ∈
C(S; X), яка є розв’язком iнтегрального
рiвняння (10) та задовольняє умову (7).

Теорема 2 (iснування та єдинiсть слаб-
кого розв’язку). Нехай функцiя f : S ×
X → X задовольняє умову Лiпшиця за дру-
гим аргументом зi сталою Лiпшиця L i
sup
t∈S

‖f(t, 0)‖ < ∞. Припустимо, що викону-
ється умова

LM/|ω| < 1, (12)

де M, ω – сталi з нерiвностi (1). Тодi iснує
єдиний слабкий розв’язок задачi (6), (7) i
для нього виконується оцiнка

sup
t∈S

‖u(t)‖ ≤ M
(|ω| −ML

)−1
sup
t∈S

‖f(t, 0)‖.
(13)

Теорема 3 (iснування i єдинiсть класи-
чного розв’язку). Нехай функцiя f є обме-
женою та неперервно диференцiйовною i
функцiя ∂f(t,x)

∂x
є обмеженою на S×X, а фун-

кцiя ∂f(t,x)
∂t

обмеженою на множинi S × BR

для кожного R > 0. Крiм того, припусти-
мо, що

MB/|ω| < 1, (14)

де B = sup
(t,x)∈S×X

∥∥∥∥∂f(t,x)
∂x

∥∥∥∥
L(X)

. Тодi iснує єди-

ний класичний розв’язок задачi (6), (7).
Наслiдок. Нехай виконуються умови те-

ореми 3, S = R i для деякого T > 0 маємо
f(t+T, x) = f(t, x)) для всiх t ∈ R. Тодi зада-
ча (6), (7) має єдиний класичний розв’язок
i вiн є T -перiодичним.

Зауваження. Умова (11) є iстотною для
обгрунтування коректностi задачi (6), (7).
Справдi, нехай f(t, x) ≡ f(t), (t, x) ∈ S ×X.
Тодi задача (6), (7) збiгається iз задачею (2),
(4) при µ = 0 i q = +∞, а для єдиностi
розв’язку цiєї задачi, як випливає з твердже-
ння (ii) (з п.1), потрiбно, щоб виконувалася
умова (11), iнакше, як показано в [12], у неї
може бути безлiч розв’язкiв.

Умови (12) та (14) також є iстотними для
правильностi вiдповiдних тверджень. Об-
грунтуємо це. Для цього розглянемо випа-
док, коли в нерiвностi (1) маємо M = 1, ω <
0 i права частина рiвняння (6) має вигляд

f(t, x) = −ωx + f0(t), (t, x) ∈ S ×X,

де f0 ∈ Cb(S; X). Очевидно, що L = B = |ω|
i рiвняння (6) можна записати у виглядi

u′(t)− (A− ω)u(t) = f0(t), t ∈ S, (15)

де I – одиничний оператор. Легко перекона-
тися, що

∥∥∥eτ(A−ωI)
∥∥∥
L(X)

≤ e0τ , τ ≥ 0.

Отже, в нашому випадку не виконуються
умови твердження (ii) (з п.1) (нагадаємо, що
у нас µ = 0, q = +∞) i, як показано в [12],
задача (15), (7) може мати безлiч розв’язкiв.
З другого боку, в даному випадку

ML/|ω| = MB/|ω| = 1 .

Це разом з вищесказаним переконує в iсто-
тностi умов (12) та (14).

3. Допомiжнi твердження. Для об-
грунтування основних результатiв нам по-
трiбнi будуть два технiчнi твердження, якi
ми тут сформулюємо у виглядi лем.

Лема 1. Якщо функцiя f : S×X → X є
диференцiйовною, то для будь-яких (t, x) ∈
S ×X, h ∈ R, t + h ∈ S, z ∈ X iснує число
θ ∈ (0, 1) таке, що

f(t + h, x + z)− f(t, x) =

=
∂f(t + θh, x + θz)

∂t
h+
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+
∂f(t + θh, x + θz)

∂x
z.

Це твердження є аналогiчним до теоре-
ми Лагранжа про скiнченнi прирости вiд-
ображень банахових просторiв. Доведення
його подiбне до того, яке є, наприклад, у [14,
с. 367].

Лема 2. Нехай {v, a} ⊂ Cb(S;R) такi,
що

v(t) ≤ a(t) + ν

∫ t

−∞
eω(t−s)v(s) ds, t ∈ S,

(16)
де ν > 0, k := ω + ν < 0. Тодi

v(t) ≤ a(t) + ν

∫ t

−∞
ek(t−s)a(s) ds, t ∈ S.

(17)

Доведення леми 2. Покладемо ṽ(t) :=∫ t

−∞ eω(t−s)v(s) ds, t ∈ S. Знайдемо ṽ′. Нехай
t ∈ S i h > 0 таке, що t + h ∈ S. Маємо

ṽ(t + h)− ṽ(t)

h
=

=
1

h

( ∫ t+h

−∞
eω(t+h−s)v(s) ds−

−
∫ t

−∞
eω(t−s)v(s) ds

)
=

=
1

h

∫ t+h

t

eω(t+h−s)v(s) ds+

+
1

h

∫ t

−∞
eω(t−s)(eh − 1)v(s) ds →

→ v(t) + ω

∫ t

−∞
eω(t−s)v(s) ds

при h → 0. Це означає, що ṽ′(t) = v(t) +
ωṽ(t), t ∈ S, звiдки v(t) = ṽ′(t)−ωṽ(t), t ∈ S.
Врахувавши це, з (16) маємо

ṽ′(s)− kṽ(s) ≤ a(s), s ∈ S.

Домноживши цю нерiвнiсть на e−ks, легко
отримуємо

(
e−ksṽ(s)

)′ ≤ e−ksa(s), s ∈ S.

Зiнтегруємо цю нерiвнiсть за s вiд t0 до t
(t0 < t). Пiсля домноження отриманої не-
рiвностi на ekt в результатi матимемо

ṽ(t) ≤ ek(t−t0)ṽ(t0) +

∫ t

t0

ek(t−s)a(s) ds.

Перейдемо тут до границi при t0 → −∞,
врахувавши, що ṽ – обмежена функцiя. Тодi

ṽ(t) ≤
∫ t

−∞
ek(t−s)a(s) ds, t ∈ S.

Звiдси та з нерiвностi (16) випливає (17).I
4. Доведення основних результатiв.
Доведення теореми 1. Нехай u – кла-

сичний розв’язок задачi (6), (7), t0 < 0 –
довiльне число. Розглянемо задачу Кошi:
знайти

v ∈ C([t0, 0]; X)∩C1((t0, 0]; X)∩C((t0, 0];D(A))

таку, що

v′(t)− Av(t) = f(t, u(t)), t ∈ (t0, 0], (18)

v(t0) = u(t0). (19)

Очевидно, що звуження функцiї u на про-
мiжку [t0, 0] є класичним розв’язком зада-
чi (18), (19). Враховуючи єдинiсть розв’язку
цiєї задачi та його зображення (див., напри-
клад, [11, 13]), отримаємо

u(t) = e(t−t0)Au(t0)+

+

∫ t

t0

e(t−s)Af(s, u(s))ds, t ∈ [t0, 0]. (20)

На пiдставi (1) для першого доданка в рiв-
ностi (20) ми отримаємо оцiнку

‖e(t−t0)Au(t0)‖ ≤ ‖e(t−t0)A‖‖u(t0)‖ ≤
≤ Meω(t−t0)‖u(t0)‖ = Meωte−ωt0‖u(t0)‖.

(21)
З (7), (11) i (21) випливає, що перший член
у правiй частинi (20) прямує до нуля при
t0 → −∞ i фiксованому t. Маємо

‖e(t−s)Af(s, u(s))‖ ≤ Meω(t−s)‖f(s, u(s))‖,
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t ∈ S, s ≤ t, (22)
Oскiльки на пiдставi умови (7) iснує R >
0 таке, що ‖u(s)‖ ≤ R, s ∈ S, то фун-
кцiя s → f(s, u(s)) є обмеженою i на пiд-
ставi умови (11) з (22) випливає, що iнте-
грал

∫ t

−∞ e(t−s)Af(s, u(s))ds збiжний. Отже,
зафiксувавши t в (20) i перейшовши там до
границi при t0 → −∞, отримаємо (10).I

Доведення теореми 2. Спочатку пе-
реконаємося, що будь-який слабкий розв’я-
зок задачi (6), (7) задовольняє оцiнку (13).
Для цього розглянемо рiвнiсть, яка отриму-
ється з рiвняння (10) при пiдстановцi ту-
ди слабкого розв’язку задачi (6), (7). Нехай
t0 ∈ S – довiльне фiксоване число (зауважи-
мо, що у випадку S = (−∞, 0] досить взяти
t0 = 0). На пiдставi умови (7) i неперервно-
стi функцiї u маємо sup

s∈(−∞,t0]

‖u(s)‖ < +∞.

Для будь-якого t ≤ t0 зробимо такi оцiнки:

‖u(t)‖ =

∥∥∥∥
∫ t

−∞
e(t−s)Af(s, 0)ds+

+

∫ t

−∞
e(t−s)A

(
f(s, u(s))− f(s, 0)

)
ds

∥∥∥∥≤

≤
∥∥∥∥
∫ t

−∞
e(t−s)Af(s, 0)ds

∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥
∫ t

−∞
e(t−s)A

(
f(s, u(s))− f(s, 0)

)
ds

∥∥∥∥≤

≤
∫ t

−∞
‖e(t−s)A‖‖f(s, 0)‖ds+

+

∫ t

−∞
‖e(t−s)A‖‖f(s, u(s))− f(s, 0)‖ds ≤

≤ M sup
s∈S

‖f(s, 0)‖
∫ t

−∞
eω(t−s)ds+

+ML

∫ t

−∞
eω(t−s)‖u(s)‖ds ≤

≤ M

|ω| sup
s∈S

‖f(s, 0)‖+

+ML sup
s∈S

‖u(s)‖
( ∫ t

−∞
eω(t−s)ds

)
=

=
M

|ω| sup
s∈S

‖f(s, 0)‖+
ML

|ω| sup
s∈(−∞,t0]

‖u(s)‖.

Звiдси отримаємо

sup
t∈(−∞,t0]

‖u(t)‖ ≤ (
M/|ω|) sup

t∈S
‖f(t, 0)‖+

+
(
ML/|ω|) sup

t∈(−∞,t0]

‖u(t)‖.

Це дає оцiнку

sup
t∈(−∞,t0]

‖u(t)‖ ≤ M
(|ω|−ML

)−1
sup
t∈S

‖f(t, 0)‖.

Звiдси, врахувавши, що t0 ∈ S – довiльне,
а права частина цiєї нерiвностi не залежить
вiд t0, отримаємо оцiнку (13).

Тепер розглянемо оператор

F : Cb(S; X) → Cb(S; X),

визначений за правилом

(Fv)(t) =

∫ t

−∞
e(t−s)Af(s, v(s))ds, t ∈ S,

для кожного v ∈ Cb(S; X). Перш за все пере-
конаємося, що цей оператор є коректно ви-
значеним, тобто кожнiй функцiї v з просто-
ру Cb(S; X) вiдповiдає за вказаним прави-
лом функцiя з цього ж простору. Справдi,
нехай v ∈ Cb(S; X) i стала C1 > 0 така, що
‖v(t)‖ ≤ C1, t ∈ S. Очевидно, що функцiя
s → f(s, v(s)) є неперервною на S. Доведе-
мо, що вона є й обмеженою. Для довiльного
s ∈ S маємо

‖f(s, v(s))‖ =

‖f(s, v(s))− f(s, 0) + f(s, 0)‖ ≤
≤ ‖f(s, v(s))− f(s, 0)‖+

+‖f(s, 0)‖ ≤ L‖v(s)‖+ ‖f(s, 0)‖ ≤
≤ C1L + ‖f(s, 0)‖.

Звiдси та обмеженостi функцiї s → ‖f(s, 0)‖
випливає, що функцiя s → f(s, u(s)) є обме-
женою. Сказане вище разом з твердженням
леми 2.6 з [12] доводить коректнiсть озна-
чення оператора F.

Вище ми показали, що слабкий розв’я-
зок задачi (6), (7) є елементом простору
Cb(S; X), а тому, очевидно, слабкий розв’я-
зок задачi (6), (7) є нерухомою точкою опе-
ратора F . Використовуючи теорему Банаха
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про нерухому точку стискного вiдображен-
ня, ми покажемо що iснує єдиний елемент
u ∈ Cb(S; X) такий, що u = Fu.

Для цього достатньо показати, що F –
стискне вiдображення. Справдi, використо-
вуючи (1), для будь-яких {v, w} ⊂ Cb(S; X)
маємо

‖(Fv)(t)− (Fw)(t)‖ =

=

∥∥∥∥∥
∫ t

−∞
e(t−s)A[f(s, v(s))− f(s, w(s))]ds

∥∥∥∥∥≤

≤
∫ t

−∞
‖e(t−s)A‖‖f(s, v(s))− f(s, w(s))‖ds ≤

≤ ML

∫ t

−∞
eω(t−s)‖v(s)− w(s)‖ds ≤

≤ (
ML/|ω|) sup

s∈S
‖v(s)− w(s)‖.

За умовою (12) отримаємо, що F є стискним
вiдображенням. Отже, ми довели iснування
єдиного слабкого розв’язку задачi (6), (7). I

Доведення теореми 3. Спочатку пере-
конаємося, що за наших умов виконуються
умови теореми 2. Для цього достатньо дове-
сти, що функцiя f : S×X → X задовольняє
умову Лiпшиця за другим аргументом.

Використовуючи лему 1, для будь-яких
{(t, x1), (t, x2)} ⊂ S ×X маємо

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖ =

=
∥∥∥∂f(t, x2 + θ(x1 − x2))

∂x

∥∥∥‖x1 − x2‖,

де θ = θ(t, x1, x2) ∈ (0, 1). Звiдси та обме-
женостi функцiї ∂f(t,x)

∂x
, (t, x) ∈ S × X, ви-

пливає правильнiсть нерiвностi

‖f(t, x1)− f(t, x2)‖ ≤ B‖x1 − x2‖

для будь-яких {(t, x1), (t, x2)} ⊂ S ×X.
Отже, в нашому випадку виконуються

умови теореми 2, з якої випливає, що за-
дача (6), (7) має єдиний слабкий розв’я-
зок u(t), t ∈ S. Доведемо, що цей слабкий
розв’язок є класичним. Для цього визначи-

мо функцiю w ∈ Cb(S, X) як розв’язок iнте-
грального рiвняння

w(t) = g(t) +

∫ t

−∞
e(t−s)A ∂f(t, u(s))

∂x
w(s)ds,

(23)
де g(t) :=

∫ t

−∞ e(t−s)A ∂f(s,u(s))
∂t

ds, t ∈ S.
Встановимо iснування та єдинiсть

розв’язку iнтегрального рiвняння (23).
На основi припущень теореми можемо зро-
бити висновок, що функцiя s → ∂f(s,u(s))

∂t
є

неперервною та обмеженою. Звiдси на пiд-
ставi леми 2.6 з [12] випливає, що функцiя
g є неперервною та обмеженою.

Розглянемо оператор N : Cb(S; X) →
Cb(S; X), визначений за правилом

(Nv)(t) = g(t) +

∫ t

−∞
e(t−s)A ∂f(s, u(s))

∂x
v(s)ds,

v ∈ Cb(S; X).

Переконаємося, що означення цього опера-
тора є коректним. Нехай v ∈ Cb(S; X) – до-
вiльна функцiя. З припущень теореми має-
мо, що функцiя s → ∂f(s,u(s))

∂x
v(s) є неперерв-

ною та обмеженою, а тодi на пiдставi леми
2.6 з [12] робимо висновок про належнiсть
Nv до простору Cb(S; X).

Доведемо, що N – стискний оператор.
Маємо

‖(Nv1)(t)− (Nv2)(t)‖ ≤ M

∫ t

−∞
e(t−s)ω×

×
∥∥∥∂f(s, u(s))

∂x

∥∥∥‖v1(s)− v2(s)‖ds ≤
≤ (

MB/|ω|) sup
s∈S

‖v1(s)− v2(s)‖, t ∈ S,

для будь-яких {v1, v2} ⊂ Cb(S; X). Звiдси та
з умови (14) випливає, що оператор N є сти-
скним. З теореми Банаха про нерухому то-
чку стискного вiдображення матимемо iсну-
вання розв’язку w iнтегрального рiвняння
(23) та його єдинiсть.

Нехай t ∈ intS – будь-яке i h > 0 – до-
вiльне таке, що t + h ∈ S. Покладемо

wh(t) = h−1
(
u(t + h)− u(t)

)− w(t), t ∈ S.
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Тодi врахувавши, що

u(t) =

∫ t

−∞
e(t−s)Af(s, u(s))ds, t ∈ S,

u(t + h) =

∫ t+h

−∞
e(t+h−s)Af(s, u(s))ds ≡

≡
∫ t

−∞
e(t−s)Af(s + h, u(s + h))ds

(в другiй рiвностi ми зробили замiну s на
s + h), i використавши лему 1, отримаємо
для довiльного t ∈ S

wh(t) =
1

h

∫ t

−∞
e(t−s)A

(
f(s + h, u(s + h))−

−f(s, u(s)
)
ds−

∫ t

−∞
e(t−s)A ∂f(s, u(s))

∂t
ds−

−
∫ t

−∞
e(t−s)A ∂f(s, u(s))

∂x
w(s)ds =

=
1

h

∫ t

−∞
e(t−s)A×

×
(

∂f(s + θh, u(s) + θ(u(s + h)− u(s)))

∂t
h+

+
∂f(s + θh, u(s) + θ(u(s + h)− u(s)))

∂x
×

×(
u(s + h)− u(s)

))−

−
∫ t

−∞
e(t−s)A ∂f(s, u(s))

∂t
ds−

−
∫ t

−∞
e(t−s)A ∂f(s, u(s))

∂x
w(s)ds =

=

∫ t

−∞
e(t−s)A×

×
(

∂f(s + θh, u(s) + θ(u(s + h)− u(s)))

∂t
−

−∂f(s, u(s))

∂t

)
ds+

+

∫ t

−∞
e(t−s)A×

×
(

∂f(s + θh, u(s) + θ(u(s + h)− u(s)))

∂x
−

−∂f(s, u(s))

∂x

)
w(s) ds +

∫ t

−∞
e(t−s)A×

×∂f(s + θh, u(s) + θ(u(s + h)− u(s)))

∂x
×

×wh(s) ds,

де θ = θ(s, h) ∈ (0, 1).
Звiдси для t ∈ S маємо

‖wh(t)‖ ≤ M

∫ t

−∞
eω(t−s)×

×
{∥∥∥∥

∂f(s + θh, u(s) + θ(u(s + h)− u(s)))

∂t
−

−∂f(s, u(s))

∂t

∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥
∂f(s + θh, u(s) + θ(u(s + h)− u(s)))

∂x
−

−∂f(s, u(s))

∂x

∥∥∥∥‖w(s)‖
}

ds+

+MB

∫ t

−∞
eω(t−s)‖wh(s)‖ ds =

= ah(t) + MB

∫ t

−∞
eω(t−s)‖wh(s)‖ ds,

де

ah(t) := M

∫ t

−∞
eω(t−s)×

×
{∥∥∥∥

∂f(s + θh, u(s) + θ(u(s + h)− u(s)))

∂t
−

−∂f(s, u(s))

∂t

∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥
∂f(s + θh, u(s) + θ(u(s + h)− u(s)))

∂x
−

−∂f(s, u(s))

∂x

∥∥∥∥‖w(s)‖
}

ds, t ∈ S.

Зауважимо, що ah ∈ Cb(S; X) i на пiдставi
теореми Лебега про граничний перехiд пiд
знаком iнтеграла отримуємо ah(t) → 0 при
h → 0 + . На пiдставi леми 2 (ν := MB)
маємо

‖wh(t)‖ ≤ ah(t)+
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+MB

∫ t

−∞
eω(t−s)ah(t), t ∈ S.

Звiдси знову на пiдставi теореми Лебега
про граничний перехiд пiд знаком iнтеграла
одержуємо ‖wh(t)‖ → 0 при h → 0 + . Отже,
правостороння похiдна функцiї u iснує в ко-
жнiй точцi промiжку intS та збiгається з w.
Оскiльки функцiя w є неперервною та обме-
женою, то iснує похiдна u′ i вона належить
до Cb(S; X). Звiдси та умов на f випливає,
що функцiя s → f(s, u(s)) є неперервно ди-
ференцiйовною на S i сама функцiя та її по-
хiдна є обмеженими.

Розглянемо задачу: знайти класичний
розв’язок v ∈ C1(S; X)∩C(S;D(A)) рiвнян-
ня

v′(t)− Av(t) = f(t, u(t)), t ∈ S, (24)

який задовольняє умову

sup
t∈S

‖v(t)‖ < ∞. (25)

З теореми 2.16 працi [12] випливає iсну-
вання єдиного класичного розв’язку цiєї за-
дачi та його зображення

v(t) =

∫ t

−∞
e(t−s)Af(s, u(s))ds, t ∈ S.

З iншого боку, оскiльки функцiя u є слаб-
ким розв’язком задачi (6), (7), то виконує-
ться рiвнiсть

u(t) =

∫ t

−∞
e(t−s)Af(s, u(s))ds, t ∈ S.

Звiдси випливає, що u = v на S. Отже,
функцiя u є класичним розв’язком задачi
(6), (7). I

Доведення наслiдку. Iснування та єди-
нiсть класичного розв’язку u(t), t ∈ R, даної
задачi маємо з теореми 3. Зробимо в зада-
чi (6), (7) замiну змiнних t на t + T . Вра-
хувавши умову на функцiю f , приходимо
до висновку, що функцiя u(t + T ), t ∈ R, є
також розв’язком цiєї задачi. Звiдси i того,
що розв’язок даної задачi єдиний, отримує-
мо рiвнiсть u(t + T ) = u(t), t ∈ R. I
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