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ФУНДАМЕНТАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ
ВИРОДЖЕНОГО ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ ЗI ЗРОСТАЮЧИМИ

КОЕФIЦIЄНТАМИ ГРУПИ МОЛОДШИХ ЧЛЕНIВ

Для виродженого параболiчного рiвняння другого порядку з коефiцiєнтами, сталими в
групi старших i зростаючими в групi молодших його членiв, побудовано та вивчено власти-
востi фундаментального розв’язку задачi Кошi.

The fundamental solution of the Cauchy problem for second order degenerate parabolic
equation was constructed and its properties were investigated. Leading coefficients and lowest ones
are respectively constants and increasing functions.

У статтi [1] знайдено в явному виглядi та
дослiджено властивостi фундаментального
розв’язку задачi Кошi (ФРЗК) для рiвня-
ння Фоккера–Планка–Колмогорова багато-
вимiрного нормального марковського про-
цесу. Це рiвняння є невиродженим парабо-
лiчним за Петровським рiвнянням другого
порядку зi сталими коефiцiєнтами i необме-
жено зростаючими на нескiнченностi коефi-
цiєнтами при похiдних першого порядку.

Ця стаття присвячена побудовi та ви-
вченню властивостей ФРЗК для виродже-
ного параболiчного рiвняння другого поряд-
ку, в якого, як i в [1], коефiцiєнти при по-
хiдних другого порядку є сталими, а при
похiдних першого порядку необмежено зро-
стають. Таке рiвняння можна розглядати
як рiвняння Фоккера–Планка–Колмогорова
вiдповiдного виродженого випадкового про-
цесу дифузiйного типу. ФРЗК для цього рiв-
няння побудовано також в явному виглядi.

1. Основнi позначення та означен-
ня. Будемо використовувати такi позначен-
ня: m, n – заданi натуральнi числа такi, що
m ≤ n; N := m + n;

ζj :=

{
1, j ∈ {1, ..., m},
0, j ∈ {m + 1, ..., n};

X := (x, y), X ′ := (x′, y), x′ := (x1, ..., xm),
x′′ := (xm+1, ..., xn), якщо x := (x1, ..., xn) ∈

Rn i y := (y1, ..., ym) ∈ Rm; аналогiчний
змiст мають символи Ξ′, Λ′, ξ′, λ′, ξ′′ i λ′′,
якщо Ξ := (ξ, η), Λ := (λ, µ), {ξ, λ} ⊂ Rn,
{η, µ} ⊂ Rm; (X, Ξ) := (x, ξ) + (y, η) :=
n∑

j=1

xjξj +
m∑

j=1

yjηj; i – уявна одиниця.

Розглядатимемо рiвняння вигляду

(Lu)(t, X) :=

(
∂t−

n∑

j,l=1

ajl∂xj
∂xl
−β

n∑
j=1

xj∂xj
−

−
m∑

j=1

xj∂yj

)
u(t,X) = 0, t > 0, X ∈ RN ,

(1)
i спряжене за Лагранжем до нього рiвняння

(L∗v)(τ, Ξ) := −∂τv(τ, Ξ)−
n∑

j,l=1

ajl∂ξj
∂ξl

v(τ, Ξ)+

+β

n∑
j=1

∂ξj
(ξjv(τ, Ξ)) +

m∑
j=1

ξj∂ηj
v(τ, Ξ) = 0,

τ > 0, Ξ ∈ RN , (2)

де ajl i β – дiйснi сталi, причому ajl = alj,
{j, l} ⊂ {1, ..., n}, i виконується умова пара-
болiчностi

∃ δ > 0 ∀ ξ ∈ Rn :
n∑

j,l=1

ajlξjξl ≥ δ|ξ|2. (3)
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Позначатимемо через A i A0 вiдповiдно мат-
рицi (ajl)

n
j,l=1 i (ajl)

m
j,l=1. Умову (3) можна пе-

реписати у виглядi

∃ δ > 0 ∀ ξ ∈ Rn : (Aξ, ξ) ≥ δ|ξ|2. (4)

З цiєї умови, очевидно, випливає умова

∃ δ > 0 ∀ η ∈ Rm : (A0η, η) ≥ δ|η|2. (5)

Умови (4) i (5) гарантують iснування обер-
нених матриць A−1 := (ajl)n

j,l=1 i A−1
0 :=

(ajl
0 )m

j,l=1 та сталої δ0 > 0 такої, що

∀ ξ ∈ Rn : (A−1ξ, ξ) ≥ δ0|ξ|2 (6)

i
∀ η ∈ Rm : (A−1

0 η, η) ≥ δ0|η|2. (7)

Означення. ФРЗК для рiвняння (1) на-
зивається функцiя G(t,X; τ, Ξ), 0 ≤ τ < t,
{X, Ξ} ⊂ RN , така, що формула

u(t,X) =

∫

RN

G(t,X; τ, Ξ)ϕ(Ξ) dΞ,

t > τ, X ∈ RN ,

визначає розв’язок рiвняння (1) при t > τ ,
X ∈ RN , який задовольняє початкову умову

u(t,X)

∣∣∣∣
t=τ

= ϕ(X), X ∈ RN ,

для будь-якого τ ≥ 0 i довiльної неперервної
та обмеженої функцiї ϕ.

Iншими словами, ФРЗК для рiвняння
(1) – це розв’язок задачi Кошi

LG(t,X; τ, Ξ) = 0, G(t,X; τ, Ξ)

∣∣∣∣
t=τ

= δ(X−Ξ),

де число τ ≥ 0 довiльне, Ξ – будь-яка точ-
ка в RN , а δ – дельта-функцiя Дiрака, яка
зосереджена в точцi Ξ.

Поряд з рiвнянням (1) розглядатимемо
рiвняння

L̃w := ∂tw−
n∑

j,l=1

ajl∂xj
∂xl

w− β

n∑
j=1

∂xj
(xjw)−

−
m∑

j=1

xj∂yj
w = 0, t > 0, X ∈ RN . (8)

За допомогою замiни w = enβtu рiвняння
(8) зводиться до рiвняння (1). Мiж ФРЗК G
i G̃ вiдповiдно для рiвнянь (1) i (8), очевид-
но, iснує такий зв’язок:

G(t,X; τ, Ξ) = e−nβ(t−τ)G̃(t,X; τ, Ξ),

0 ≤ τ < t, {X, Ξ} ⊂ RN . (9)

Зауваження. Оскiльки коефiцiєнти рiв-
нянь (1) i (8) не залежать вiд часової змiнної
t, то ФРЗК для цих рiвнянь залежатимуть
лише вiд рiзницi t− τ , тобто

G(t,X; τ, Ξ) = G0(t− τ,X, Ξ),

G̃(t,X; τ, Ξ) = G̃0(t− τ,X, Ξ),

0 ≤ τ < t, {X, Ξ} ⊂ RN , (10)

причому згiдно з (9)

G0(t,X, Ξ) = e−nβtG̃0(t,X, Ξ),

t > 0, {X, Ξ} ⊂ RN . (11)

Отже, для знаходження ФРЗК G досить
знайти функцiю G̃0.

Далi будемо використовувати пряме та
обернене перетворення Фур’є у такому виг-
лядi:

FX→Ξ[f ] :=

∫

RN

exp{−i(Ξ, X)}f(X) dX,

Ξ ∈ RN , (12)

F−1
Ξ→X [f ] := (2π)−N

∫

RN

exp{i(X, Ξ)}f(Ξ) dΞ,

X ∈ RN . (13)

Iншi позначення будуть наводитися в по-
дальшому текстi.

2. Знаходження функцiй G̃0 i G0. Роз-
глянемо задачу Кошi

(L̃w)(t,X) = 0, t > 0, X ∈ RN , (14)

w(t,X)|t=0 = ϕ(X), X ∈ RN , (15)

де ϕ є досить хорошою функцiєю, зокрема,
для неї iснує перетворення Фур’є

ψ(Ξ) := FX→Ξ[ϕ]. (16)
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Шукаючи розв’язок задачi (14), (15) у
виглядi

w(t,X) = F−1
Ξ→X [v(t, Ξ)], t > 0, X ∈ RN ,

(17)
i використавши властивостi оберненого пе-
ретворення Фур’є, одержимо для невiдомої
функцiї v задачу Кошi
(

∂t+β

n∑
j=1

ξj∂ξj
+

m∑
j=1

ηj∂ξj

)
v = −

n∑

j,l=1

ajlξjξl v,

t > 0, Ξ ∈ RN , (18)

v(t, Ξ)|t=0 = ψ(Ξ), Ξ ∈ RN . (19)

Рiвняння (18) – це лiнiйне неоднорiдне рiв-
няння з частинними похiдними першого по-
рядку. Задача Кошi для такого рiвняння
розв’язується методом характеристик, згiд-
но з яким вiдповiдна йому система звичай-
них диференцiальних рiвнянь має вигляд

dt =
dξ1

βξ1 + η1

= ... =
dξm

βξm + ηm

=

=
dξm+1

βξm+1

= ... =
dξn

βξn

= − dv
n∑

j,l=1

ajlξjξlv
.

Незалежними першими iнтегралами цiєї
системи є

ξj = Cje
βt − 1

β
(ζjηj), j ∈ {1, ..., n}, (20)

v = C0 exp

{
−

t∫

0

n∑

j,l=1

ajlξj(τ)ξl(τ) dτ

}
. (21)

З (20) i (21) маємо

Cj = e−βt

(
ξj +

1

β
(ζjηj)

)
, j ∈ {1, ..., n},

(22)

v = C0 exp

{
−

t∫

0

n∑

j,l=1

ajl

(
Cje

βτ − 1

β
(ζjηj)

)
×

×
(

Cle
βτ − 1

β
(ζlηl)

)
dτ

}
. (23)

Нехай ξ̃ i ṽ – значення при t = 0 вiдповiд-
но ξ i v. Тодi з (20) i (21) маємо

ξ̃j = Cj − 1

β
(ζjηj), j ∈ {1, ..., n}, ṽ = C0,

але ṽ = ψ, тому

C0 = ψ(ξ̃, η) = ψ(C ′ − 1

β
η, C ′′, η),

де C ′ := (C1, ..., Cm), C ′′ := (Cm+1, ..., Cn).
На пiдставi (22) i (23) одержуємо

v(t, Ξ) = exp

{
−

t∫

0

n∑

j,l=1

ajl×

×
[
e−β(t−τ)ξj − 1

β
(1− e−β(t−τ))(ζjηj)

]
×

×
[
e−β(t−τ)ξl − 1

β
(1− e−β(t−τ))(ζlηl)

]
dτ

}
×

×ψ(e−βtξ′ − 1

β
(1− e−βt)η, e−βtξ′′, η),

t > 0, Ξ ∈ RN .

Тодi за допомогою (17) маємо

w(t,X) = (2π)−N

∫

RN

exp

{
i(X, Ξ)−

n∑

j,l=1

ajl×

×
t∫

0

[
e−β(t−τ)ξj − 1

β
(1− e−β(t−τ))(ζjηj)

]
×

×
[
e−β(t−τ)ξl − 1

β
(1− e−β(t−τ))(ζlηl)

]
dτ

}
×

×ψ(e−βtξ′ − 1

β
(1− e−βt)η, e−βtξ′′, η) dΞ,

t > 0, Ξ ∈ RN .

Зробимо замiну змiнних iнтегрування за
формулами

e−βtξ′ − 1

β
(1− e−βt)η = λ′,

e−βtξ′′ = λ′′, η = µ
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i врахувавши, що dΞ = enβtdΛ, де Λ := (λ, µ),
одержимо рiвнiсть

w(t,X) = (2π)−Nenβt×

×
∫

RN

exp

{
i

(
x′, eβtλ′ +

1

β
µ(1− e−βt)

)
+

+i(x′′, eβtλ′′) + i(y, µ)−

−
n∑

j,l=1

ajl

t∫

0

[
e−βτλj − 1

β
(1− e−βτ )(ζjµj)

]
×

×
[
e−βτλl − 1

β
(1− e−βτ )(ζlµl)

]
dτ

}
ψ(Λ) dΛ,

t > 0, Ξ ∈ RN .

Скориставшись формулами (12), (16) та
змiнивши порядок iнтегрування, прийдемо
до формули

w(t,X) =

∫

RN

G̃(t,X, Ξ)ϕ(Ξ)dΞ, t > 0, X ∈ RN ,

де

G̃(t,X, Ξ) := (2π)−Nenβt

∫

RN

exp

{
i(eβtx−ξ, λ)+

+i(y − 1

β
(1− eβt)x′ − η, µ)−

−
n∑

j,l=1

ajl

t∫

0

[
eβτλj − 1

β
(1− eβτ )(ζjµj)

]
×

×
[
eβτλl − 1

β
(1− eβτ )(ζlµl)

]
dτ

}
dΛ. (24)

Зробимо у внутрiшньому iнтегралi iз
формули (24), який позначимо через I0(t, Λ),
замiну змiнної iнтегрування τ за допомогою
рiвностi τ = tτ̃ , замiсть τ̃ знову запишемо τ .
Тодi одержимо

I0(t, Λ) = t

1∫

0

[
eβtτλj − 1

β
(1− eβtτ )(ζjµj)

]
×

×
[
eβtτλl − 1

β
(1− eβtτ )(ζlµl)

]
dτ =

= a0λjλl+b0[λj(ζlµl)+λl(ζjµj)]+c0(ζjµj)(ζlµl),

де

a0 := a0(t) := t

1∫

0

e2βtτ dτ =
e2βt − 1

2β
,

b0 := b0(t) := −t

1∫

0

1

β
eβτ (1− eβtτ ) dτ =

=
1

2β2
(1− e2βt)2,

c0 := c0(t) := t

1∫

0

1

β2
(1− eβtτ )2 dτ =

=
1

2β3
(2βt− 4eβt + e2βt + 3). (25)

Пiдставимо отриманий результат для
I0(t, Λ) у формулу (24), тодi матимемо

G̃(t,X, Ξ) = (2π)−Nenβt

∫

RN

exp

{
i(eβtx−ξ, λ)+

+i(y − 1

β
(1− eβt)x′ − η, µ)−

−
n∑

j,l=1

ajl

[
a0λjλl + b0[λj(ζlµl) + λl(ζjµj)]+

+c0(ζjµj)(ζlµl)

]}
dΛ.

В останньому iнтегралi зробивши замiну
змiнних iнтегрування за допомогою формул
λ = a

−1/2
0 λ̃, µ = c

−1/2
0 µ̃, замiсть λ̃ та µ̃ знову

записавши вiдповiдно λ i µ, отримаємо рiв-
нiсть

G̃(t,X, Ξ) = (2π)−Nenβta
−n/2
0 c

−m/2
0 ×

×
∫

RN

exp

{
i(a

− 1
2

0 (eβtx− ξ), λ)+

+i(c
− 1

2
0 (y − 1

β
(1− eβt)x′ − η), µ)−

−
n∑

j,l=1

ajl

[
λjλl + a

− 1
2

0 b0c
− 1

2
0 (λjζlµl + λlζjµj)+
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+(ζjµj)(ζlµl)

]}
dΛ,

яку запишемо у виглядi

G̃(t,X, Ξ) := (2π)−Nenβta
−n/2
0 c

−m/2
0 I(t,X, Ξ),

(26)
де

I(t,X, Ξ) :=

∫

RN

exp

{
i(a

−1/2
0 (eβtx− ξ), λ)+

+i(c
−1/2
0 (y − 1

β
(1− eβt)x′ − η), µ)−

−
n∑

j,l=1

ajl

[
λjλl + d0(λjζlµl + λlζjµj)+

+(ζjµj)(ζlµl)

]}
dΛ, (27)

де d0 := (a0c0)
−1/2b0. Перепишемо вираз

n∑
j,l=1

ajl[...] з (27) у виглядi

n∑

j,l=1

ajl[...] = (Annλ, λ) + (Anmµ, λ)+

+(Amnλ, µ) + (Ammµ, µ) = (ÃΛ, Λ), (28)

де

Ã :=

(
Ann Anm

Amn Amm

)
, Λ :=

(
λ
µ

)
,

Ann := A, Anm := d0(ajl)
n,m
j,l=1,

Amn := d0(ajl)
m,n
j,l=1, Amm := A0.

Для матрицi Ã скористаємось такими ре-
зультатами з книги [2, с.55–57] для бло-
чних квадратних матриць вигляду M :=(

A B
C D

)
, де A, D – квадратнi матрицi:

detM = detA · detH, (29)

M−1 =

(
A−1 + A−1BH−1CA−1 −A−1BH−1

−H−1CA−1 H−1

)
,

(30)
де H := D − CA−1B.

Для матрицi Ã маємо A = Ann, B = Anm,
C = Amn, D = Amm i безпосереднi пiдрахун-
ки за допомогою формул (29), (30) приво-
дять до рiвностей

detÃ = (1− d2
0)

m detAnn detAmm, (31)

Ã−1 =

(
Ã1 Ã2

Ã3 Ã4

)
. (32)

Тут

Ã1 := A−1
nn +

d2
0

1− d2
0

(
A−1

mm Om,n−m

On−m,m On−m,n−m

)
,

Ã2 := − d0

1− d2
0

(
A−1

mm

On−m,m

)
,

Ã3 := − d0

1− d2
0

(
A−1

mm Om,n−m

)
,

Ã4 :=
1

1− d2
0

A−1
mm, (33)

де Or,s – нульова матриця розмiру r × s.
Iз формул (27) i (28) одержуємо, що

I(t,X, Ξ) =

=

∫

RN

exp

{
i(Z(t,X, Ξ), Λ)− (ÃΛ, Λ)

}
dΛ,

(34)
де

Z(t,X, Ξ) :=

:=

(
a
−1/2
0 (eβtx−ξ), c

−1/2
0 (y− 1

β
(1−eβt)x′−η)

)
.

(35)
Для iнтеграла (34) використаємо форму-

лу (38) з книги [3, с. 172] для перетворення
Фур’є функцiї exp{−(ÃΛ, Λ)}, Λ ∈ RN . Тодi
на пiдставi (32), (33) i (35) одержимо

I(t,X, Ξ) =
πN/2

√
detÃ

×

× exp

{
−1

4
(Z(t,X, Ξ), Ã−1Z(t,X, Ξ)

}
=

=
πN/2

√
detÃ

exp

{
− 1

4a0

(A−1(eβtx−ξ), eβtx−ξ)−
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− d2
0

4a0(1− d2
0)

(A−1
0 (eβtx′ − ξ′), eβtx′ − ξ′)+

+
d0

4(a0c0)1/2(1− d2
0)
×

×(A−1
0 (y − 1

β
(1− eβt)x′ − η), eβtx′ − ξ′)+

+
d0

4(a0c0)1/2(1− d2
0)
×

×(A−1
0 (eβtx′ − ξ′), y − 1

β
(1− eβt)x′ − η)−

− 1

4c0(1− d2
0)
×

×(A−1
0 (y− 1

β
(1−eβt)x′−η), y− 1

β
(1−eβt)x′−η)

}
.

(36)
Скориставшись позначеннями

e0 :=
β(eβt + 1)

eβt − 1
, P := e−1

0 (eβtx′ − ξ′),

Q := y + e−1
0 (x + ξ′)− η (37)

i рiвностями
eβtx′− ξ′ = e0P , y− 1

β
(1− eβt)x′− η = Q + P,

(A−1
0 (eβt(x′ − ξ′), eβtx′ − ξ′) = e2

0(A
−1
0 P, P ),

(A−1
0 (y − 1

β
(1− eβt)x′ − η), eβtx′ − ξ′) =

= e0(A
−1
0 Q,P ) + e0(A

−1
0 P, P ),

(A−1
0 (eβtx′ − ξ′), y − 1

β
(1− eβt)x′ − η) =

= e0(A
−1
0 P, Q) + e0(A

−1
0 P, P ),

(A−1
0 (y− 1

β
(1−eβt)x′−η), y− 1

β
(1−eβt)x′−η) =

= (A−1
0 Q,Q) + (A−1

0 Q,P ) + (A−1
0 P, Q)+

+(A−1
0 P, P ),

за допомогою рiвностей (31) i (36) маємо

I(t,X, Ξ) =
πN/2(1− d2

0)
−m

√
detA · detA0

×

× exp

{
− 1

4a0

(A−1(eβtx− ξ), eβtx− ξ)−

−
[

d2
0e

2
0

4a0(1− d2
0)
− 2d0e0

4(a0c0)1/2(1− d2
0)

+

+
1

4c0(1− d2
0)

]
(A−1

0 P, P )+

+

[
d0e0

4(a0c0)1/2(1− d2
0)
− 1

4c0(1− d2
0)

]
×

×((A−1
0 P,Q) + (A−1

0 Q, P ))−

− 1

4c0(1− d2
0)

(A−1
0 Q, Q)

}
.

Використовуючи означення a0, c0, d0 i e0,
легко переконатися, що вирази iз квадра-
тних дужок в останнiй формулi дорiвнюють
нулевi, тому одержуємо

I(t, X, Ξ) =
πN/2(1− d2

0)
−m/2

√
detA · detA0

×

× exp

{
− 1

4a0

(A−1(eβtx− ξ), eβtx− ξ)−

− 1

4c0(1− d2
0)

(A−1
0 Q, Q)

}
. (38)

З рiвностей (26), (37) i (38) та означення
a0, c0 i d0 випливає формула

G̃0(t,X, Ξ) := (4π)−N/2(detA·detA0)
−1/2enβt×

×(p(t))−n/2(q(t))−m/2 exp

{
− 1

4p(t)
×

×
n∑

j,l=1

ajl(eβtxj − ξj)(e
βtxl − ξl)−

− 1

4q(t)

m∑

j,l=1

ajl
0 (yj + r(t)(xj + ξj)− ηj)×

×(yl+r(t)(xl+ξl)−ηl)

}
, t > 0, {X, Ξ} ⊂ RN ,

(39)
де

p(t) :=
1

2β
(enβt − 1),

q(t) :=
t

β2
− 2(eβt − 1)

β3(eβt + 1)
,

r(t) :=
eβt − 1

β(eβt + 1)
. (40)

Якщо врахувати рiвнiсть (11), то за допомо-
гою формули (39) отримуємо таку остаточну
формулу для функцiї G0:

G0(t,X, Ξ) = (4π)−N/2(detA · detA0)
−1/2×

×(p(t))−n/2(q(t))−m/2 exp

{
− 1

4p(t)
×
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×
n∑

j,l=1

ajl(eβtxj − ξj)(e
βtxl − ξl)−

− 1

4q(t)

m∑

j,l=1

ajl
0 (yj + r(t)(xj + ξj)− ηj)×

×(yl+r(t)(xl+ξl)−ηl)

}
, t > 0, {X, Ξ} ⊂ RN ,

(41)

де A := (ajl)
n
j,l=1, A0 := (ajl)

m
j,l=1, ajl, ajl

0 –
елементи матриць, обернених вiдповiдно до
матриць A i A0, а функцiї p, q i r визначаю-
ться формулами (40).

3. Властивостi ФРЗК для рiвняння
(1). Наведемо властивостi функцiї G, озна-
ченої формулами (10) i (41). З цих властиво-
стей випливатиме, що ця функцiя G є справ-
дi ФРЗК для рiвняння (1), який має вста-
новленi властивостi.

Спочатку зауважимо, що з умов (6) i (7)
випливає, що

1

4p(t)

n∑

j,l=1

ajl(eβtxj − ξj)(e
βtxl − ξl)+

+
1

4q(t)

m∑

j,l=1

ajl
0 (yj + r(t)(xj + ξj)− ηj)×

×(yl + r(t)(xl + ξl)− ηl) ≥ δ0 ρ(t,X, Ξ), (42)

де

ρ(t,X, Ξ) :=
|X1(t)− ξ|2

4p(t)
+

+
|y + r(t)(x′ + ξ′)− η|2

4q(t)
,

X1(t) := eβtx. (43)

Покладемо X2(t) := y+γ(t)x′, де функцiя
γ буде визначена нижче, i ρ(t,X, Ξ) запише-
мо у виглядi

ρ(t,X, Ξ) =
|X1(t)− ξ|2

4p(t)
+

+
|X2(t)− η + [eβtx′(r(t)− γ(t))e−βt − r(t)ξ′)]|2

4q(t)
.

Пiдiбравши γ так, щоб (r(t)− γ(t))e−βt =
= −r(t) або γ(t) = 1

β
(e−βt − 1), одержимо

ρ(t,X, Ξ) =
|X1(t)− ξ|2

4p(t)
+

+
|X2(t)− r(t)(eβtx′ − ξ′)− η|2

4q(t)
.

Скориставшись нерiвнiстю
|a + b|2 ≥ 2−1|a|2 − |b|2,

з a = X2(t)− η i b = −r(t)(eβtx′ − ξ′), маємо

ρ(t, X, Ξ) ≥ |X1(t)− ξ|2
4p(t)

+

+
δ

q(t)

[
1

2
|X2(t)− η|2 − r2(t)|eβtx′ − ξ′|2

]
≥

≥ |X1(t)− ξ|2
4p(t)

+
δ|X2(t)− η|2

2q(t)
−

−δr2(t)|X1(t)− ξ|2
q(t)

=

(
1

4
− δp(t)r2(t)

q(t)

)
×

×|X1(t)− ξ|2
p(t)

+
δ|X2(t)− η|2

2q(t)
, (44)

де δ ∈ (0, 1/4) буде пiдiбрано нижче. Оцiни-
мо зверху вираз

Bβ(t) :=
p(t)r2(t)

q(t)
, t > 0, β ∈ R.

Використовуючи (40) i те, що за допомо-
гою правила Лопiталя
lim
β→0

p(t) = t, lim
β→0

q(t) = t3/12, lim
β→0

r(t) = t/2,

маємо

Bβ(t) =





(eβt − 1)3

2[eβt(βt− 2) + βt + 2]
, t > 0,

якщо β 6= 0,
3, t > 0, якщо β = 0.

Звiдси випливає, що функцiя Bβ(t), t > 0,
є додатною i неперервною, причому за до-
помогою правила Лопiталя lim

t→0
Bβ(t) = 3,

β ∈ R, i
lim
t→∞

Bβ(t) =

{ ∞, якщо β > 0,
0, якщо β < 0.

Тому справджуються нерiвностi

Bβ(t) =

{
M, t > 0, якщо β ≤ 0,
MT , t ∈ (0, T ], якщо β < 0,

(45)
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де T – довiльно фiксоване додатне число, M
i MT – додатнi сталi, причому MT залежить
вiд T .

З нерiвностей (44) i (45) випливають оцiн-
ки

ρ(t,X, Ξ) ≥ Nβ|X1(t)− ξ|2
p(t)

+
δ|X2(t)− η‖2

2q(t)
,

t ∈ Hβ, {X, Ξ} ⊂ RN ,

де Nβ := 4−1 −Mδ, Hβ := (0,∞) для β ≤ 0
i Nβ := 4−1 −MT δ, Hβ := (0, T ] для β > 0.
Якщо тепер узяти δ таким, щоб Nβ > 0, то
останнi оцiнки набудуть вигляду

ρ(t,X, Ξ) ≥ cβ

( |X1(t)− ξ|2
p(t)

+
|X2(t)− η‖2

q(t)

)
,

t ∈ Hβ, {X, Ξ} ⊂ RN , (46)

де cβ := min{Nβ, δ/2}.
Властивiсть 1. Для довiльного T > 0

i будь-яких мультиiндексiв {k1, l1} ⊂ Zn
+,

{k2, l2} ⊂ Zm
+ , справджуються оцiнки

|∂k1
x ∂k2

y ∂l1
ξ ∂l2

η G(t,X; τ, Ξ)| ≤ Ck1k2l1l2×

×(p(t− τ))−(n+|k1|+|l1|)/2(q(t))−(m+|k2|+|l2|)/2×
×Ec(t−τ,X, Ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T, {X, Ξ} ⊂ RN ,

(47)
де Ck1k2l1l2 i c – додатнi сталi, якi зале-
жать лише вiд коефiцiєнтiв ajl, β, n, i m, а
також вiд T тiльки у випадку, коли β > 0;

Ec(t,X, Ξ) :=

= exp

{
−c

( |X1(t)− ξ|2
p(t)

+
|X2(t)− η|2

q(t)

)}
;

X1(t) := eβtx, X2(t) := y +
(eβt − 1)x′

β
.

J За допомогою (10), (41), (42) i (46) без-
посередньо одержуємо оцiнку (47) для k1 =
0, k2 = 0, l1 = 0 i l2 = 0. Оцiнки (47) у за-
гальному випадку випливають iз результа-
тiв диференцiювання виразу для G, оцiнок
(42) i (46) та такого твердження:

∀ r > 0 ∃Cr > 0 ∀ z ∈ Rp :

|z|r exp{−c1|z|2} ≤ Cr exp{−c|z|2}, (48)

де c – фiксована стала з промiжку (0, c1). I
Властивiсть 2. Функцiя G(t,X; τ, Ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T , {X, Ξ} ⊂ RN , як функцiя
t i X є розв’язком рiвняння (1), а як фун-
кцiя τ i Ξ – розв’язком рiвняння (2).

J Твердження доводиться безпосереднiм
пiдрахунком. I

Властивiсть 3. Є правильними рiвностi
∫

RN

G(t,X; τ, Ξ) dΞ = 1, t > τ, X ∈ RN ,

(49)∫

RN

G(t,X; τ, Ξ) dX = e−nβ(t−τ), t > τ, Ξ ∈ RN .

(50)
J Згiдно з формулами (10), (11), (26),

(34) i (35) маємо

G(t,X; τ, Ξ) = e−nβ(t−τ)G̃(t,X; τ, Ξ) =

= (2π)−Na−n/2c−m/2I(t− τ, X, Ξ) =

= a−n/2c−m/2F−1
Λ→Z(t−τ,X,Ξ)[exp{−(ÃΛ, Λ)}],

(51)
де a := a0(t− τ), c := c0(t− τ).

Розглянемо iнтеграл iз (49), використає-
мо рiвнiсть (51) i зробимо замiну змiнних iн-
тегрування ξ i η за формулами

a−1/2(eβ(t−τ)x− ξ) = ξ̂,
c−1/2(y − 1

β
(1− eβ(t−τ))x′ − η) = η̂,

Ξ̂ := (ξ̂, η̂).
Тодi одержимо

∫

RN

G(t,X; τ, Ξ) dΞ =

=

∫

RN

F−1

Λ→Ξ̂
[exp{−(ÃΛ, Λ)}] dΞ̂ =

=

∫

RN

exp{−i(0, Ξ̂)}F−1

Λ→Ξ̂
[exp{−(ÃΛ, Λ)}] dΞ̂ =

= FΞ̂→0[F
−1

Λ→Ξ̂
[exp{−(ÃΛ, Λ)}]] =

= exp{−(ÃΛ, Λ)}|Λ=0 = 1.

Аналогiчно за допомогою замiни змiнних
iнтегрування x i y за формулами

a−1/2(eβ(t−τ)x− ξ) = x̂,
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c−1/2(y − 1
β
(1− eβ(t−τ))x′ − η) = ŷ,

X̂ := (x̂, ŷ)
маємо ∫

RN

G(t,X; τ, Ξ) dX =

= e−nβ(t−τ)

∫

RN

F−1

Λ→X̂
[exp{−(ÃΛ, Λ)}] dX̂ =

= e−nβ(t−τ)FX̂→0[F
−1

Λ→X̂
[exp{−(ÃΛ, Λ)}]] =

= e−nβ(t−τ) exp{−(ÃΛ, Λ)}|Λ=0 = e−nβ(t−τ). I
Властивiсть 4. Для будь-якої неперерв-

ної та обмеженої в RN функцiї ϕ функцiя

u(t,X; τ) :=

∫

RN

G(t,X; τ, Ξ) ϕ(Ξ) dΞ,

t > τ, X ∈ RN ,

задовольняє умову

lim
t→τ

u(t,X; τ) = ϕ(X), X ∈ RN , (52)

а функцiя

v(τ, Ξ; t) :=

∫

RN

G(t,X; τ, Ξ) ϕ(X) dX,

τ < t, Ξ ∈ RN ,

– умову

lim
τ→t

v(τ, Ξ; t) = ϕ(Ξ), Ξ ∈ RN .

J Доведемо тiльки спiввiдношення (52).
Нехай Bδ(X) – куля в просторi RN з центром
у точцi X i радiусом δ > 0. Використавши
рiвнiсть (49), запишемо

u(t, X; τ)− ϕ(X) =

=

∫

RN

G(t,X; τ, Ξ)(ϕ(Ξ)− ϕ(X)) dΞ =

=

∫

Bδ(X)

G(t,X; τ, Ξ)(ϕ(Ξ)− ϕ(X)) dΞ+

+

∫

RN\Bδ(X)

G(t,X; τ, Ξ)(ϕ(Ξ)− ϕ(X)) dΞ =

=: I1 + I2. (53)

Оскiльки функцiя ϕ є рiвномiрно непе-
рервною в Bδ(X), то маємо |ϕ(Ξ)− ϕ(X)| ≤
ω(δ), де lim

δ→0
ω(δ) = 0, а оскiльки вона є обме-

женою, то iснує стала Φ > 0 така, що
|ϕ(Ξ)− ϕ(X)| ≤ |ϕ(Ξ) + ϕ(Ξ)| ≤ 2Φ,

Ξ ∈ RN\Bδ(X).
Тодi з використанням оцiнки (47), рiвностi
(49) i позначення M(λ) := max{p(λ), q(λ)}
одержуємо

|I1| ≤ ω(δ)

∫

RN

G(t, X; τ, Ξ) dΞ = ω(δ), (54)

|I2| ≤ 2ΦC0(p(t− τ))−n/2(q(t− τ))−m/2×
×

∫

RN\Bδ(X)

Ec(t− τ, X, Ξ) dΞ ≤

≤ C1 exp

{
− cδ2

8M(t− τ)

}
×

×
∫

RN

(p(t− τ))−n/2(q(t− τ))−m/2×

×Ec/2(t−τ, X, Ξ) dΞ = C2 exp

{
− cδ2

8M(t− τ)

}
,

(55)
якщо 0 < t − τ ≤ γ, де γ > 0 – досить мале
число.

Тут використано рiвнiсть

J :=

∫

RN

(p(t− τ))−n/2(q(t− τ))−m/2×

×Ec/2(t− τ, X, Ξ) dΞ = C3 (56)

i те, що iснує число γ ∈ (0, 1) таке, що для
будь-яких Ξ ∈ RN\Bδ(X) i λ ∈ (0, γ) справд-
жується нерiвнiсть

Ec/2(λ,X, Ξ) ≤ exp
{
− cδ2

8M(λ)

}
. (57)

Щоб одержати рiвнiсть (56), скористає-
мося означенням Ec(t− τ, X, Ξ) i в iнтегралi
з (56) зробимо замiну змiнних iнтегрування
ξ, η за формулами

√
c/2(ξ −X1(t− τ))√

p(t− τ)
= y1,
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√
c/2(η −X2(t− τ))√

q(t− τ)
= y2.

У результатi одержимо

J =

(
c

2

)N/2 ∫

Rn

e−|y1|2 dy1

∫

Rm

e−|y2|2 dy2 =

=

(
cπ

2

)N/2

=: C2.

Доведемо нерiвнiсть (57). Досить устано-
вити iснування такого числа γ ∈ (0, 1), що

K :=
|X1(λ)− ξ|2

p(λ)
+
|X2(λ)− η‖2

q(λ)
≥ δ2

4M(λ)
,

Ξ ∈ RN\Bδ(X), λ ∈ (0, γ).

Нехай X(λ) := (X1(λ), X2(λ)). Для λ ∈
(0, γ),γ < 1 i Ξ ∈ RN\Bδ(X) маємо

K ≥ |Ξ−X(λ)|2
M(λ)

≥

≥ (|Ξ−X| − |X −X(λ)|)2

M(λ)
≥

≥ (δ − |X −X(λ)|)2

M(λ)
,

|X−X(λ)| =
∣∣∣∣
(

(1−eβλ)x,− 1

β
(eβλ−1)x′

)∣∣∣∣ =

=

(
(eβλ − 1)2|x|2 +

(
eβλ − 1

β

)2

|x′|2
)1/2

≤

≤
(

(eβλ − 1)2 +

(
eβλ − 1

β

)2)1/2

|x| =

=

√
1 +

1

β2
|eβλ−1||x| ≤

√
1 +

1

β2
|eβγ−1||x| ≤ δ

2
,

K ≥ (δ − δ/2)2

M(λ)
=

δ2

4M(λ)
,

якщо γ < 1 вибрати так, щоб√
1 + β−2|eβγ − 1||x| ≤ δ/2.

Щоб завершити доведення спiввiдношен-
ня (52), треба за довiльним ε > 0 вибрати δ

так, щоб ω(δ) < ε
2
, потiм узяти t− τ настiль-

ки малим, щоб

C2 exp{− cδ2

8M(t− τ)
} < ε/2

i скористатися (53)–(55). I
З властивостей 2 i 4 випливає, що згiдно з

означенням функцiя G є справдi ФРЗК для
рiвняння (1) i що ФРЗК має таку власти-
вiсть нормальностi.

Властивiсть 5. Функцiя

G∗(τ, Ξ; t,X) := G(t,X; τ, Ξ),

τ < t, {X, Ξ} ⊂ RN , (58)

є ФРЗК для рiвняння (2).
Наступнi властивостi ФРЗК встановлю-

ватимуться за допомогою вiдповiдної фор-
мули Грiна–Остроградського, яку ми наво-
димо нижче.

Нехай Z := (z, ζ) – точка в RN , де z :=
(z1, ..., zn) ∈ Rn i ζ := (ζ1, ..., ζm) ∈ Rm; BR –
куля {Z ∈ RN | |Z| ≤ R}, ΓR – її межа; L i
L∗ – диференцiальнi вирази з (1) i (2). Лег-
ко переконатися в правильностi такої дивер-
гентної рiвностi для пiдходящих функцiй u
i v:

(v Lu− uL∗v)(θ, Z) = ∂θ(uv)(θ, Z)−

−
n∑

j=1

∂zj

n∑

l=1

ajl(∂zl
u v − u∂zl

v)(θ, Z)−

−β

n∑
j=1

∂zj
(zjvu)(θ, Z)−

m∑

l=1

∂ζj
(zjvu)(θ, Z).

Зiнтегрувавши цю рiвнiсть по θ ∈ (t1, t2),
t1 < t2, i Z ∈ BR, одержимо формулу

t2∫

t1

dθ

∫

BR

(v Lu− uL∗v)(θ, Z) dZ =

=

∫

BR

(uv)(θ, Z)|θ=t2
θ=t1

dZ−

−
t2∫

t1

dθ

∫

ΓR

n∑

j,l=1

ajl(∂zl
u v−u∂zl

v)(θ, Z)µj dSZ−
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−β

t2∫

t1

dθ

∫

ΓR

n∑
j=1

(vu)(θ, Z)zjµj dSZ−

−
t2∫

t1

dθ

∫

ΓR

m∑
j=1

(vu)(θ, Z)zjνj dSZ , (59)

де (µ1, ..., µn, ν1, ..., νm) – орт зовнiшньої нор-
малi до ΓR.

Перехiд у формулi (59) до границi при
R → 0 для функцiй u i v, для яких iнте-
грали по ΓR прямують до нуля, приводить
до формули

t2∫

t1

dθ

∫

RN

(v Lu− uL∗v)(θ, Z) dZ =

=

∫

RN

(uv)(θ, Z)|θ=t2
θ=t1

dZ, (60)

яка далi безпосередньо використовується
для встановлення наступних властивостей
ФРЗК.

Властивiсть 6. Є правильною формула
згортки

G(t,X; τ, Ξ) =

∫

RN

G(t,X; γ, Z)G(γ, Z; τ, Ξ) dZ,

τ < γ < t, {X, Ξ} ⊂ RN , (61)

J На пiдставi оцiнки (47) i формули
(58) є правильною формула (60). Покладе-
мо в нiй u(θ, Z) = G(θ, Z; τ, Ξ), v(θ, Z) =
G∗(θ, Z; t,X), t1 = γ i t2 = t − ε, де ε –
досить мале додатне число. Тодi одержимо

t−ε∫

γ

dθ

∫

RN

(
G∗(θ, Z; t,X) LG(θ, Z; τ, Ξ)−

−G(θ, Z; τ, Ξ)L∗G∗(θ, Z; t, X)

)
dZ =

=

∫

RN

G(θ, Z; τ, Ξ) G∗(θ, Z; t,X)|θ=t−ε
θ=γ dZ =

=

∫

RN

[
G(t− ε, Z; τ, ξ) G∗(t− ε, Z; t,X)−

−G(γ, Z; τ, Ξ)G∗(γ, Z; t,X)

]
dZ. (62)

Використавши властивiсть 2, отримаємо
∫

RN

G(γ, Z; τ, Ξ)G∗(γ, Z; t, X) dZ =

=

∫

RN

G(t− ε, Z; τ, Ξ)G∗(t− ε, Z; t,X) dZ.

(63)
У формулi (63) перейдемо до границi при
ε → 0. Скориставшись властивiстю 4 i
формулою (58), одержимо потрiбну рiвнiсть
(61). I

Властивiсть 7. Iснує тiльки один
ФРЗК для рiвняння (1), який має власти-
вiсть нормальностi.

J Нехай G1 i G2 – два ФРЗК для рiвнян-
ня (1), якi мають властивiсть нормальностi.
Скористаємося формулою (60), поклавши в
нiй u(θ, Z) = G1(θ, Z; τ, Ξ) , v(θ, Z) =
G2(t,X; θ, Z). Тодi одержимо рiвнiсть

∫

RN

G1(t2, Z; τ, Ξ)G2(t,X; t2, Z) dZ =

=

∫

RN

G1(t1, Z; τ, Ξ)G2(t,X; t1, Z) dZ.

На пiдставi довiльностi у виборi t1 i t2 з iн-
тервалу (τ, t) остання рiвнiсть означає, що
функцiя

∫

RN

G1(θ, Z; τ, Ξ)G2(t,X; θ, Z) dZ,

θ ∈ (t, τ), {X, Ξ} ⊂ RN ,

не залежить вiд θ. Позначимо цю функцiю
через Φ(t,X; τ, Ξ). Отже,

Φ(t,X; τ, Ξ) =

∫

RN

G1(θ, Z; τ, Ξ)G2(t,X; θ, Z) dZ.

(64)
Спрямувавши в рiвностi (64) θ спочатку до
τ , а потiм до t, одержимо, що

Φ(t,X; τ, Ξ) = G2(t,X; τ, Ξ) = G1(t,X; τ, Ξ),
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τ < t, {X, Ξ} ⊂ RN . I
Властивiсть 8. Коефiцiєнти ajl рiвнян-

ня (1) виражаються через ФРЗК G за та-
кими формулами:

ajl =
1

2
lim
τ→t

1

t− τ

∫

RN

(ξj −X1j(t− τ))×

×(ξl −X1l(t− τ))G(t,X; τ, Ξ) dΞ, (65)

де X1j(t) := eβtxj, j ∈ {1, ..., n}.
J Доведення грунтується на формулi

(60). Покладемо в нiй Z = Ξ, u(θ, Z) =
(ξj − X1j(t − τ))(ξl − X1l(t − τ)) i v(θ, Z) =
G(t,X; θ, Ξ). Тодi дiстанемо формулу

t2∫

t1

dθ

∫

RN

[
G(t, X; θ, Ξ)×

×L

(
(ξj −X1j(t− θ))(ξl −X1l(t− θ))

)
−

−(ξj −X1j(t− θ))(ξl −X1l(t− θ))×

×L∗(G(t, X; θ, Ξ))

]
dΞ =

=

∫

RN

G(t,X; θ, Ξ)(ξj −X1j(t− θ))×

×(ξl −X1l(t− θ)) dΞ

∣∣∣∣
θ=t2

θ=t1

або
t2∫

t1

dθ

∫

RN

G(t,X; θ, Ξ)(−2ajl) dΞ−

−2β

t2∫

t1

dθ

∫

RN

G(t,X; θ, Ξ)(ξj −X1j(t− θ))×

×(ξl −X1l(t− θ)) dΞ =

∫

RN

G(t, X; θ, Ξ)×

×(ξj−X1j(t−θ))(ξl−X1l(t−θ)) dΞ

∣∣∣∣
θ=t2

θ=t1

. (66)

Тепер у (66) вiзьмемо t1 = τ , t2 = t − ε,
скористаємось рiвнiстю (49), перейдемо до

границi при ε → 0, результат роздiлимо на
2(t− τ) i прийдемо до рiвностi

ajl = β(t− τ)−1

t∫

τ

dθ

∫

RN

G(t,X; θ, Ξ)×

×(ξj −X1j(t− θ))(ξl −X1l(t− θ)) dΞ+

+
1

2
(t− τ)−1

∫

RN

G(t, X; τ, Ξ)×

×(ξj −X1j(t− θ))(ξl −X1l(t− θ)) dΞ. (67)

Тут використано те, що

lim
t→τ

∫

RN

G(t, X; τ, Ξ)(ξj −X1j(t− τ))×

×(ξl −X1l(t− τ)) dΞ = 0. (68)

Спiввiдношення (68) випливає з такої оцiн-
ки, яка одержується за допомогою нерiвно-
стей (47), (48) i рiвностi (56):

∣∣∣∣
∫

RN

G(t,X; τ, Ξ)(ξj −X1j(t− τ))×

×(ξl −X1l(t− τ)) dΞ

∣∣∣∣ ≤ C0

∫

RN

(p(t− τ))−n/2×

×(q(t−τ))−m/2Ec(t−τ, X, Ξ)|X1(t−τ)−ξ|2 dΞ ≤
≤ C1p(t− τ)

∫

RN

(p(t− τ))−n/2(q(t− τ))−m/2×

×Ec1(t− τ, X, Ξ) dΞ = C2p(t− τ),

де c1 ∈ (0, c), а p(t− τ) → 0 при t → τ .
Рiвнiсть (65) безпосередньо випливає з

(67), оскiльки границя при t → τ першого
доданка правої частини (67) на пiдставi (68)
дорiвнює нулевi. I
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