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ПРО ЦИКЛIЧНIСТЬ ФУНКЦIЙ В ОДНОМУ ВАГОВОМУ ПРОСТОРI
ГАРДI В КРУЗI

Розглянуто один ваговий простiр Гардi в крузi, вага в якому концентрується бiля точки
на межi. Одержано необхiднi та достатнi умови циклiчностi в цьому просторi.

We consider a weighted Hardy space in the unit disk, where the weight is concentrated at a
point of the boundary. Necessary and sufficient conditions for cyclicity in this space are obtained.

Через Hp(D), p ≥ 1, позначимо простiр
Гардi аналiтичних в D = {z : |z| < 1} фун-
кцiй, для яких

‖f‖Hp(D) := sup
ρ∈(0;1)





2π∫

0

|f(reiϕ)|pdϕ





1
p

< +∞.

Теорiя просторiв Гардi є глибоко розробле-
ною [1 – 3]. Встановлено, зокрема, що кожна
функцiя f ∈ Hp(D) має майже скрiзь на ∂D
кутовi граничнi значення i f ∈ Lp(∂D). Та-
кож кожний простiр Hp(D), p ≥ 1, є банахо-
вим вiдносно вищевказаної норми.

Функцiя G називається циклiчною в
Hp (D), якщо G ∈ Hp (D) i система

{G(z)zn : n ∈ {0} ∪ N} (1)

є повною в Hp (D).
А. Берлiнґ [4] встановив, що функцiя G ∈

H2 (D) є циклiчною в H2 (D) тодi i тiльки
тодi, коли виконується кожна з умов:

1) G не має жодного нуля в D;

2) lim
ρ→1−

2π∫
0

ln |G(ρeiϕ)|dϕ =
2π∫
0

ln |G(eiϕ)|dϕ.

Через Hp(C+), 1 ≤ p < +∞, позначи-
мо простiр Гардi аналiтичних у пiвплощинi
C+ = {z : Rez > 0} функцiй, для яких

||f || := sup
x>0





+∞∫

−∞

|f(x + iy)|pdy





1/p

< +∞.

(2)
Функцiя G називається циклiчною в

Hp (C+), якщо G ∈ Hp (C+) i система

{G(z)eτz : τ ≤ 0} є повною в Hp (C+). Пов-
ноту тут розумiємо у тому сенсi, що кожна
функцiя f ∈ Hp (C+) може бути наближена
скiнченною лiнiйною комбiнацiєю функцiй
системи {G(z)eτz : τ ≤ 0} з довiльною напе-
ред заданою точнiстю за нормою простору
Hp (C+).

П. Лакс [5] описав всi циклiчнi функцiї в
H2

σ (C+). A. Сєдлєцкий показав [6], що про-
стори Hp (C+), 0 < p < +∞, можуть бути
визначенi i як класи аналiтичних у C+ фун-
кцiй f , для яких

‖f‖∗ := sup
|ϕ|< π

2





+∞∫

0

∣∣f(reiϕ)
∣∣p dr





1/p

< +∞,

причому остання норма еквiвалентна нормi,
визначенiй формулою (2).

Б. Винницький розглянув [7] вагове уза-
гальнення простору Hp (C+), а саме простiр
Hp

σ (C+), p ≥ 1, σ ≥ 0, аналiтичних функцiй
в C+, для яких ||G|| < +∞, де

||G|| := sup
|ϕ|< π

2





+∞∫

0

|G(reiϕ)|pe−prσ| sin ϕ|dr





1/p

.

Як i в неваговому випадку, функцiю G
назвемо циклiчною в Hp

σ (C+), якщо G ∈
Hp

σ (C+) i система {G(z)eτz : τ ≤ 0} є повною
в Hp

σ (C+). В [10] одержано наступне твер-
дження.

Теорема А. Нехай G ∈ H2
σ(C+), σ > 0,

G 6≡ 0. Тодi наступнi твердження є еквiва-
лентними:
1) G є циклiчною у просторi H2

σ(C+);
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2) G не має жодного нуля в C+, для довiль-
них дiйсних t1, t2

lim
ε→0+

t2∫

t1

ln |G(iy + ε)|dy =

t2∫

t1

ln |G(iy)|dy (3)

i виконується одна з наступних умов:

а) lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
ln x

)
= +∞;

б) lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
ln x

)
= +∞;

в) lim
r→+∞

(
KG(r)− σ

π
ln r

)
= −∞;

г) lim
r→+∞

(
KG(r)− σ

π
ln r

)
= −∞;

д) G(z) exp

(
2σ

π
z ln z − cz

)
6∈ Hp(C+)

для кожного c ∈ R, де

KG(r) =
1

2π

∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)|dt.

Однак для застосувань, особливо в фун-
кцiональному аналiзi [8], зручнiше працюва-
ти з просторами Гардi в крузi. Отриманню
аналога Теореми А для одиничного круга i
присвячена ця стаття.

Нехай Ĥp
σ(D), 1 < p < +∞, σ ≥ 0, – клас

таких аналiтичних функцiй в D, для яких
‖f‖Ĥp

σ(D) < +∞, де

‖f‖Ĥp
σ(D) = sup

b∈R





∫

γb

|f (w)|p e
− 2pσ|Imw|

1−2Rew+|w|2 |dw|




(4)
i γb = ∂U

(
ib;
√

1 + b2
) ∩ D

Теорема 1. Функцiя f належить про-
стору Ĥp

σ (D) , σ ≥ 0, 1 ≤ p < +∞ тодi i
тiльки тодi, коли f3 ∈ Hp

σ (C+), де

f3 (z) = f

(
z − 1

z + 1

)
· (z + 1)2/p .

Доведення. Нехай f ∈ Hp
σ (D). Тодi за

означенням виконується нерiвнiсть (4). Зро-
бимо пiд знаком iнтеграла замiну w = reiϕ−1

reiϕ+1
.

Тодi якщо w = u + iv, отримаємо
{

u = r2−1
r2+2r cos ϕ0+1

v = 2r sin ϕ0

r2+2r cos ϕ0+1

i

|w|2 = u2 + v2 =
r4 + 2r2 + 1 + 4r2 sin2 ϕ

(r2 + 2r cos ϕ + 1)2 ,

|dw| = 2

r2 + 2r cos ϕ + 1
.

Пiдставивши значення |w|2 у (4) i враху-
вавши, що

2 |Imw|
1− 2Rew + |w|2 = r| sin ϕ|,

одержимо
∫

γb

|f3 (w)|p e
−pσ

2|Imw|
1−2Rew+|w|2 |dw|

=

+∞∫

0

∣∣∣∣f
(

reiϕ − 1

reiϕ + 1

)
(reiϕ + 1)2/p

∣∣∣∣
p

×e−pσr| sin ϕ| 2

|reiϕ + 1|2dr

= 2

+∞∫

0

∣∣∣∣f
(

reiϕ − 1

reiϕ + 1

)∣∣∣∣
p

e−pσr| sin ϕ|dr < c,

де стала c вiд ϕ ∈ (−π/2; π/2) не залежить.
Звiдси маємо, що f3 ∈ Hp

σ (C+) , σ ≥ 0,
1 ≤ p < +∞.

В протилежну сторону теорема доводи-
ться дослiвним повторенням вищенаведених
мiркувань в зворотньому порядку.

Теорема 2.
Нехай G1 ∈ Ĥ2

σ (D). Тодi наступнi умови
є еквiвалентними:

1. система
{

G1 (w) (1− w) · eτ 1+w
1−w : τ ≤ 0

}
(5)

є повною в Ĥ2
σ (D) ;
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2. функцiя G1 не має нулiв в D, для до-
вiльних 0 < α1 < α2 < 2π виконується
рiвнiсть

lim
ρ→1−

α2∫

α1

ln |G1(ρeiϕ)|dϕ =

α2∫

α1

ln |G1(e
iϕ)|dϕ

(6)
i справедлива одна з наступних умов:
а1) lim

u→1−
(
(1− u) ln |G1 (u)| − 4σ

π
ln |1− u|)

= +∞;
б1) lim

u→1−
(
(1− u) ln |G1 (u)| − 4σ

π
ln |1− u|)

= +∞;

в1) lim
r→+∞

(
∫

2 arcctg r<|β|<π/2

(
1

cos2 β
2

− 1

r2 sin2 β
2

)

× ln
∣∣G1

(
eiβ

)∣∣ dβ − 4σ log r
)

= −∞;

г1) lim
r→+∞

(
∫

2 arcctg r<|β|<π/2

(
1

cos2 β
2

− 1

r2 sin2 β
2

)

× ln
∣∣G1

(
eiβ

)∣∣ dβ − 4σ log r
)

= −∞;

д1) G1 (w) exp
(

2σ
π

1+w
1−w

ln 1+w
1−w

− c1+w
1−w

)
/∈

Hp (C+) для кожного c ∈ R.
Доведення. За теоремою 1 система (5)

є повною в Ĥ2
σ (D) тодi i тiльки тодi, коли

функцiя

G(z) = G1

(
z − 1

z + 1

)
(z + 1)

є циклiчною в Hp
σ (C+). В цьому випадку,

очевидно, кожна з функцiй G та G1 не має
нулiв у вiдповiднiй областi. Також еквiва-
лентними є умови (3) та (6). Оскiльки ln |G1|
є аналiтичною в D, то це можна показати,
подiбно як i в [6], за допомогою мiр Карлесо-
на. Також виконуються умови а)-д) теореми
А. Умова а) еквiвалентна умовi

lim
x→+∞

(
ln |G1(

x−1
x+1

)|
x

+
2σ

π
ln x

)
= +∞.

Позначимо x−1
x+1

= u, тодi

lim
u→1−

(
(1−u) ln |G1(u)|

1+u
− 2σ

π
ln(1− u)

)
= +∞.

Оскiльки
lim

u→1−

(
(1−u) ln |G1(u)|

1+u
− (1−u) ln |G1(u)|

2

)
= 0, то

звiдси отримаємо умову а1). Аналогiчно

можна показати рiвносильнiсть умов б) та
б1).

Нехай тепер виконується умова в). Тодi

lim
r→+∞




∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln

∣∣∣∣G1

(
it− 1

it + 1

)∣∣∣∣ dt

−2σ ln r) = −∞.

Зробивши замiну it−1
it+1

= eiβ i врахувавши,
що тодi t = ctg β

2
, отримаємо в1). Аналогiчно

можна показати рiвносильнiсть умов г) та
г1).

Нехай виконується умова д). Тодi

G1

(
z − 1

z + 1

)
(z+1) exp

(
2σ

π
z ln z − cz

)
6∈ Hp(C+).

Скориставшись теоремою 1 та позначивши
w = z−1

z+1
, одержимо виконання д1).

Функцiю G назвемо циклiчною в Ĥ2
σ(D),

якщо G ∈ Ĥ2
σ(D) i система (1) є повною в

Ĥ2
σ(D).
Теорема 3. Система (5) є повною в про-

сторi Ĥ2
σ(D), тодi i тiльки тодi, коли функцiя

G1 є циклiчною в просторi Ĥ2
σ(D).

Доведення. Очевидно, за умова-
ми теореми G1 6≡ 0. Нехай система (5)

є повною в Ĥ2
σ(D). Це означає, що для

кожної фiксованої функцiї G1 ∈ Ĥ2
σ(D),

для довiльних f ∈ Ĥ2
σ(D) i ε > 0 зна-

йдеться скiнченна лiнiйна комбiнацiя

Λ(z) =
nε∑

k=0

ak,εG1(z)(1 − z)eτk,ε
1+z
1−z така, що

‖f − Λ‖Ĥ2
σ(D) < ε. Т. Срiнiвасан та Дж.

Ванґ показали [9], [1], с. 104 справедливiсть
теореми Берлiнґа для довiльного Hp(D),

1 ≤ p ≤ ∞. Функцiя (1 − z)eτk,ε
1+z
1−z , на-

лежить H∞(D). Тому застосувавши цю
теорему при G ≡ 1 ∈ H∞(D), p = ∞,
для довiльного δ > 0 маємо iснуван-
ня скiнченної лiнiйної комбiнацiї степе-

невих функцiй Λ1(z) =
mδ∑
n=0

bn,δz
n, що

‖(1 − z)eτk,ε
1+z
1−z − Λ1(z)‖H∞(D) < δ. Тому

скориставшись нерiвнiстю трикутника,

одержимо
∥∥∥∥f −

nε∑
k=0

ak,εG1(z)Λ1(z)

∥∥∥∥
Ĥ2

σ(D)
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≤
∥∥∥∥f −

nε∑
k=0

ak,εG1(z)(1− z)eτk,ε
1+z
1−z

∥∥∥∥
Ĥ2

σ(D)

+

∥∥∥∥
nε∑

k=0

ak,εG1(z)(1− z)eτk,ε
1+z
1−z

−
nε∑

k=0

ak,εG1(z)Λ1(z)

∥∥∥∥
Ĥ2

σ(D)

≤ ε

+

∥∥∥∥G1(z)
nε∑

k=0

ak,ε

(
(1− z)eτk,ε

1+z
1−z

−Λ1(z))‖Ĥ2
σ(D) ≤ ε

+

∥∥∥∥G1(z)
nε∑

k=0

ak,ε

∥∥∥(1− z)eτk,ε
1+z
1−z

−Λ1(z)‖H∞(D)

∥∥∥
Ĥ2

σ(D)
≤ ε

+δ

∥∥∥∥G1(z)
nε∑

k=0

ak,ε

∥∥∥∥
Ĥ2

σ(D)

≤ ε

+δ
nε∑

k=0

|ak,ε| ‖G1(z)‖Ĥ2
σ(D) . Вибравши δ тепер

досить малим, одержимо, що довiльну фун-
кцiю f ∈ Ĥ2

σ(D) можна з довiльною наперед
заданою точнiстю наблизити скiнченними
лiнiйними комбiнацiями функцiй системи
(1) за нормою цього простору, тобто G1 є
циклiчною в Ĥ2

σ(D).

Нехай тепер G1 є циклiчною в Ĥ2
σ(D).

Тодi для довiльних функцiї f ∈ Ĥ2
σ(D)

та ε > 0 знайдеться така скiнченна лiнiй-

на комбiнацiя µ(z) =
nε∑

k=0

ck,εG1(z)zk, що

‖f − µ‖Ĥ2
σ(D) < ε. Iз вищенаведеного резуль-

тату Т. Срiнiвасана та Дж. Ванґа випливає,
що кожну функцiю θ ∈ H∞(D) можна
наблизити з довiльною наперед заданою
точнiстю за нормою простору H∞(D) скiн-
ченними лiнiйними комбiнацiями функцiй
системи (5). Тобто поклавши θ(z) = zk, для
довiльного δ > 0 знайдеться скiнченна лiнiй-

на комбiнацiя µ1(z) =
mδ∑
n=0

dn,δ(1 − z)eτk,ε
1+z
1−z ,

що ‖zk−µ1(z)‖H∞(D) < δ. Тому за нерiвнiстю

трикутника
∥∥∥∥f −

nε∑
k=0

ck,εG1(z)µ1(z)

∥∥∥∥
Ĥ2

σ(D)

=

∥∥∥∥f −
nε∑

k=0

ck,εG1(z)zk

∥∥∥∥
Ĥ2

σ(D)

+

∥∥∥∥
nε∑

k=0

ck,εG1(z)zk−

nε∑
k=0

ck,εG1(z)
mδ∑
n=0

dn,δ(1− z)eτk,ε
1+z
1−z

∥∥∥∥
Ĥ2

σ(D)

≤ ε

+

∥∥∥∥
nε∑

k=0

ck,εG1(z)
(
zk

−
mδ∑
n=0

dn,δ(1− z)eτk,ε
1+z
1−z

)∥∥∥∥
Ĥ2

σ(D)

≤ ε + δ‖G1‖Ĥ2
σ(D)

nε∑
k=0

|ck,ε|. Знову вибравши δ

тепер досить малим, одержимо, що довiль-
ну функцiю f ∈ Ĥ2

σ(D) можна з довiльною
наперед заданою точнiстю наблизити скiн-
ченними лiнiйними комбiнацiями функцiй
системи (5) за нормою цього простору.

Нам не вiдомо, чи умови теореми 2 опи-
сують також циклiчнi функцiї у просторi
Hp

σ(D), 1 < p < +∞, σ ≥ 0, аналiтичних
в D функцiй, для яких ‖f‖ < +∞, де

‖f‖ = sup
ρ∈(0;1)





∫

|w|=ρ

|f (w)|p e
− 2pσ|Imw|

1−2Rew+|w|2 |dw|





1
p

.
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