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Äëÿ ñèñòåì ç ìàëèì ïàðàìåòðîì i ç ôiêñîâàíèìè ìîìåíòàìè iìïóëüñíî¨ äi¨ ïîáóäîâàíî
âiäïîâiäíi ñèñòåìè áåç iìïóëüñíîþ äi¨. Â çàëåæíîñòi âiä õàðàêòåðó iìïóëüñíî¨ äi¨ îöiíåíî
âiäõèëåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ Êîøi äëÿ öèõ ñèñòåì.

We have constructed the systems of non impulse in�uence for the systems with small
parameter and �xed moments of impulse in�uence. The decline from the solutions of Cauchy
problems for these systems have been estimated depending on the character of impulse in�uence.

Âñòóï. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè êëàñè÷íî¨
òåîði¨ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
ç iìïóëüñíîþ äi¹þ âèêëàäåíi â ìîíîãðàôi¨
À.Ì. Ñàìîéëåíêà òà Ì.Î. Ïåðåñòþêà [1].

Çàäà÷à äàíî¨ ñòàòòi � äîñëiäèòè, ÿê ïðè
ðiçíèõ òèïàõ ôiêñîâàíèõ ìîìåíòiâ iìïóëü-
ñíî¨ äi¨ çâåñòè âèâ÷åííÿ ïîâåäiíêè ñèñòåìè
ç iìïóëüñíîþ äi¹þ äî äîñëiäæåííÿ çâè÷àé-
íî¨ ñèñòåìè áåç iìïóëüñíî¨ äi¨. Êëàñèôiêàöiþ
ôiêñîâàíèõ ìîìåíòiâ iìïóëüñíî¨ äi¨ íàâåäå-
íî ó ñòàòòi [2].

Âïåðøå iäåþ íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ iì-
ïóëüñíèõ ñèñòåì äî âiäïîâiäíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåì áåç iìïóëüñíî¨ äi¨ çàïðîïîíóâàâ Ñà-
ìîéëåíêî À.Ì. ó ðîáîòi [3] äëÿ ñèñòåì ñòàí-
äàðòíîãî âèäó ç íåôiêñîâàíèìè ìîìåíòàìè
iìïóëüñíî¨ äi¨.

Ó ñòàòòÿõ [2,4] ðîçãëÿäàþòüñÿ ïîäiáíi çà-
äà÷i äëÿ áiëüø ñêëàäíèõ ñèñòåì � áàãàòî÷à-
ñòîòíèõ ñèñòåì iç ôiêñîâàíèìè ìîìåíòàìè
iìïóëüñíî¨ äi¨. Òàì ó âiäïîâiäíiñòü âèõiäíèì
ñèñòåìàì ñòàâëÿòüñÿ óñåðåäíåíi çà øâèäêè-
ìè çìiííèìè ñèñòåìè áåç iìïóëüñíî¨ äi¨. Öå
âèìàãà¹ áiëüø æîðñòêèõ, íiæ ó äàíié ñòàòòi,
îáìåæåíü íà ïðàâi ÷àñòèíè âèõiäíèõ iìïóëü-
ñíèõ ñèñòåì.

1. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê ãðàíè-
÷íèõ [2] ìîìåíòiâ iìïóëüñíî¨ äi¨.

Íåõàé çàäàíà íåëiíiéíà ñèñòåìà äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíîþ äi¹þ

dx

dτ
= A(τ, x, ε), τ 6= τj,

∆x|τ=τj
= εBj(x), (1)

â ÿêié x = (x1, ..., xn) ∈ D, τ = εt ∈ I = [0, 1],
(0, ε0] 3 ε� ìàëèé ïàðàìåòð, D � îáìåæåíà
îáëàñòü, 0 < τ0 < θ0ε, τj+1 > τj äëÿ âñiõ j =
0, 1, ... , ïðè÷îìó

lim
j→∞

t̄j = θ = const > 0, (2)

äå t̄j = tj+1 − tj, tj = ε−1τj .
Ïðè çðîáëåíèõ îáìåæåííÿõ iñíóþòü òàêi

äîäàòíi ñòàëi θ1, θ2, ùî äëÿ âñiõ j ∈ N âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

θ1 ≤ t̄j ≤ θ2.

Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíîìiðíî ïî x iñíó¹
ãðàíèöÿ

lim
j→∞

Bj(x) = B(x). (3)

Íåõàé äëÿ âñiõ x′, x′′ ∈ D ðiâíîìiðíî ïî
ε ∈ (0, ε0], τ ∈ I, j = 0, 1, ... âèêîíóþòüñÿ
íåðiâíîñòi

||A(τ, x′, ε)− A(τ, x′′, ε)|| ≤ σ1||x′′ − x′||,
||Bj(x

′)−Bj(x
′′)|| ≤ σ1||x′′ − x′||,

||A(τ ′, x′, ε))|| ≤ σ1, ||Bj(x
′)|| ≤ σ1. (4)

Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ñèñòåìi (1) ñè-
ñòåìó áåç iìïóëüñíî¨ äi¨

dx̄

dτ
= A(x̄, τ, ε) +

B(x̄)

θ
. (5)

Çàäàìî äëÿ ñèñòåì (1) i (5) ïî÷àòêîâó
óìîâó

x|τ=0 = x̄|τ=0 = y ∈ D1 ⊂ D, (6)
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i ïîçíà÷èìî ÷åðåç x(τ, y, ε) òà x̄(τ, y, ε)
ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ âiäïîâiäíî (1), (6) òà (5), (6).

Òåîðåìà 1. Íåõàé:
1) âèêîíóþòüñÿ óìîâè (2)-(4);
2) äëÿ âñiõ τ ∈ I, y ∈ D1, ε ∈ (0, ε0] êðèâà

x̄ = x̄(τ, y, ε) ëåæèòü ó D ðàçîì çi ñâî¨ì
ρ-îêîëîì.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî µ > 0 iñíó¹ òàêå ε0 =
ε0(µ) > 0, ùî äëÿ êîæíèõ τ ∈ I, y ∈ D1 i
ε ∈ (0, ε0] ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

‖U(τ, y, ε)‖ ≤ µ, (7)

äå U(τ, y, ε) = x(τ, y, ε)− x̄(τ, y, ε).
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü {t̄j}

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2), à ôóíêöi¨ Bj(x) �
óìîâó (3), òî, çà îçíà÷åííÿì ãðàíèöi äëÿ äî-
âiëüíîãî äîñèòü ìàëîãî µ1 > 0, iñíó¹ òàêå
j0(µ1), ùî äëÿ âñiõ j > j0 ñïðàâäæóþòüñÿ
íåðiâíîñòi

| t̄j
θ
− 1| < µ1, ‖Bj(x)−B(x))‖ < µ1,

a îòæå, i íåðiâíiñòü

| τ̄j

θ
− ε| < εµ1. (8)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç T = T (y, ε) ìàêñèìàëü-
íó ìåæó ïiâiíòåðâàëó [0, T )âiäðiçêà [0, 1],
äëÿ ÿêîãî êðèâà x = x(τ, y, ε) ëåæèòü â ρ-
îêîëi êðèâî¨ x̄ = x̄(τ, y, ε).

Ïåðåïèøåìî çàäà÷i (1), (6) i (5), (6)
â iíòåãðî-ñóìàðíîìó âèãëÿäi [1] i çíàéäå-
ìî ðiçíèöþ ðîçâ'ÿçêiâ U(τ, y, ε), ïîçíà÷èâøè
x(τ, y, ε) ÷åðåç x(τ), à x̄(τ, y, ε) � ÷åðåç x̄(τ):

U(τ, y, ε) =

τ∫

0

(A(t, x(t), ε)− A(t, x̄(t), ε))dt+

+ε
∑

0<τj<τ

Bj(x(τj))− 1

θ

τ∫

0

B(x̄(t))dt.

Îöiíèìî ¨¨, âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi (4).

‖U(τ, y, ε)‖ ≤ σ1

τ∫

0

‖U(t, y, ε)‖dt+

+εσ1

∑
0<τj<τ

‖U(τj, y, ε)‖+ D, (9)

D ≡
∥∥∥∥∥∥
ε

∑
0<τj<τ

Bj(x̄(τj))− 1

θ

τ∫

0

B(x̄(t))dt

∥∥∥∥∥∥
.

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ìà¹ìî

D ≤ P1 + P2,

P1 ≡
∥∥∥∥∥∥
ε

∑
0<τj<τ

[Bj(x̄(τj))−B(x̄(τj))]

∥∥∥∥∥∥
,

P2 ≡
∥∥∥∥∥∥
ε

∑
0<τj<τ

B(x̄(τj))− 1

θ

τ∫

0

B(x̄(t))dt

∥∥∥∥∥∥
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè (4), (8) i âðàõî-
âóþ÷è, ùî íà âiäðiçêó [0, τ ] ¹ íå áiëüøå, íiæ
1/(εθ1) ìîìåíòiâ iìïóëüñíî¨ äi¨, îòðèìà¹ìî,
ùî

P1 ≤
∥∥∥∥∥∥
ε

∑
0<τj≤τj0

[Bj(x̄(τj))−B(x̄(τj))]

∥∥∥∥∥∥
+

+

∥∥∥∥∥∥
ε

∑
τj0

<τj≤τ

[Bj(x̄(τj))−B(x̄(τj))]

∥∥∥∥∥∥
≤

≤ 2j0εσ1 +
µ1

θ1

,

P2 ≤
∥∥∥∥∥∥
ε

∑
0<τj≤τj0

B(x̄(τj))

∥∥∥∥∥∥
+

+
1

θ

∥∥∥∥∥∥∥

∑
0<τj≤τj0

τj+1∫

τj

B(x̄(t))dt

∥∥∥∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∥∥

τ0∫

0

B(x̄(t))

θ
dt

∥∥∥∥∥∥
+

+

∥∥∥∥∥∥
∑

τj0
<τj<τ

[
εB(x̄(τj))− τ̄j

θ
B(x̄(τj))

]
∥∥∥∥∥∥

+

+

∥∥∥∥∥∥∥

∑
τj0

<τj<τ

1

θ

τj+1∫

τj

[B(x̄(τj))−B(x̄(t))dt

∥∥∥∥∥∥∥
≤

≤ εσ1j0 + εσ1j0
θ2

θ
+ εσ1θ0+

+σ1

∑
τj0

<τj<τ

|ε− τ̄j

θ
|+ θ2

2

θθ1

ε(1+
1

θ
)σ2

1 ≤ εσ2+µ1
σ1

θ1

,
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äå σ2 ≡ σ1(j0(1 +
θ2

θ
) + θ0) +

θ2
2

θθ1

(1 +
1

θ
)σ2

1 .
Âðàõîâóþ÷è îöiíêè P1, P2, iç íåðiâíîñòi

(9) îäåðæèìî iíòåãðî-ñóìàðíó íåðiâíiñòü

‖U(τ, y, ε)‖ ≤ σ1

τ∫

0

‖U(t, y, ε)‖dt+

+εσ1

∑
0<τj<τ

‖U(τj, y, ε)‖+ σ3µ1 + σ4ε

çi ñòàëèìè σ3 ≡ (σ1+1)/θ1 òà σ4 ≡ σ2+2j0σ1.
Çãiäíî ç óçàãàëüíåíîþ ëåìîþ Ãðîíóîëëà-

Áåëëìàíà [1], ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

‖U(τ, y, ε)‖ ≤ e
Tσ1(1+ 1

θ1
)
(σ3µ1 + σ4ε).

Äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíîãî µ âèáåðåìî âå-
ëè÷èíè µ1, ε0 ó òàêèé ñïîñiá:

ε0 = µ/(2σ4e
Tσ1(1+ 1

θ1
)
), µ1 = µ/(2σ3e

Tσ1(1+ 1
θ1

)
).

Òîäi ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ îöií-
êà (7). Òåîðåìó äîâåäåíî.

2. Òåïåð âèâ÷èìî âèïàäîê êiëüêiñíî ãðà-
íè÷íèõ [2] ìîìåíòiâ iìïóëüñíî¨ äi¨. Äëÿ öüî-
ãî çíîâ ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (1). Àëå òåïåð
íàêëàäåìî iíøi îáìåæåííÿ íà ïðàâi ÷àñòè-
íè ñèñòåìè (1) i íà ìîìåíòè iìïóëüñíî¨ äi¨,
à ñàìå: íåõàé ðiâíîìiðíî ïî x, t iñíóþòü ãðà-
íèöi

lim
T→∞

∑
t≤tj<t+T

Bj(x)

T
=

B(x)

θ
, (10)

lim
T→∞

d(t, t + T )

T
=

1

θ
, θ = const. (11)

Òóò d(t, t + T )� êiëüêiñòü ìîìåíòiâ iìïóëü-
ñíî¨ äi¨ íà âiäðiçêó [t, t + T ].

Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ñèñòåìi (1) ñè-
ñòåìó (5), â ÿêié âèêîðèñòîâóþòüñÿ íàâåäåíi
âèùå ïîçíà÷åííÿ.

ßê i â òåîðåìi 1, çàäàìî äëÿ ñèñòåì (1)
i (5) ïî÷àòêîâó óìîâó (6) i ïîçíà÷èìî ÷åðåç
x(τ, y, ε) òà x̄(τ, y, ε) ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (1), (6)
òà (5), (6) âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 2. Íåõàé:
1) äëÿ ñèñòåìè (1) âèêîíóþòüñÿ óìîâè

(4), (10), (11);

2) äëÿ âñiõ τ ∈ I, y ∈ D1, ε ∈ (0, ε0] êðèâà
x̄ = x̄(τ, y, ε) ëåæèòü ó D ðàçîì çi ñâî¨ì
ρ-îêîëîì.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî µ > 0 iñíó¹ òàêå ε0 =
ε0(µ) > 0, ùî äëÿ êîæíèõ τ ∈ I, y ∈ D1 i
ε ∈ (0, ε0] ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà (7).

Äîâåäåííÿ.Ïîâòîðèìî ñõåìó äîâåäåííÿ
òåîðåìè 1 i îäåðæèìî íåðiâíiñòü (9), â ÿêié,
ÿê i ðàíiøå,

D ≡
∥∥∥∥∥∥
ε

∑
0<τj<τ

Bj(x̄(τj))− 1

θ

τ∫

0

B(x̄(t))dt

∥∥∥∥∥∥
.

Ç óìîâ (10), (11) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëü-
íîãî äîñèòü ìàëîãî µ1 > 0 iñíó¹ òàêå T0, ùî
äëÿ âñiõ T ≥ T0, x ∈ D, t ∈ [0, ε−1] ñïðàâäæó-
þòüñÿ íåðiâíîñòi

∥∥∥∥∥∥∥

∑
t≤tj<t+T

Bj(x)

T
− B(x)

θ

∥∥∥∥∥∥∥
< µ1, (12)

∥∥∥∥∥∥∥

∑
t≤tj<t+T

1

T
− 1

θ

∥∥∥∥∥∥∥
< µ1, (13)

Ïîêàæåìî, ùî ç óìîâè Ëiïøèöÿ (4) äëÿ
ôóíêöié Bj(x) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ B(x)
òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ ïî x çi
ñòàëîþ σ1.

Ç íåðiâíîñòåé (12) i (13) âèïëèâà¹, ùî

‖B(x′)−B(x′′)‖ =

= θ

∥∥∥∥∥∥∥
B(x′)

θ
−

∑
t≤tj<t+T

Bj(x
′)

T
−

∑
t≤tj<t+T

Bj(x
′)

T
+

+

∑
t≤tj<t+T

Bj(x
′′)

T
−

∑
t≤tj<t+T

Bj(x
′′)

T
− B(x′′)

θ

∥∥∥∥∥∥∥
≤

≤ 2θµ1 +

∥∥∥∥∥∥
θ

T

∑
t≤tj<t+T

(Bj(x
′)−Bj(x

′′))

∥∥∥∥∥∥
≤

≤ 2θµ1 + θσ1 ‖x′ − x′′‖ 1

T

∑
t≤tj<t+T

1 ≤
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≤ 2θµ1 + θσ1

(
1

θ
+ µ1

)
‖x′ − x′′‖ .

Çàâäÿêè äîâiëüíîñòi µ1 (µ1 → 0), îòðè-
ìà¹ìî óìîâó Ëiïøèöÿ äëÿ ôóíêöi¨ B(x) çi
ñòàëîþ σ1.

Àíàëîãi÷íî, íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòåé (12),
(13) i äîâiëüíîñòi µ1 ïîêàæåìî, ùî ç îáìå-
æåííîñòi ôóíêöié Bj(x) ñòàëîþ σ1 îäåðæó¹-
òüñÿ îáìåæåííiñòü ôóíêöi¨ B(x) ñòàëîþ σ1.

‖B(x)‖ = θ×

×

∥∥∥∥∥∥∥
B(x)

θ
−

∑
t≤tj<t+T

Bj(x)

T
+

∑
t≤tj<t+T

Bj(x)

T

∥∥∥∥∥∥∥
≤

≤ θ


µ1 + σ1

1

T

∑
t≤tj<t+T

1


 ≤

≤ θµ1 + θσ1

(
1

θ
+ µ1

)
.

Ïðè τ < εT0 â ñóìi, ùî âèçíà÷à¹ äîäàíîê
D, ¹ íå áiëüøå j1(T0) äîäàíêiâ, òîìó äëÿ òà-
êèõ τ

D ≤ ε(σ1j1 + σ1T0/θ). (14)

Ïðè τ ≥ εT0 çàôiêñó¹ìî ∆ = εT0 i ïîäàìî
âiäðiçîê [0, τ ] ó âèãëÿäi

s−1⋃
ν=0

[lν , lν+1], äå l0 =

0, lν+1 − lν = ∆ ïðè ν < s− 1, ls = τ, s � öiëà
÷àñòèíà ÷èñëà τ/∆. Òîäi äëÿ τ ≥ εT0

D =
s−1∑
ν=0

(S
(ν)
1 + S

(ν)
2 + S

(ν)
3 + S

(ν)
4 ),

äå

S
(ν)
1 ≡

∥∥∥∥∥ε
∑

lν≤τj<lν+1

[Bj(x̄(lν))−B(x̄(lν))]

∥∥∥∥∥,

S
(ν)
2 ≡ ε

∑

lν≤τj<lν+1

∥∥∥∥∥[Bj(x̄(τj))−Bj(x̄(lν))]+

+[B(x̄(lν)−B(x̄(τj)]

∥∥∥∥∥,

S
(ν)
3 ≡ ε

∥∥∥∥∥
∑

lν≤τj<lν+1

B(x̄(τj))−
∑

lν≤τj<lν+1

B(x̄(lν))

∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥
1

θ

lν+1∫

lν

B(x̄(lν))dt− 1

θ

lν+1∫

lν

B(x̄(t))dt

∥∥∥∥∥,

S
(ν)
4 ≡

∥∥∥∥∥ε
∑

lν≤τj<lν+1

B(x̄(lν))−

−1

θ

∑

lν≤τj<lν+1

τj+1∫

τj

B(x̄(lν))dt

∥∥∥∥∥.

Bèêîðèñòà¹ìî äàëi íåðiâíîñòi (12) i (13).
Òîäi

S
(ν)
1 ≤

∥∥∥∥∥∆×

×




ε
∑

lν≤τj<lν+∆

Bj(x̄(lν))

∆
− B(x̄(lν))

θ


 +

+
∆B(x̄(lν))

θ
− ε

∑

lν≤τj<lν+∆

B(x̄(lν))

∥∥∥∥∥ ≤

≤ ∆µ1 + ∆ ‖B(x̄(lν))‖

∥∥∥∥∥∥∥
1

θ
−

ε
∑

lν≤τj<lν+∆

1

∆

∥∥∥∥∥∥∥
≤

≤ ∆µ1 + σ1∆µ1. (15)

Çãiäíî ç óìîâîþ Ëiïøèöÿ äëÿ âñiõ τ ∈
[lν , lν+1) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

||x̄(τ)− x̄(lν)|| ≤ σ1(1 + 1/θ)∆. (16)

Çâiäñè îäåðæèìî

S
(ν)
2 ≤ 2σ1 sup

τ∈[lν ,lν+1)

||x̄(τ)− x̄(lν)||2ε×

×
∑

lν≤τj<lν+1

1 ≤ 4∆σ2
1(1 + 1/θ)

∑

lν≤τj<lν+1

ε.

Îñêiëüêè
∥∥∥∥∥∥∥

ε
∑

lν≤τj<lν+∆

1

∆

∥∥∥∥∥∥∥
≤ 1

θ
+ µ1 ≤ 1

θ
+ 1,

òî ìà¹ìî

S
(ν)
2 ≤ 4∆2σ2

1(1 + 1/θ)2. (17)
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Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (16), äiñòàíåìî

S
(ν)
3 ≤σ1 sup

τ∈[lν ,lν+1)

||x̄(τ)− x̄(lν)||
(

ε +
∆

θ

)
×

×
∑

lν≤τj<lν+1

1 ≤ ∆2σ1

(
1 +

∆

εθ

)(
1

θ
+ 1

)
,

(18)

S
(ν)
4 ≤ σ1


ε

∑

lν≤τj<lν+1

1− ∆

θ


 ≤ ∆σ1µ1.

(19)
Êiëüêiñòü ñêëàäîâèõ âiäðiçêiâ ïðîìiæêó

[0, τ ] ïðè τ ≥ εT0 íå áiëüøà 1/∆, òîìó ç îöi-
íîê (15), (17)-(19) äëÿ òàêèõ τ îòðèìà¹ìî

D ≤ σ5(ε + µ1)

iç ñòàëîþ

σ5 = 2σ1 + 1 + 4T0σ
2
1

(
1 +

1

θ

)2

+

+T0σ1

(
1 +

T0

θ

)(
1 +

1

θ

)
.

Îá'¹äíóþ÷è îñòàííþ îöiíêó ç íåðiâíiñòþ
(14), îäåðæèìî

‖U(τ, y, ε)‖ ≤ σ1

τ∫

0

‖U(t, y, ε)‖dt+

+εσ1

∑
0<τj<τ

‖U(τj, y, ε)‖+ σ6(µ1 + ε),

äå σ6 = σ5 + σ1j1 + σ1T0/θ.
Äàëi î÷åâèäíèì ÷èíîì çàâåðøó¹òüñÿ äî-

âåäåííÿ òåîðåìè.
3. Íàðåøòi, âèâ÷èìî âèïàäîê ôóíêöiî-

íàëüíèõ, ðiâíîìiðíèõ i ïåðiîäè÷íèõ [2] ìî-
ìåíòiâ iìïóëüñíî¨ äi¨ äëÿ òàêî¨ ñèñòåìè çâè-
÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëü-
ñíîþ äi¹þ

dx

dτ
= A(τ, x, ε), τ 6= τj,

∆x|τ=τj
= εB(τj, x). (30)

Òóò, ÿê i ðàíiøå, x = (x1, ..., xn) ∈ D, τ =
εt ∈ I = [0, 1], (0, ε0] 3 ε � ìàëèé ïàðàìåòð,
D � îáìåæåíà îáëàñòü, 0 < τ0 < θ0ε.

Äëÿ âñiõ j = 0, 1, ... âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
tj+1 = tj + θ(εtj), (31)

äå tj = ε−1τj, θ(τ) � íåïåðåðâíà äîäàòíà
ôóíêöiÿ.

Î÷åâèäíî, ùî íà âiäðiçêó I ñïðàâäæó¹-
òüñÿ íåðiâíiñòü

θ1 ≤ θ(τ) ≤ θ2 (32)

ç äåÿêèìè äîäàòíèìè ñòàëèìè θ1, θ2.
Íåõàé äëÿ âñiõ x′, x′′ ∈ D i τ ′, τ ′′ ∈ I ðiâ-

íîìiðíî ïî τ ∈ I i ε ∈ (0, ε0] âèêîíóþòüñÿ
íåðiâíîñòi

|θ(τ ′)− θ(τ ′′)| ≤ θ2|τ ′ − τ ′′|,
||A(τ, x′, ε)− A(τ, x′′, ε)|| ≤ σ1||x′′ − x′||,

‖B(τ ′′, x′)−B(τ ′, x′′)‖ ≤ σ1 (‖x′′− x′‖+|τ ′′− τ ′|) ,

||A(τ ′, x′, ε)|| ≤ σ1, ||B(τ ′, x′)|| ≤ σ1. (33)

Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ñèñòåìi (30)
ñèñòåìó áåç iìïóëüñíî¨ äi¨

dx̄

dτ
= A(τ, x̄, ε) +

B(τ, x̄)

θ(τ)
. (34)

Çàäàìî äëÿ ñèñòåì (30) i (34) ïî÷àòêîâó
óìîâó (6) i ïîçíà÷èìî ÷åðåç x(τ) = x(τ, y, ε)
òà x̄(τ) = x̄(τ, y, ε) ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ âiäïîâiä-
íî (30), (6) òà (34), (6).

Òåîðåìà 3. Íåõàé:
1) âèêîíóþòüñÿ óìîâè (31), (33);
2) äëÿ âñiõ τ ∈ I, y ∈ D1, ε ∈ (0, ε0] êðèâà

x̄(τ) = x̄(τ, y, ε) ëåæèòü ó D ðàçîì çi ñâî¨ì
ρ-îêîëîì.

Òîäi ìîæíà âêàçàòè òàêå äîñèòü ìàëå
ε0 > 0 i ñòàëó σ7 > 0, ùî äëÿ êîæíèõ τ ∈
I, y ∈ D1, i ε ∈ (0, ε0] ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

‖U(τ, y, ε)‖ ≤ σ7ε. (35)

Äîâåäåííÿ. ßê i â òåîðåìi 1, îòðèìà¹ìî
îöiíêó âèãëÿäó (9), â ÿêié äîäàíîê D ìà¹
âæå iíøèé âèãëÿä

D ≡
∥∥∥∥∥∥
ε

∑
0<τj<τ

B(τj, x̄(τj))−
τ∫

0

B(t, x̄(t))

θ(t)
dt

∥∥∥∥∥∥
.

Ç ðiâíîñòi (31) ìà¹ìî, ùî

ε =
τj+1 − τj

θ(τj)
.
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Çâiäñè îòðèìà¹ìî

D ≡
∥∥∥∥∥

∑
0<τj<τ

(
εB(τj, x̄(τj))−

−
τj+1∫

τj

B(t, x̄(t))

θ(t)
dt

)
−

τ0∫

0

B(t, x̄(t))

θ(t)
dt

∥∥∥∥∥ ≤

≤
∑

0<τj<τ

∥∥∥∥∥∥∥

τj+1∫

τj

B(τj, x̄(τj))

θ(τj)
dt−

τj+1∫

τj

B(t, x̄(t))

θ(t)
dt

∥∥∥∥∥∥∥
+

+εθ0σ1/θ1 ≤

≤

∥∥∥∥∥∥∥

∑
0<τj<τ

τj+1∫

τj

(θ(t)− θ(τj))B(τj, x̄(τj))

θ(τj)θ(t)
dt

∥∥∥∥∥∥∥
+

+

∥∥∥∥∥∥∥

∑
0<τj<τ

τj+1∫

τj

B(τj, x̄(τj))−B(t, x̄(t))

θ(t)
dt

∥∥∥∥∥∥∥
+

+εθ0
σ1

θ1

≤ ε
θ2
2

θ2
1

σ1

(
σ1 +

σ1

θ1

+ 2

)
+εθ0

σ1

θ1

≡ σ8ε.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ îöiíêó, iç íåðiâíîñòi
(9) îäåðæèìî iíòåãðî-ñóìàðíó íåðiâíiñòü

‖U(τ, y, ε)‖ ≤ σ1

τ∫

0

‖U(t, y, ε)‖dt+

+εσ1

∑
0<τj<τ

‖U(τj, y, ε)‖+ σ8ε.

Çãiäíî ç ëåìîþ 2.1 [1] ìà¹ìî îöiíêó

‖U(τ, y, ε)‖ ≤ e
Tσ1(1+ 1

θ1
)
σ8ε.

Òóò, ÿê i ðàíiøå, ÷åðåç T = T (y, ε) ïîçíà-
÷åíî ìàêñèìàëüíó ìåæó ïiâiíòåðâàëó [0, T )
âiäðiçêà, äëÿ ÿêîãî êðèâà x = x(τ, y, ε) ëå-
æèòü ó ρ-îêîëi êðèâî¨ x̄ = x̄(τ, y, ε).

Çâiäñè âèïëèâà¹ îöiíêà (35) çi ñòàëîþ
σ7 = e

Tσ1(1+ 1
θ1

)
σ8. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 1. ßêùî ìîìåíòè iìïóëüñíî¨
äi¨ ¹ ðiâíîìiðíèìè àáî ïåðiîäè÷íèìè, òî
îöiíêà (35) ç òî÷íiñòþ äî ñòàëî¨ σ7 íå çìi-
íèòüñÿ, à ñèñòåìà (34) áóäå ìàòè âèãëÿä

dx̄

dτ
= A(τ, x̄, ε) +

B(τ, x̄)

θ
.

Òóò θ � âiäñòàíü ìiæ ñóñóäíiìè ìîìåí-
òàìè iìïóëüñíî¨ äi¨ äëÿ âèïàäêó ðiâíîìið-
íèõ ìîìåíòiâ i

θ =

p−1∑
j=0

t̄j+i

p
(36)

äëÿ ïåðiîäè÷íèõ ìîìåíòiâ ç ïåðiîäîì p (i �
áóäü-ÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé, íà-
ïðèêëàä, i-òèé ïåðiîä ïîñëiäîâíîñòi {τ̄j}.

Îñêiëüêè ç ðiâíîñòi (36) âèïëèâà¹, ùî äëÿ
áóäü-ÿêîãî i âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

∑
τi≤τj<τi+p

τ̄j = εθp,
∑

τi≤τj<τi+p

(θε− τ̄j) ≡ 0,

òî, âðàõîâóóþ÷è óìîâè (33), ìà¹ìî
∥∥∥∥∥∥∥

∑
τi≤τj<τi+p


εB(τj, x̄(τj))−

τj+1∫

τj

B(t, x̄(t))

θ
dt




∥∥∥∥∥∥∥
≤

≤
∥∥∥∥∥

∑
τi≤τj<τi+p

[
εB(τj, x̄(τj))− εB(τ ∗j , x̄(τ ∗j ))+

+
B(τ ∗j , x̄(τ ∗j )) (θε− τ̄j)

θ

]∥∥∥∥∥ ≤ σ1(σ1+
σ1

θ
+1)ε2pθ.

Òóò τ ∗j � äåÿêà òî÷êà âiäðiçêó [τj, τj+1].
Êiëüêiñòü ïåðiîäiâ íà ïðîìiæêó I íå ïåðå-

âèùó¹ âåëè÷èíè 1/(εpθ), òîìó î÷åâèäíî, ùî
òâåðäæåííÿ íàñëiäêó âèêîíóþòüñÿ çi ñòàëîþ
σ7 = σ1(σ1 + σ1/θ + θ0/θ + 1)eTσ1(1+ 1

θ
).
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