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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÊÎËÈÂÀÍÍß ÌÀÉÆÅ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ
Äîâåäåíî, ùî ôóíêöiÿ, ÿêà âèçíà÷åíà íà íîðìàëüíîìó çëi÷åííî ðîçêëàäíîìó ïðîñòîði,

áóäå êîëèâàííÿì äåÿêî¨ ìàéæå íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ïîäà¹òüñÿ ó
âèãëÿäi ñóìè äâîõ êâàçiíåïåðåðâíèõ i íàïiâíåïåðåðâíèõ çâåðõó íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié.

We prove that a function de�ned on a normal countably resolvable space is the oscillation
of an almost continuous function if and only if it is the sum of two quasi-continuous upper semi-
continuous nonnegative functions.

1. Âñòóï
Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y

ìiæ äâîìà òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè X òà
Y íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå íåïåðåðâíèì /êâà-
çiíåïåðåðâíèì, ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíèì/
ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i îêîëó
V òî÷êè f(x) iñíó¹ òàêà ìíîæèíà A, ùî
x ∈ int A /x ∈ int A, x ∈ int A/ i f(A) ⊆ V .

Â ïîïåðåäíiõ ðîáîòàõ àâòîðà [1, 2] áóëî
îïèñàíî ìíîæèíè òî÷îê ðîçðèâó i êîëèâàí-
íÿ êâàçiíåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Â [1] îòðèìà-
íî îïèñ ìíîæèíè òî÷îê ðîçðèâó íà ñïàäêîâî
íîðìàëüíèõ, ïðîñòîðàõ

Òåîðåìà À. (Î. Ìàñëþ÷åíêî) Íåõàé
X � ñïàäêîâî íîðìàëüíèé ïðîñòið i E ⊆ X.
Äëÿ òîãî ùîá ìíîæèíà E áóëà áè ìíî-
æèíîþ òî÷îê ðîçðèâó äåÿêî¨ êâàçiíåïåðåðâ-
íî¨ ôóíêöi¨ f : X → R íåîáõiäíî i
äîñèòü, ùîá E áóëà çëi÷åííèì îá'¹äíàí-
íÿì ìíîæèí âèãëÿäó En = An ∩ Bn, äå
An ∩Bn = An ∩Bn = ∅.

Íåñêëàäíî çðîçóìiòè, ùî ó ìåòðèçîâíîìó
âèïàäêó öÿ óìîâà íà ìíîæèíó E ðiâíîñèëü-
íà òîìó, ùî E ¹ Fσ-ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êà-
òåãîði¨. Çíà÷íî áiëüøèõ çóñèëü ïîòðåáóâàëî
ç'ÿñóâàííÿ íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó [2].

Òåîðåìà B. (Î. Ìàñëþ÷åíêî) Íåõàé X �
ìåòðèçîâíèé ïðîñòið i g : X → R. Äëÿ òî-
ãî ùîá ôóíêöiÿ g áóëà êîëèâàííÿì äåÿêî¨
êâàçiíåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : X → R íåîáõi-
äíî i äîñèòü, ùîá g áóëà íåâiä'¹ìíîþ íàïiâ-
íåïåðåðâíîþ çâåðõó ôóíêöi¹þ, íîñié suppg
ÿêî¨ ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨.

Â ñòàòòi [3] äîñëiäæóâàëàñÿ ìíîæèíà òî-
÷îê ðîçðèâó ìàéæå íåïåðåðâíèõ âiäîáðà-
æåíü. Òàì âäàëîñü îõàðàêòåðèçóâàòè ìíî-
æèíó òî÷îê ðîçðèâó ìàéæå íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié íà äîâiëüíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòî-
ðàõ. Íàãàäà¹ìî, ùî ïiäìíîæèíà E òîïîëîãi-
÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ðîçêëàäíîþ,
ÿêùî iñíóþòü ìíîæèíè E1, E2 ⊆ E, òàêi, ùî
E = E1 t E2 i E1 = E2 = E

Òåîðåìà C. (Î. Ìàñëþ÷åíêîÒ. Áàíàõ,
Â. Ìàñëþ÷åíêî, Â. Ìèõàéëþê, Ì. Ïøåíè-
÷êî) Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i E ⊆
X. Òîäi äëÿ òîãî, ùîá iñíóâàëà ìàéæå íå-
ïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → R, òàêà, ùî ¨¨
ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâó D(f) = E, íåîá-
õiäíî i äîñèòü, ùîá iñíóâàëè âiäêðèòi ìíî-
æèíè Gn, òàêi, ùî E =

∞⋃
n=1

Gn i int E áóëà
ðîçêëàäíîþ.

Â äàíié ðîáîòi ìè îòðèìà¹ìî õàðàêòåðè-
çàöiþ êîëèâàíü ìàéæå íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
íà çëi÷åííî ðîçêëàäíèõ ïðîñòîðàõ.
2. Ãðàíè÷íi ôóíêöi¨
Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i

f : X → R, äå R = [−∞, +∞]. (Ïåðøi) âåðõ-
íÿ òà íèæíÿ ãðàíè÷íi ôóíêöi¨ âèçíà÷àþ-
òüñÿ ôîðìóëàìè

f∨(x) = lim sup
u→x

f(u) = inf
U - îêië x

sup
u∈U

f(u),

fλ(x) = lim inf
u→x

f(u) = sup
U - îêië x

inf
u∈U

f(u).

Äîáðå âiäîìî, ùî âåðõíÿ /íèæíÿ/ ãðàíè-
÷íà ôóíêöiÿ íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó /çíè-
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çó/. Òîìó f∨ = (f∨)∨ i fλ = (fλ)λ. Äðó-
ãi âåðõíÿ òà íèæíÿ ãðàíè÷íi ôóíêöi¨ � öå
f∨∧ = (f∨)λ, i âiäïîâiäíî, f∧∨ = (fλ)∨. I íàðå-
øòi, òðåòi âåðõíÿ òà íèæíÿ ãðàíè÷íi ôóí-
êöi¨ � öå f∨∧∨ = (f∨∧)∨ i f∧∨∧ = (f∧∨)λ. ßê ñòàíå
ÿñíî ç ðåçóëüòàòiâ öüîãî ïóíêòó, ïîäàëüøå
çàñòîñóâàííÿ îïåðàöié ∨ òà λ äî ãðàíè÷íèõ
ôóíêöié íå ïðèâåäå äî óòâîðåííÿ íîâèõ ãðà-
íè÷íèõ ôóíêöié.

Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè fλ ≤ f ≤ f∨ i
îïåðàöi¨ ∨ òà λ ìîíîòîííi, òî

fλ ≤ f∧∨∧
≤ f∨∧ ≤
≤ f∧∨ ≤ f∨∧∨ ≤ f∨

Êðiì òîãî, íåñêëàäíî çðîçóìiòè, ùî
(−f)∨ = fλ i (−f)λ = −f∨.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé X � òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið i ôóíêöiÿ f : X → R íàïiâ-
íåïåðåðâíà çâåðõó /çíèçó/. Òîäi ôóíêöiÿ fλ
/âiäïîâiäíî, f∨/ êâàçiíåïåðåðâíà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî òiëüêè âèïàäîê,
êîëè f íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó. Îñêiëüêè fλ
íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó, òî äîñèòü äîâåñòè,
ùî f êâàçiíåïåðåðâíà çâåðõó. Âiçüìåìî òî-
÷êó x0 ∈ X, ¨ ¨ âiäêðèòèé îêië U0 i ÷èñëî
γ > fλ(x0). Òîäi inf f(U0) ≤ fλ(x0) < γ. Òî-
ìó iñíó¹ x1 ∈ U0, òàêå, ùî f(x1) < γ. Àëå
f íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó, òîìó iñíó¹ òàêèé
âiäêðèòèé îêië U1 ⊆ U0 òî÷êè x1, äëÿ ÿêî-
ãî f(x) < γ ïðè x ∈ U1. Òîäi fλ(x) < γ íà
U1, ùî i äîâîäèòü êâàçiíåïåðåðâíiñòü çíèçó
ôóíêöi¨ fλ.

Íàñëiäîê 1. Äðóãi òà òðåòi ãðàíè÷íi
ôóíêöi¨ ¹ êâàçiíåïåðåðâíèìè

Òâåðäæåííÿ 2.Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið i ôóíêöiÿ f : X → R êâàçiíåïåðåðâ-
íà i íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó /çíèçó/. Òîäi
f = f∧∨ /âiäïîâiäíî, f∨∧/.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî òiëüêè âèïàäîê,
êîëè f íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó. Òîäi, îñêiëü-
êè fλ ≤ f , òî f∧∨ ≤ f∨ = f . Çàëèøè-
ëîñü äîâåñòè, ùî f∧∨ ≥ f . Äëÿ öüîãî âi-
çüìåìî òî÷êó x0 ∈ X i ÷èñëî γ < f(x0)
(ÿêùî f(x0) = −∞, òî äîâîäèòè íi÷îãî). Ïî-
êëàäåìî G = int f−1

(
(γ, +∞]

)
. Îñêiëüêè f

êâàçiíåïåðåðâíà, òî x0 ∈ G. Çðîçóìiëî, ùî
fλ(x) ≥ γ äëÿ x ∈ G. Òàêèì ÷èíîì,

f∧∨(x0) = inf
U - îêië x

sup fλ(U) ≥

≥ inf
U - îêië x0

sup f(U ∩G) ≥ γ.

Çàëèøèëîñü ñïðÿìóâàòè γ → f(x0).
Íàñëiäîê 2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið i f : X → R. Òîäi

f∨∧ = (f∨∧)∨∧ = (f∨)∧∨∧ = (f∨∧∨)λ,

f∧∨ = (f∧∨)∧∨ = (fλ)∨∧∨ = (f∧∨∧)∨.

3. Ãðàíè÷íi ôóíêöi¨ âiä îñëà-
áëåíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü

Çàðàç ìè ç'ÿñó¹ìî äåÿêi ñïåöèôi÷íi âëà-
ñòèâîñòi ãðàíè÷íèõ ôóíêöié âiä ìàéæå êâà-
çiíåïåðåðâíèõ, ìàéæå íåïåðåðâíèõ ÷è êâàçi-
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé X � òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið i f : X → R � ìàéæå êâàçi-
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Òîäi ôóíêöi¨ f∨ òà fλ
� êâàçiíåïåðåðâíi.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî òiëüêè êâàçi-
íåïåðåðâíiñòü f∨. Îñêiëüêè f∨ íàïiâíåïå-
ðåðâíà çâåðõó, òî òî äîñèòü ïîêàçàòè, ùî f∨

êâàçiíåïåðåðâíà çíèçó. Äëÿ öüîãî âiçüìåìî
òî÷êó x0 ∈ X, ¨¨ âiäêðèòèé îêië U0 i ÷èñëî
γ < f∨(x0). Òîäi sup f(U0) ≥ f∨(x0) > γ. Îò-
æå, iñíó¹ x1 ∈ U0, òàêå, ùî f(x1) > γ. Äàëi,
îñêiëüêè f ìàæå êâàçiíåïåðåðâíà, òî iñíó¹
òàêà ìíîæèíà A ⊆ X, ùî int A ¹ îêîëîì òî-
÷êè x1 i f(x) > γ ïðè x ∈ A. Ïîêëàäåìî
U1 = U0 ∩ int A. ßñíî, ùî U1 6= ∅. Êðiì òî-
ãî, äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ U1 i ¨ ¨ îêîëó U
ìàòèìåìî, ùî U ∩ A 6= ∅, à çíà÷èòü,

sup f(U) ≥ sup f(U ∩ A) > γ.

Òîìó f∨(x) ≥ γ ïðè x ∈ U1.
Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé X � òîïîëîãi-

÷íèé ïðîñòið i f : X → R � ìàéæå íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ. Òîäi ôóíêöi¨ f∧∨ ≤ f ≤ f∨∧.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî òiëüêè, ùî
f∧∨ ≤ f . Âiçüìåìî x0 ∈ X i γ > f(x0).
Îñêiëüêè f ìàéæå íåïåðåðâíà, òî iñíó¹ ìíî-
æèíà A ⊆ X, òàêà, ùî U0 = int A � îêië òî-
÷êè x0 i f(x) ⊆ γ ïðè x ∈ A. Òîäi äëÿ äî-
âiëüíî¨ òî÷êè x ∈ U0 i ¨ ¨ îêîëó U ìàòèìåìî,
ùî U ∩ A 6= ∅, à òîìó

inf f(U) ≤ inf f(U ∩ A) < γ.
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Òàêèì ÷èíîì, fλ(x) ≤ γ íà U0. Îòæå,

f∧∨(x0) ≤ sup fλ(U0) ≤ γ.

Çàëèøèëîñü ñïðÿìóâàòè γ → f(x0).
Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé X � òîïîëîãi-

÷íèé ïðîñòið i f : X → R � êâàçiíåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ. Òîäi ôóíêöi¨ f∨∧ ≤ f ≤ f∧∨.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî òiëüêè, ùî
f∨∧ ≤ f . Âiçüìåìî x0 ∈ X i γ > f(x0). Ïîêëà-
äåìî G = int f−1([−∞, γ]). Îñêiëüêè f êâà-
çiíåïåðåðâíà, òî x0 ∈ G. Äàëi äëÿ äîâiëüíî¨
òî÷êè x ∈ G ìàòèìåìî, ùî

f∨(x) ≤ sup f(G) ≤ γ.

Àëå äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè x0 ïåðå-
òèí U ∩G 6= ∅, à òîìó

inf f(U) ≤ inf f(G ∩ U) ≤ γ.

Òàêèì ÷èíîì, f∨∧(x0) ≤ γ. Çàëèøèëîñü
ñïðÿìóâàòè γ → f(x0).
4. Íåîáõiäíi óìîâè íà êîëèâà-

ííÿ ìàéæå íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
Ïðèñòóïèìî äî âñòàíîâëåííÿ íåîáõiäíèõ

óìîâ íà êîëèâàííÿ ìàéæå íåïåðåðâíèõ ôóí-
êöié.

Òâåðäæåííÿ 6. Íåõàé X � òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið i f : X → R � ìàéæå íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ i g = ωf . Òîäi iñíóþòü êâà-
çiíåïåðåðâíi íàïiâíåïåðåðâíi çâåðõó ôóíêöi¨
g1, g2 : X → R, òàêi, ùî g1λ, g2λ > −∞,
g1λ + g2λ ≥ 0 i g = g1 + g2.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî g1 = −fλ i g2 =
f∨. Ïî-ïåðøå, g1 òà g2 íàïiâíåïåðåðâíi çâåð-
õó. Äàëi, çà òâåðäæåííÿì 3 ôóíêöi¨ g1 òà g2

êâàçiíåïåðåðâíi. Ç òâåðäæåííÿ 4, ìà¹ìî, ùî

−g1λ = −(−fλ)λ = f∧∨ ≤ f∨∧ = g2λ.

Òîìó g1λ, g2λ > −∞ i g1λ+g2 ≥ 0. I íàðåøòi,

g = ωf = f∨ − fλ = g1 + g2.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöi¨ g1 òà g2 çàäîâîëüíÿ-
þòü âñiì ïîòðiáíèì óìîâàì.

Òâåðäæåííÿ 7. Íåõàé X � òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið i f : X → R � ìàéæå íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ i g = ωf . Òîäi g ≤ 2g∧∨.

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî g1 òà g2 çà òâåð-
äæåííÿì 6. Âiçüìåìî äåÿêó òî÷êó x0 ∈ X i

÷èñëà γi < giλ(x0), i = 1, 2. Òîäi iñíó¹ òàêèé
îêië U0 òî÷êè x0, ùî gi(x) > γi ïðè x ∈ U0 òà
i = 1, 2. Äàëi, îñêiëüêè gi(x)− γi > 0 íà U0 i
îïåðàöiÿ ∧∨ ìîíîòîííà i çà ðàõóíîê òâåðäæå-
ííÿ 2 g∧∨i = gi, òî

g∧∨(x0) = (g1 + g2)
∧∨(x0) =

=
(
(g1 − γ1) + (g2 − γ2)

)∧∨
(x0) + γ1 + γ2 ≥

≥ (gi − γi)
∧∨(x0) + γ1 + γ2 =

= g∧∨i (x0) + γ3−i = gi(x0) + γ3−i,

äëÿ i = 1, 2. Òîäi

2g∧∨(x0) ≥ g1(x0) + g2(x0) + γ1 + γ2.

Ñïðÿìóâàâøè γi → giλ(x0) îäåðæèìî, ùî

2g∧∨(x0) ≥ g1(x0) + g2(x0)+

+g1λ(x0) + g2λ(x0) ≥ g1(x0) + g2(x0) = g(x0).

Òàêèì ÷èíîì, g ≤ 2g∧∨.
Äëÿ íîðìàëüíèõ ïðîñòîðiâ íåîáõiäíi óìî-

âè, ùî íàâåäåíi â òâåðäæåííi 6 ìîæíà äåùî
ñïðîñòèòè.

Òâåðäæåííÿ 8. Íåõàé X � íîðìàëüíèé
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i f : X → R � ìàé-
æå íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ i g = ωf . Òîäi iñíó-
þòü êâàçiíåïåðåðâíi íàïiâíåïåðåðâíi çâåð-
õó ôóíêöi¨ g1, g2 : X → [0, +∞], òàêi, ùî
g = g1 + g2.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 6 âèáåðå-
ìî ôóíêöi¨ ϕ1, ϕ2 : X → R, òàêi, ùî
ϕ1λ, ϕ2λ > −∞, ϕ1λ + ϕ2λ ≥ 0 i g = ϕ1 + ϕ2.
Òîäi −ϕ1λ ≤ ϕ2λ. Àëå ôóíêöiÿ −ϕ1λ íàïiâ-
íåïåðåðâíà çâåðõó à ϕ2λ � çíèçó. Òîìó çà òå-
îðåìîþ Ãàíà-Äü¹äîíå-Òîíãà-Êàòåòîâà [4, c.
105] iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ϕ : X → R,
òàêà, ùî −ϕ1λ ≤ ϕ ≤ ϕ2λ. Ðîçãëÿíåìî
çàìêíåíi ìíîæèíè F+ = ϕ−1(+∞), F− =
ϕ−1(−∞) i F = F+ t F−. Ïîêëàäåìî

h1(x) =

{
ϕ1(x) + ϕ(x) , ÿêùî x ∈ X \ F

+∞ , ÿêùî x ∈ F,

h2(x) =

{
ϕ2(x)− ϕ(x) , ÿêùî x ∈ X \ F

+∞ , ÿêùî x ∈ F,

g1 = h∧∨1 i g2 = h∧∨2 . Îñêiëüêè h1, h2 ≥ 0, òî
i g1, g2 ≥ 0. Êðiì òîãî, çà íàñëiäêîì 1, íà-
ïiâíåïåðåðâíi çâåðõó ôóíêöi¨ g1 òà g2 ¹ êâà-
çiíåïåðåðâíèìè. Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî
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g(x) = g1(x) + g2(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X.
Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöi¨ g1 òà g2 êâàçiíåïå-
ðåðâíi íà X \ F . Òîìó, çà òâåðäæåííÿì 2,
g1(x) = h1(x) i g2(x) = h2(x) ïðè x ∈ X \ F .
Îòæå ðiâíiñòü g(x) = g1(x)+g2(x) î÷åâèäíèì
÷èíîì âèêîíó¹òüñÿ ïðè x ∈ X \F . Ç'ÿñó¹ìî,
ùî âîíà áóäå âiðíîþ i ïðè x ∈ F = F+ t F−.
Âèïàäêè x ∈ F+ òà x ∈ F− äîâîäÿòüñÿ àáñî-
ëþòíî àíàëîãi÷íî. Òîìó ìè ðîçáåðåìî ëèøå
ïåðøèé iç íèõ.

Íåõàé ñïî÷àòêó x0 ∈ U+, U+ = int F+.
Òîäi ϕ2(x) ≥ ϕ2λ(x) ≥ ϕ(x) = +∞ íà
U+. Òàêèì ÷èíîì, ϕ2(x) = +∞ íà U+. Òî-
ìó g(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x) = +∞ íà U+.
Êðiì òîãî, h1(x) = h2(x) = +∞ íà U+.
Òîìó g1(x) = g2(x) = +∞ íà U+. Îòæå,
g(x) = +∞ = g1(x) + g2(x) ïðè x ∈ U+. Àëå
ôóíêöi¨ g, g1, g2 íàïiâíåïåðåðâíi çâåðõó. Òî-
ìó g(x) = +∞ = g1(x) + g2(x) ïðè x ∈ U+.
Çîêðåìà, g(x0) = +∞ = g1(x0) + g2(x0).

Âiçüìåìî òåïåð x0 ∈ F+ \ U+. ßñíî, ùî
òîäi âiäêðèòà ìíîæèíà U0 = X \ (U+ t F−)
¹ îêîëîì òî÷êè x0 i U0 ∩ F+ � íiäå íå ùiëü-
íà. Âiçüìåìî äåÿêèé âiäêðèòèé îêië U ⊆ U0

òî÷êè x0. Ïîêëàäåìî G = U \ F+. ßñíî, ùî
òîäi G U .

Äîâåäåìî, ùî h1 íåîáìåæåíà çâåðõó íà G.
Íåõàé öå íå òàê i h1(x) ≤ C íà G äëÿ äåÿêî¨
êîíñòàíòè C. Òîäi, îñêiëüêè G ∩ F = ∅, òî

g1(x) = ϕ1(x) + ϕ(x) ≤ C ïðè x ∈ G.

Îòæå, îñêiëüêè lim
x→x0

ϕ(x) = ϕ(x0) = +∞
i ϕ1(x) ≤ C − ϕ(x) ïðè x ∈ G, òî

lim
G3x→x0

ϕ1(x) = −∞. Àëå ÿêîãî

ϕ1(x) < ϕ1(x0)− 1 ïðè x ∈ G1,

äå G1 = U1 ∩ G. Äàëi, îñêiëüêè ϕ1 êâàçiíå-
ïåðåðâíà, òî iñíó¹ òàêà âiäêðèòà íeïîðîæíÿ
ìíîæèíà U2 ⊆ U1, äëÿ ÿêî¨

ϕ1(x) > ϕ1(x0)− 1 ïðè x ∈ U2.

Àëå G1U1U2. Òîìó U2∩G1 6= ∅, ùî íåìîæëè-
âî àäæå íà ìíîæèíàõ G1 òà U2 âèêîíóþòüñÿ
ïðîòèëåæíi íåðiâíîñòi.

Òàêèì ÷èíîì, h1 íåîáìåæåíà çâåðõó íà
U \ F äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè x0. Äà-
ëi, îñêiëüêè g1(x) = h1(x) íà X \ F i g1 íà-

ïiâíåïåðåðâíà çâåðõó, òî

g1(x0)= lim sup
x→x0

g1(x)≥ lim sup
X\F3x→x0

h1(x)=+∞.

Îòæå, òàê ÷è iíàêøå, g = g1 + g2.
5. Õàðàêòåðèçàöiÿ êîëèâàíü

ìàéæå íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
Â öüîìó ïóíêòi ìè ç'ÿñó¹ìî äîñòàòíiñòü

óìîâ, íåîáõiäíiñòü ÿêèõ ç'ÿñîâàíà â òâåð-
äæåííi 6.

Ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F : X ⇒ Y
íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå íåïåðåðâíèì çíèçó,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x0 ∈ X òà âiäêðè-
òî¨ ìíîæèíè V , ç V ∩ F (x0) 6= ∅, iñíó¹ òàêà
ìíîæèíà A, ùî x0 ∈ int A i F (x) ∩ V 6= ∅
äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ A.

Ëåìà 1. Íåõàé X òà Y � òîïîëîãi÷íi
ïðîñòîðè, F : X ⇒ Y � ìàéæå íåïåðåðâíà
çíèçó i E : X ⇒ Y , òàêà, ùî E ⊆ F ⊆ E.
Òîäi E òàêîæ ìàéæå íåïåðåðâíà çíèçó.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî òî÷êè x0 ∈ X,
y0 ∈ E(x0) ⊆ F (x0) i âiäêðèòèé îêië V0 òî÷êè
y0. Îñêiëüêè F ìàéæå íåïåðåðâíå çíèçó, òî
iñíó¹ òàêà ìíîæèíà A ⊆ X, ùî U0 = int A ¹
îêîëîì òî÷êè x0 i F (x) ∩ V0 6= ∅ ïðè x ∈ A.
Ïîêëàäåìî

B = {x ∈ U0 : E(x) ∩ V0 6= ∅}.
Ïîêàæåìî, ùî B U0. Íåõàé öå íå òàê i U1 =
U0 \ B 6= ∅. Òîäi (U1 × V ) ∩ E = ∅. Àëå
A U0 U1. Òîìó U1 ∩ A 6= ∅. Òàêèì ÷èíîì,
(U1×V )∩F 6= ∅, ùî íåìîæëèâî, àäæå E F .

Ëåìà 2. Íåõàé X òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
i f : X → R i F = f : X ⇒ R � çàìè-
êàííÿ f â X × R. Òîäi f∨(x) = sup F (x) i
fλ(x) = inf F (x) ïðè x ∈ X.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òiëüêè ïåðøó ç
äâîõ ôîðìóë. Îñêiëüêè F çàìêíåíå â X×R i
R � êîìïàêò, òî F íåïåðåðâíå çâåðõó [?]. Âi-
çüìåìî òî÷êó x0 ∈ X i ÷èñëî γ > sup F (x).
Òîäi F (x0) ⊆ [−∞, γ). Îòæå iñíó¹ òàêèé îêië
U0 òî÷êè x0, ùî F (x) ⊆ [−∞, γ) ïðè x ∈ U0.
Àëå f(x) ∈ F (x). Òîìó f∨(x0) ≤ sup f(U0) ≤
γ. Ñïðÿìóâàâøè γ → sup F (x0) îäåðæèìî,
ùî f∨(x0) ≤ sup F (x0).

Äîâåäåìî îáåðíåíó íåðiâíiñòü. Âiçüìåìî
γ > f∨(x0). Òîäi iñíó¹ îêië U0 òî÷êè x0, òà-

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2010. Âèïóñê 528. Ìàòåìàòèêà. 107



êèé, ùî sup f(U) ⊆ γ. Çíà÷èòü,

F (x0) ⊆ f(U0) ⊆ [−∞, γ].

Òîìó sup F (x0) ≤ γ. Çàëèøèëîñü ñïðÿìóâà-
òè γ → f∨(x0).

Ïiäìíîæèíà E òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
X íàçèâà¹òüñÿ çëi÷åííî ðîçêëàäíîþ, ÿêùî
iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí En ⊆ E, äëÿ
ÿêèõ E =

∞⊔
n=1

En i En E. ßñíî, ùî çëi÷åííî
ðîçêëàäíà ìíîæèíà àâòîìàòè÷íî ¹ i ðîçêëà-
äíîþ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið i g : X → R òàêà, ùî ìíî-
æèíà int suppg çëi÷åííî ðîçêëàäíà. Òîäi
äëÿ òîãî, ùîá iñíóâàëà ìàéæå íåïåðåðâ-
íà ôóíêöiÿ f : X → R, òàêà, ùî ωf = g
íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá iñíóâàëè òàêi íà-
ïiâíåïåðåðâíi çâåðõó êâàçiíåïåðåðâíi ôóí-
êöi¨ g1, g2 : X → R, ùî g1λ, g2λ > +∞,
g1λ + g2λ ≥ 0 i g = g1 + g2.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà â
òâåðäæåííi 6. Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Íåõàé

G = {x ∈ X : g1λ(x) + g2λ(x) > 0}.
ßñíî, ùî G � âiäêðèòà. Îñêiëüêè g ≥ g1 +
g2 ≥ g1λ + g2λ, òî G ⊆ int suppg. Òàêèì ÷è-
íîì, G � çëi÷åííî ðîçêëàäíà. Òîäi iñíóþòü
òàêi ìíîæèíè An, ùî G =

∞⊔
n=1

An i An G. Âi-
çüìåìî x ∈ X i ïîêëàäåìî

F (x)=[−g1λ(x),g2λ(x)], I(x)=(−g1λ(x),g2λ(x)).

Îñêiëüêè g1λ(x),g2λ(x)>−∞, òî F (x)∩R6=∅
ïðè x ∈ X. Âèáåðåìî ϕ(x) ∈ F (x)∩R. Çàíó-
ìåðó¹ìî Q = {rn : n ∈ N} i ïîêëàäåìî äëÿ
êîæíîãî x ∈ X, ùî

f(x) =

{
rn , ÿêùî x ∈ An i rn ∈ I(x)

ϕ(x) , iíàêøå.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî F : X ⇒ Y ¹ íåïå-
ðåðâíèì çíèçó. Ñïðàâäi, âiçüìåìî x0 ∈ X,
y0 ∈ F (x) i âiäêðèòèé â R îêië V0 òî÷êè y0.
Îñêiëüêè F (x0) ∩ R � öå íåïîðîæíié ïðîìi-
æîê, òî iñíó¹ òî÷êà y1 ∈ V0 ∩ R. Âiçüìåìî
ε > 0, òàêå, ùî V1 = (y1−ε, y1+ε) ⊆ V0. Äàëi,
îñêiëüêè ôóíêöi¨ g1λ òà g2λ íàïiâíåïåðåðâíi
çíèçó, òî iñíó¹ òàêèé îêië U0 òî÷êè x0, ùî

äëÿ íüîãî −g1λ(x) < y1 + ε i g2λ(x) > y0 − ε
ïðè x ∈ U0. Òîäi

F (x ∩ V0) F (x) ∩ V1 6= ∅
ïðè x ∈ U0.

Ïîêàæåìî, ùî f ⊆ F ⊆ f . Ïåðøå âêëþ-
÷åííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî f(x) ∈ F (x)
ïðè x ∈ X. Äîâåäåìî äðóãå âêëþ÷åííÿ. Âi-
çüìåìî òî÷êè (x0, y0) ∈ F i ïîêàæåìî, ùî
(x0, y0) ∈ f . äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî âiäêðè-
òi îêîëè U0 òà V0 òî÷îê x0 òà y0 âiäïîâiä-
íî. ßêùî x0 6∈ G, òî F (x0) = {y0}. Òîìó
f(x0) = y0 ∈ V0, à çíà÷èòü,

(U0 × V0) ∩ f 3 (x0, y0).

Íåõàé x0∈G. Îñêiëüêè y0∈F (x0)=I(x0),
òî V0 ∩ I(x0) 6= ∅. Òîìó iñíó¹ n ∈ N, òàêå,
ùî rn ∈ V0 ∩ I(x0). Òîäi, ç íàïiâíåïåðåðâíî-
ñòi çíèçó ôóíêöié g1λ òà g2λ âèïëèâà¹, ùî
iñíó¹ îêië U1 ⊆ U0∩G òî÷êè x0, ùî äëÿ íüî-
ãî I(x) 3 rn ïðè x ∈ U1. Àëå An G U1. Òîìó
iñíó¹ x1 ∈ U1∩An ⊆ U0. Òîäi f(x1) = rn ∈ U0.
Îòæå,

(U0 × V0) ∩ f 3 (x1, rn).

Òàêèì ÷èíîì, çíîâó âèõîäèòü, ùî

(U0 × V0) ∩ f 6= ∅
äëÿ äîâiëüíîãî ïðÿìîêóòíîãî îêîëó U0 × V0

òî÷êè (x0, y0). Îòæå, (x0 ∈ y0) ∈ f .
Òåïåð, çà ëåìîþ 1 ìàòèìåìî ùî âiäîáðà-

æåííÿ f ¹ ìàéæå íåïåðåðâíèì, àäæå âîíî
îäíîçíà÷íå.

Ïîêàæåìî, ùî fλ = −g1 à f∨ = g2. Ïî-
ïåðøå, îñêiëüêè −g1 ≤ f ≤ g2 i ôóíêöi¨ g1

òà g2 íàïiâíåïåðåðâíi çâåðõó, òî f∨ ≤ g2 i
fλ ≥ −g1. Äàëi, ç òîãî, ùî f F , âèïëèâà¹,
ùî

f∨(x) = sup f(x) ≥ sup F (x) = g2λ(x),

fλ(x) = inf f(x) ≤ inf F (x) = −g1λ(x).

Òîìó, âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 2, ìàòèìå-
ìî, ùî

f∨ ≥ g∧∨2 = g2 i
fλ ≤ (−g1λ)λ = −g∧∨1 = −g1.

Òàêèì ÷èíîì, f∨ = g2 à fλ = −g1 . Îòæå,

ωf = f∨ − fλ = g1 + g2 = g.
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Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ f ¹ øóêàêíîþ.
Ç òâåðäæåííÿ 8 i òåîðåìè 1 âèïëèâà¹ íà-

ñòóïíèé ðåçóëüòàò.
Íàñëiäîê 3. Íåõàé X � íîðìàëüíèé òî-

ïîëîãi÷íèé ïðîñòið i g : X → R òàêà, ùî
ìíîæèíà int suppg çëi÷åííî ðîçêëàäíà. Òî-
äi äëÿ òîãî, ùîá iñíóâàëà ìàéæå íåïåðåðâ-
íà ôóíêöiÿ f : X → R, òàêà, ùî ωf = g íå-
îáõiäíî i äîñèòü, ùîá iñíóâàëè òàêi íàïiâ-
íåïåðåðâíi çâåðõó êâàçiíåïåðåðâíi ôóíêöi¨
g1, g2 : X → [0, +∞], ùî g = g1 + g2.

Áåðó÷è äî óâàãè òâåðäæåííÿ 7 âèíèêà¹
íàñòóïíå ïèòàííÿ: äëÿ ÿêèõ òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ óìîâà g ≤ 2g∧∨ ¹ äîñòàòíüîþ äëÿ
iñíóâàííÿ ìàéæå íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f , ç
ωf = g? Öüîìó ïèòàííþ áóäå ïðèñâÿ÷åíà íà-
ñòóïíà ðîáîòà àâòîðà
6. Iñòîòíiñòü çëi÷åííî¨ ðîçêëà-

äíîñòi
Ç òåîðåìè C âèïëèâà¹, ùî äëÿ ìàéæå íå-

ïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f ìíîæèíè int suppωf ¹
òiëüêè ðîçêëàäíîþ à íå çëi÷åííî ðîçêëà-
äíîþ, ÿê õîòiëîñü áè. Ïðîòå, ÿê áóäå äîâå-
äåíî â öüîìó ïóíêòi, óìîâó çëi÷åííî¨ ðîç-
êëàäíîñòi â òåîðåìi 1 íå ìîæíà çàìiíèòè íà
ðîçêëàäíiñòü.

Ëåìà 3. Íåõàé X òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
i f : X → R � ìàéæå íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ,
äëÿ ÿêî¨ ωf = +∞. Òîäi iñíó¹ ïiäïðîñòið
Y ⊆ X äëÿ ÿêîãî Y = X \ Y = X, çâóæåííÿ
g = f |Y ¹ ìàéæå íåïåðåðâíèì i ωg = +∞,

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó U âñiõ
òàêèõ âiäêðèòèõ â X íåïîðîæíiõ ìíîæèí
U , ùî iñíó¹ ìíîæèíà AU ⊆ X äëÿ ÿêî¨
AU ⊆ U ⊆ AU i ωf (AU) ≤ 1.

Ïåðø çà âñå ïåðåâiðèìî, ùî U ùiëüíà â
X. Âiçüìåìî äåÿêó âiäêðèòó â X íåïîðîæíþ
ìíîæèíó U0. Âèáåðåì äåÿêó òî÷êó x0 ∈ U0.
Îñêiëüêè f ìàéæå íåïåðåðâíà, òî iñíó¹ ìíî-
æèíà A0 ⊆ X, äëÿ ÿêî¨ int A0 ¹ îêîëîì òî-
÷êè x0 i f(A0) ⊆ (f(x0) − 1

2
, f(x0) + 1

2
). Òîäi

íåïîðîæíÿ ìíîæèíà U = U0 ∩ int A0 íàëå-
æèòü äî U , àäæå äëÿ ìíîæèíè A = A0 ∩ U
âèêîíó¹òüñÿ, ùî

A ⊆ U ⊆ A i ωf (A) ≤ 1.

Îñêiëüêè äèç'þíêòíiñòü � öå âëàñòè-
âiñòü ñêií÷åííîãî õàðàêòåðó, òî çà ëåìîþ

Òåéõìþëëåðà-Òüþêi [4, ñ. 29] iñíó¹ ìàêñè-
ìàëüíà äèç'þíêòíà ïiäñèñòåìà U0 ñèñòåìè
U . Âèçíà÷èìî Z =

⋃
U∈U0

AU i äîâåäåìî, ùî

Y = X \ Z � øóêàíèé ïiäïðîñòið.
Ïî-ïåðøå, ïåðåâiðèìî, ùî Z=X\Y ùiëü-

íèé â X. Íåõàé öå íå òàê i U0=X\Z 6=∅.
Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè U ⊆ AU ⊆ Z, òî
U ∩ U0 = ∅ äëÿ êîæíîãî U ∈ Uo. Êîðèñòóþ-
÷èñü ùiëüíiñþ U â X, çíàéäåìî íåïîðîæíþ
ìíîæèíó U1 ∈ U , äëÿ ÿêî¨ U1 ⊆ U0. Òîäi ñè-
ñòåìà U1=U0∪{U1} ¹ äèç'þíêòíîþ ïiäñèñòå-
ìîþ U , ùî ñóïåðå÷èòü ìàêñèìàëüíîñòi U0.

Òåïåð ç'ÿñó¹ìî, ùî Y = X. Äëÿ öüî-
ãî äîñèòü äîâåñòè, ùî Z ⊆ Y . Âiçüìå-
ìî òî÷êó x0 ∈ Z i äåÿêèé âiäêðèòèé
îêië U0 òî÷êè x0. Òîäi iñíó¹ U ∈ U0, òà-
êå, ùî x0 ∈ AU . Àëå ωf (AU) ≤ 1. Òî-
ìó f(AU) ⊆ [f(x0)− 1, f(x0) + 1]. Ïîêëàäå-
ìî U1 = U ∩ U0. Îñêiëüêè U1 3 x0, òî
ωf (U1) ≥ ωf (x0) = +∞. Òàêèì ÷èíîì,

f(U1) 6⊆ [f(x0)− 1, f(x0) + 1].

Îòæå, iñíó¹ x1 ∈ U1 ⊆ U0, äëÿ ÿêîãî

f(x1) 6∈ [f(x0)− 1, f(x0) + 1].

Òîäi x1 ∈ U\UA. Àëå ñèñòåìà U0 äèç'þíêòíà.
Òîìó

x0 ∈ X \
⋃
U ⊆ X \ Z = Y.

Îòæå, x1 ∈ Y ∩ U0.
Ïîêàæåìî íàðåøòi, ùî ωg = +∞. Îñêiëü-

êè ìíîæèíà E = ω−1
g (+∞) çàìêíåíà â Y ,

òî äîñèòü ïåðåâiðèòè ¨¨ âñþäè ùiëüíiñòü. Ç
öi¹þ ìåòîþ ïîêàæåìî, ùî ùiëüíà â Y ìíî-
æèíà B =

⋃
U∈U0

U ∩ Y ìiñòèòüñÿ â E. Âiçüìå-
ìî x0 ∈ B. Òîäi iñíó¹ U0 ∈ U0, äëÿ ÿêîãî
x0 ∈ U0 ∩ Y = U0 \ AU0 . Âiçüìåìî γ ≥ 1
i ïîêàæåìî, ùî ωg(y0) ≥ γ. Ðîçãëÿíåìî äî-
âiëüíèé âiäêðèòèé â X îêië U ⊆ U0 òî÷êè
y0. Îñêiëüêè AU0 6= ∅, òî iñíó¹ a ∈ AU0 . Àëå
ωf (AU0) ≤ 1. Òîìó

f(AU0) ⊆ (f(a)− 1, f(a) + 1).

Äàëi,

ωf (U)≥ωf (x0)=+∞>2(|f(a)|+|f(y0)|+γ).
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Òîìó iñíó¹ y1 ∈ U , òàêå, ùî

|f(y1)| > |f(a)|+ |f(y0)|+ γ.

Òîäi |f(y1)− f(a)| ≥ |f(y1)| − |f(a)| ≥ γ ≥ 1.
Îòæå, y1 6∈ AU . À çíà÷èòü, y1 ∈ U \AU ⊆ Y .
Òàêèì ÷èíîì,

ωg(U ∩ Y ) ≥ |g(y1)− g(y0)| =
= |f(y1)− f(y0)| ≥ |f(y1)| − |f(y0)| ≥ γ.

Òîìó, ïåðåéøîâøè äî iíôiìóìà ïî âñiõ òà-
êèõ U ìàòèìåìî, ùî ωg(y0) ≥ γ. Çàëèøèëîñü
ñïðÿìóâàòè γ → +∞.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið i f : X → R ìàéæå íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ. Òîäi ìíîæèíà int ω−1

f (+∞) çëi÷åí-
íî ðîçêëàäíà.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî
X0=int ω−1

f (+∞) i f0 = f |X0 . Îñêiëüêè
X0 âiäêðèòèé ïiäïðîñòið X, òî f0 ìàéæå
íåïåðåðâíà i ωf0 = +∞. Çà ëåìîþ 3 iñíó¹
ùiëüíèé â X0 ïiäïðîñòið Y1 äëÿ ÿêîãî
ïiäïðîñòið X1 = X0 \ Y1 òåæ ùiëüíèé â
X0 ïðè÷îìó çâóæåííÿ f1 = f0|X1 ¹ ìàéæå
íåïåðåðâíèì i ωf = +∞. Ç ôóíêöi¹þ f1

äi¹ìî òàê ñàìî, ÿê i ç f0. Ïðîäîâæóþ÷è öåé
ïðîöåñ äî íåñêií÷åííîñòi ìè, çîêðåìà, ïî-
áóäó¹ìî äèç'þíêòíó ïîñëiäîâíiñòü ùiëüíèõ
â X0 ïiäìíîæèí Yn. Îòæå, X0 ¹ çëi÷åííî
ðîçêëàäíèì.
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