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Äîâåäåíî òâåðäæåííÿ ïðî ðåãóëÿðèçàöiþ ó ïðîñòîði ïåðiîäè÷íèõ óëüòðàðîçïîäiëiâ ôóí-
êöié, ùî ìàþòü ó ôiêñîâàíié òî÷öi îñîáëèâiñòü åêñïîíåíöiàëüíîãî ïîðÿäêó.

We prove the statement about the regulation in the extension of the periodic ultradistribution
of the functions that have in the �xed point peculiarity of the exponential order.

Çàäà÷i ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, ÿêi îïèñó-
þòü êîëèâàííÿ ðiçíèõ ñèñòåì (íàïðèêëàä,
äîñëiäæåííÿ ïîçäîâæíèõ êîëèâàíü ñòåð-
æíiâ, âiáðàöi¨ êîðàáëiâ, ðîçðàõóíîê ñòiéêî-
ñòi âàëiâ, ùî îáåðòàþòüñÿ, îïèñ åëåêòðîìà-
ãíiòíèõ õâèëü ó ïðÿìîêóòíèõ õâèëåâîäàõ
òà ií.) ïðèçâîäÿòü äî âèâ÷åííÿ ïåðiîäè÷íèõ
ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷à-
ñòèííèìè ïîõiäíèìè. Çàäà÷à Êîøi äëÿ òà-
êèõ ðiâíÿíü ìà¹ ïðèðîäíó ïîñòàíîâêó i â
ðiçíèõ ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ïåðiîäè÷íèõ
ôóíêöié, îñêiëüêè ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ ìîæå
ìàòè íåiíòåãðîâíó îñîáëèâiñòü â îäíié àáî
äåêiëüêîõ òî÷êàõ íà ïðîìiæêó ïåðiîäè÷íî-
ñòi. Òàêi ôóíêöi¨ äîïóñêàþòü ðåãóëÿðèçà-
öiþ ó ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ñêií-
÷åííîãî ïîðÿäêó (òèïó ðîçïîäiëiâ Ñîáîë¹âà-
Øâàðöà), àáî ¨õ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê óçà-
ãàëüíåíi ôóíêöi¨ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó (òè-
ïó óëüòðàðîçïîäiëiâ, ãiïåðôóíêöié), ÿêùî
ïîðÿäîê îñîáëèâîñòåé âèùèé çà ñòåïåíåâèé
[1]. Ïèòàííÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ âêàçàíèõ ôóí-
êöié, ôàêòè÷íî, åêâiâàëåíòíå ïèòàííþ ïðî
ðåãóëÿðèçàöiþ ðîçáiæíèõ iíòåãðàëiâ âèãëÿ-
äó

∫

A

f(x)ϕ(x)dx, äå ϕ � ôóíêöiÿ ç ïåâíîãî

ïðîñòîðó X îñíîâíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié,
f � ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ, ùî ìà¹ îñîáëèâiñòü
ó òî÷öi x0 ∈ A (A � iíòåðâàë ïåðiîäè÷íîñòi
ôóíêöié f òà ϕ). Òàêèé iíòåãðàë, çà óìîâè
éîãî çáiæíîñòi, âèçíà÷à¹ ðåãóëÿðíó óçàãàëü-
íåíó ôóíêöiþ Ff ∈ X ′, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ
ôóíêöi¹þ f : 〈Ff , ϕ〉 =

∫

A

f(x)ϕ(x)dx. Ó öié

ðîáîòi çíàéäåíî øèðîêèé êëàñ óçàãàëüíåíèõ
ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, â ÿêèõ ìîæíà ðåãóëÿ-
ðèçóâàòè 2π-ïåðiîäè÷íi ôóíêöi¨, ùî ìàþòü
ó ïåâíié òî÷öi íåiíòåãðîâíó îñîáëèâiñòü íà-
âiòü åêñïîíåíöiàëüíîãî ïîðÿäêó.

1. Ïðîñòîðè îñíîâíèõ òà óçàãàëüíå-
íèõ ôóíêöié.

Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi áàãàòüîõ çàäà÷ àíà-
ëiçó òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè âèíèêàþòü
ðiçíi êëàñè óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié (ðîçïî-
äiëiâ, óëüòðàðîçïîäiëiâ, ãiïåðôóíêöié, òî-
ùî). ßêùî ðîçãëÿäàòè ïåðiîäè÷íi óçàãàëü-
íåíi ôóíêöi¨, òî, ÿê äîâåäåíî â [2], âñi
öi êëàñè âêëàäàþòüñÿ â ïðîñòið ôîðìàëü-
íèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿäiâ i ïîâíiñòþ
õàðàêòåðèçóþòüñÿ ïîâåäiíêîþ êîåôiöi¹íòiâ
Ôóð'¹ ñâî¨õ åëåìåíòiâ. Òðèãîíîìåòðè÷íi ðÿ-
äè îòîòîæíþþòüñÿ iç óçàãàëüíåíèìè 2π-
ïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿìè ÿê ëiíiéíèìè íå-
ïåðåðâíèìè ôóíêöiîíàëàìè, çàäàíèìè íà
ïðîñòîði òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Äå-
òàëüíà òåîðiÿ óçàãàëüíåíèõ ïåðiîäè÷íèõ
ôóíêöié íàâåäåíà â [2]. Òóò ìè îáìåæèìîñÿ
òèì âèïàäêîì, êîëè îñíîâíi ôóíêöi¨ âèçíà-
÷åíi íà R.

Ïðîñòið T . ×åðåç T ïîçíà÷èìî ìíîæèíó
âñiõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

P (x) =
s∑

k=−s

ck,pe
ikx, x ∈ R, s ∈ Z+, i =

√−1,

íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Çðîçóìiëî,
ùî âiäíîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ
ïîëiíîìiâ òà ìíîæåííÿ ¨õ íà ÷èñëà T ¹ ëi-
íiéíèì ïðîñòîðîì.

Íåõàé Tm, m ∈ Z+, � ñóêóïíiñòü óñiõ ïîëi-
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íîìiâ ç T , ñòåïiíü ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ m. Òîäi
T =

⋃
m

Tm. Çáiæíiñòü ó ïðîñòîði T âèçíà-

÷à¹òüñÿ òàê: ïîñëiäîâíiñòü {Pn, n ∈ N} ⊂ T
çáiãà¹òüñÿ â T äî ïîëiíîìà P , ÿêùî, ïî÷èíà-
þ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà âñi Pn òà P íàëåæàòü
äî îäíîãî é òîãî æ ïðîñòîðó Tm (ç äåÿêèì
m) i ck,pn → ck,p, n → ∞, äëÿ êîæíîãî k:
0 ≤ |k| ≤ m. Òàê âèçíà÷åíà çáiæíiñòü � öå
çáiæíiñòü â T ÿê iíäóêàòèâíî¨ ãðàíèöi ïðî-
ñòîðiâ Tm: T = lim

m→∞
ind Tm.

Ó T ïðèðîäíèì ÷èíîì ââîäÿòüñÿ îïåðà-
öi¨ äèôåðåíöiþâàííÿ, ìíîæåííÿ ïîëiíîìiâ
òà çãîðòêè

(P ∗Q)(x) =
1

2π

2π∫

0

P (t)Q(x−t)dt, {P, Q} ⊂ T,

ÿêi ¹ íåïåðåðâíèìè â T .
Ïðîñòið T ′. Ñèìâîëîì T ′ ïîçíà÷èìî

ïðîñòið âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiî-
íàëiâ íà T çi ñëàáêîþ çáiæíiñòþ. Åëåìåíòè
T ′ íàçèâàòèìåìî 2π-ïåðiîäè÷íèìè óçàãàëü-
íåíèìè ôóíêöiÿìè.

Îïåðàöiÿ äèôåðåíöiþâàííÿ â ïðîñòîði T ′

âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

〈f (k), P 〉 = (−1)k〈f, P (k)〉, P ∈ T, k ∈ N
(ñèìâîëîì 〈f, ·〉 ïîçíà÷à¹òüñÿ äiÿ ôóíêöiî-
íàëó f íà îñíîâíèé åëåìåíò). Âîíà ¹ íåïå-
ðåðâíîþ â T ′, îñêiëüêè íåïåðåðâíîþ ¹ òàêà
æ îïåðàöiÿ â ïðîñòîði T . Îòæå, êîæíèé åëå-
ìåíò ç T ′ ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèì.

Îïåðàöiÿ çãîðòêè äâîõ óçàãàëüíåíèõ ïå-
ðiîäè÷íèõ ôóíêöié {f, g} ⊂ T ′ âèçíà÷à¹òüñÿ
òàê:

〈f ∗ g, P 〉 = 〈fx, 〈gy, P (x + y)〉〉,∀P ∈ T.

Âîíà ìà¹ çìiñò, áî

〈gy, P (x + y)〉 =
〈
gy,

s∑

k−s

ck,pe
ik(x+y)

〉
=

=
s∑

k=−s

ck,p〈g, eiky〉eikx ∈ T.

Çãîðòêà f ∗ g ¹ íåïåðåðâíîþ â T ′ ó òîìó
ðîçóìiííi, ùî êîëè fn

T ′−→ f , n → ∞, òî

fn ∗ g
T ′−→ f ∗ g, n → ∞, ∀g ∈ T ′. Öåé ôàêò

âèïëèâà¹ ç ñàìîãî îçíà÷åííÿ çãîðòêè. Êðiì
òîãî, ïðàâèëüíîþ ¹ ôîðìóëà [2]

(f ∗ g)(k) = f (k) ∗ g = f ∗ g(k), k ∈ N.

Ôîðìàëüíi ðÿäè Ôóð'¹ ïåðiîäè÷íèõ
ðîçïîäiëiâ. Ðÿäîì Ôóð'¹ óçàãàëüíåíî¨ 2π-
ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ f ∈ T ′ íàçèâà¹òüñÿ ðÿä
+∞∑

k=−∞
ck(f)eikx, äå ck(f) = 〈f, e−ikx〉, k ∈ Z+, �

êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f . Äëÿ äîâiëüíî¨
óçàãàëüíåíî¨ 2π-ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨ f ¨¨ ðÿä
Ôóð'¹ çáiãà¹òüñÿ äî f ó ïðîñòîði T ′. Íàâïà-
êè, ïîñëiäîâíiñòü ÷àñòèííèõ ñóì äîâiëüíî-

ãî òðèãîíîìåòðè÷íîãî ðÿäó
+∞∑

k=−∞
cke

ikx çái-

ãà¹òüñÿ â T ′ äî äåÿêîãî åëåìåíòà f ∈ T ′ i
öåé ðÿä ¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äëÿ f [2] (çâiäñè âè-
ïëèâà¹ òàêîæ, ùî T ëåæèòü ùiëüíî â T ′).
Îòæå, áóäü-ÿêó óçàãàëüíåíó 2π-ïåðiîäè÷íó
ôóíêöiþ f ∈ T ′ ìîæíà îòîòîæíþâàòè ç ¨¨
ðÿäîì Ôóð'¹, òîáòî T ′ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê
ïðîñòið ôîðìàëüíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿ-

äiâ âèãëÿäó
+∞∑

k=−∞
cke

ikx (áåç æîäíèõ îáìå-

æåíü íà ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü {ck, k ∈ Z+}).
Äåÿêi êëàñè îñíîâíèõ òà óçàãàëüíå-

íèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié. Ðîçãëÿíåìî
ïîñëiäîâíiñòü {mk, k ∈ Z+}, m0 = 1, äîäà-
òíèõ ÷èñåë, ÿêà âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè:

1) ∀α > 0 ∃cα > 0 ∀k ∈ Z+: mk ≥ cα · αk;
2) ∃M > 0 ∃h > 0 ∀k ∈ Z+: mk+1 ≤

Mhkmk;
3) ∃A > 0 ∃L > 0 ∀{k, l} ⊂ Z+: mk ·ml ≤

ALk+lmk+l;
4) ∃B > 0 ∃s > 0 ∀k ∈ Z+: mk+1 ≤

Bsk min
0≤l≤k

mk−l ·ml;

5)
∞∑

k=1

mk−1

mk

< 0, m2
k ≤ mk−1 ·mk+1, k ∈ N.

Ïðèêëàäàìè òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé ¹ ïîñëi-
äîâíîñòi Æåâðå âèãëÿäó: mk = (k!)β, mk =
kkβ, β > 0.

Ââåäåìî òåïåð äåÿêi êëàñè íåñêií÷åí-
íî äèôåðåíöiéîâíèõ ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié.
Ñèìâîëîì H〈mk〉 ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü âñiõ
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2π-ïåðiîäè÷íèõ i íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâ-
íèõ íà R ôóíêöié ϕ, ÿêi âîëîäiþòü âëàñòè-
âiñòþ:

∃c, B > 0∀k ∈ Z+ ∀x ∈ R :

≤ |ϕ(k)(x)| ≤ cBkmk. (1)

Åëåìåíòè ïðîñòîðó H〈mk〉 íàçèâàþòüñÿ
óëüòðàäèôåðåíöiéîâíèìè ôóíêöiÿìè êëà-
ñó {mk}. Ìíîæèíà ôóíêöié ϕ ∈ H〈mk〉,
äëÿ ÿêèõ îöiíêè (1) âèêîíóþòüñÿ ç ôi-
êñîâàíîþ ñòàëîþ B > 0, óòâîðþ¹ áà-
íàõiâ ïðîñòið HB〈mk〉 âiäíîñíî íîðìè
‖ϕ‖B = sup

x∈[0,2π]
k∈Z+

|ϕ(k)(x)|/(Bkmk). Ïðè öüî-

ìó HB1〈mk〉 ⊂ HB2〈mk〉, ÿêùî B1 < B2

i H〈mk〉 =
⋃
B>0

HB〈mk〉. H〈mk〉 � ïîâíèé

ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið, ÿêèé âíàñëiäîê
âëàñòèâîñòåé 2) � 4) ïîñëiäîâíîñòi {mk, k ∈
Z+}, iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàöié äèôå-
ðåíöiþâàííÿ, ìíîæåííÿ òà çãîðòêè; öi îïå-
ðàöi¨ ¹ íåïåðåðâíèìè â H〈mk〉. Ïðè âèêî-
íàííi óìîâ 5) ïðîñòîðè H〈mk〉 óòâîðþþòü
íåêâàçiàíàëiòè÷íi êëàñè ôóíêöié [2]. Çîêðå-
ìà, äëÿ äîâiëüíèõ iíòåãðàëiâ I1, I2 òàêèõ, ùî
I1 ⊂ I2 ⊂ [0, 2π] iñíó¹ ôóíêöiÿ ç öüîãî êëàñó,
ðiâíà îäèíèöi íà I1 i íóëåâi íà [0, 2π]\I2. Çà-
çíà÷èìî òàêîæ, ùî çà óìîâè íåêâàçiàíàëiòè-
÷íîñòi êëàñó H〈mk〉 íåêâàçiàíàëèòè÷íèì ¹ i
êëàñ H〈k!mk〉.

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {mk, k ∈ Z+} çáiãà-
¹òüñÿ ç îäíi¹þ ç ïîñëiäîâíîñòåé Æåâðå, òî
H〈mk〉 := G{β}, äå G{β} � ïðîñòið óëüòðà-
äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié êëàñó Æåâðå ïî-
ðÿäêó β > 0. Ïðîñòið H〈k!〉 = H〈kk〉 = G{1}
ñêëàäàþòü àíàëiòè÷íi 2π-ïåðiîäè÷íi íà R
ôóíêöi¨.

Ñèìâîëîì H ′〈mk〉 ïîçíà÷àòèìåìî ïðî-
ñòið âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíà-
ëiâ íà H〈mk〉 çi ñëàáêîþ çáiæíiñòþ. Âiäî-
ìî [2], ùî H ′〈mk〉 çáiãà¹òüñÿ ç ïðîåêòèâ-
íîþ ãðàíèöåþ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ H ′

B〈mk〉:
H ′〈mk〉 = lim

B→∞
pr H ′

B〈mk〉. Åëåìåíòè ïðîñòî-
ðó H ′〈mk〉 íàçèâàþòüñÿ óëüòðàðîçïîäiëàìè
êëàñó {mk}. Åëåìåíòè ç H ′〈k!〉 íàçèâàþòüñÿ
ãiïåðôóíêöiÿìè àáî àíàëiòè÷íèìè ïåðiîäè-
÷íèìè ôóíêöiîíàëàìè.

Ó ïðàöi [2] äà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòèêà ïðî-
ñòîðiâ H〈mk〉 òà H ′〈mk〉 ç òî÷êè çîðó
ïîâåäiíêè êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ¨õíiõ åëå-
ìåíòiâ. Ïîêëàäåìî ρ(λ) = sup

k∈Z+

{λk/mk},
λ ∈ [1, +∞). Iç âëàñòèâîñòåé ïîñëiäîâíîñòi
{mk, k ∈ Z+} âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ ρ íåïå-
ðåðâíà, ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà [1,∞) (øâèä-
øå íiæ λk, ∀k ∈ N), ρ(λ) ≥ 1, λ ∈ [1, +∞).
Íåõàé

H{α} :=

{
f ∈ T ′

∣∣∣|ck(f)|2ρ2
( |k|

α

)
< ∞,

ck(f) = 〈f, e−ikx〉
}

, α > 0.

H{α} � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äî-
áóòêîì

(f, g)H{α} =
+∞∑

k=−∞
ck(f)ck(g)ρ2

( |k|
α

)
,

{f, g} ⊂ H{α}.

ßêùî α1 > α2, òî H{α1} ⊃ H{α2} i
öå âêëàäåííÿ ¹ íåïåðåðâíèì âíàñëiäîê âëà-
ñòèâîñòi ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ ρ. Ïîêëàäå-
ìî H{mk} =

⋃
α>0

H{α}. Â H{mk} ïðèðî-
äíî ââåñòè òîïîëîãiþ iíäóêòèâíî¨ ãðàíèöi:
H{mk} = lim

α→0
ind H{α}. Â [2] äîâåäåíî, ùî

ïðîñòîðè H〈mk〉 òà H{mk} çáiãàþòüñÿ íå ëè-
øå ÿê ìíîæèíè, àëå i òîïîëîãi÷íî.

Ç òî÷êè çîðó ïîâåäiíêè êîåôiöi¹íòiâ
Ôóð'¹ ¨õíiõ åëåìåíòiâ ïðîñòîðè H〈mk〉 òà
H ′〈mk〉 îïèñóþòüñÿ òàê [2]:

(f ∈ H〈mk〉) ⇔ (∃µ > 0∃c > 0 ∀k ∈ Z+ :

|ck(f)| ≤ cρ−1(µ|k|)); (A)

(f ∈ H ′〈mk〉) ⇔ (∀µ > 0∃c = c(µ) > 0

∀k ∈ Z+ : |ck(f)| ≤ cρ(µ|k|)). (B)

ßêùî mk = kkβ, β > 0, òî ρ(λ) ∼
exp(λ1/β), òîáòî â öüîìó âèïàäêó äëÿ f ∈ T ′

ïðàâèëüíèìè ¹ òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

(f ∈ G{β}) ⇔ (∃µ > 0 ∃c > 0∀k ∈ Z+ :

|ck(f)| ≤ c exp(−µ|k|1/β);
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(f ∈ G′
{β}) ⇔ (∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0∀k ∈ Z+ :

|ck(f)| ≤ c exp(µ|k|1/β).

Çãîðòêà ïåðiîäè÷íèõ óëüòðàðîçïîäi-
ëiâ. Ó ïðîñòîðiâ H ′〈mk〉 çãîðòêà f1 ∗ f2 âè-
çíà÷åíà äëÿ äîâiëüíèõ {f1, f2} ⊂ H ′〈mk〉,
ïðè÷îìó f1 ∗ f2 ∈ H ′〈mk〉. Ñïðàâäi, îñêiëü-
êè H ′〈mk〉 ⊆ T ′, òî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ óçà-
ãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f1 ∗ f2 ∈ T ′ ïîâ'ÿçàíi
ç êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹ óçàãàëüíåíèõ ôóí-
êöié {f1, f2} ⊆ H ′〈mk〉 ⊆ T ′ òàê (äèâ. [2]):
ck(f1 ∗ f2) = ck(f1) · ck(f2), k ∈ Z. Äîâåäåìî,
ùî êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ck(f1 ∗ f2) çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâó (B), çâiäêè i âèïëèâàòèìå, ùî
f1 ∗ f2 ∈ H ′〈mk〉. Äëÿ öüîãî äîâåäåìî íàñòó-
ïíå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1. Ôóíêöiÿ ln ρ � îïóêëà íà
[1, +∞), òîáòî

∀{x1, x2} ⊆ [1, +∞) : ln ρ(x1)+

+ ln ρ(x2) ≤ ln ρ(x1 + x2). (2)

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî íåðiâíiñòü (2)
ðiâíîñèëüíà íåðiâíîñòi

ρ(x1)ρ(x2) ≤ ρ(x1 + x2), {x1, x2} ⊆ (1, +∞).
(3)

Äëÿ äîâåäåííÿ (3) äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî
ρ(x1)ρ(x2)

ρ(x1 + x2)
≤ 1, {x1, x2} ⊆ (1, +∞).

Íåõàé x1 ≤ x2. Îñêiëüêè ρ ìîíîòîííî çðî-
ñòà¹ íà (1, +∞), òî ρ(x1) ≤ ρ(x2). Îòæå,

ρ(x1)ρ(x2)

ρ(x1 + x2)
≤ ρ2(x2)

ρ(x1 + x2)
.

Çà îçíà÷åííÿì, ρ(x2) = sup
n∈Z+

xn
2

mn

, x2 ∈
(1, +∞). Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {εk =
βkρ(x2), k ∈ N}, äå ïîñëiäîâíiñòü {βk, k ∈ N}
äîäàòíèõ ÷èñåë ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî íóëÿ,
ïðè÷îìó β1 < 1. Òîäi äëÿ çàäàíîãî εk > 0
çíàéäåòüñÿ íîìåð nk = nk(εk) òàêèé, ùî
xnk

2

mk

> ρ(x2)− εk = ρ(x2)− βkρ(x2), k ≥ 1,

òîáòî

ρ(x2) <
1

1− βk

· xnk
2

mnk

, k ≥ 1.

Âiäïîâiäíî

ρ(x1 + x2) ≥ (x1 + x2)
nk

mnk

, k ≥ 1.

Óðàõóâàâøè öi íåðiâíîñòi, çíàéäåìî, ùî

ρ(x1)ρ(x2)

ρ(x1 + x2)
≤ ρ2(x2)

ρ(x1 + x2)
≤

≤ x2nk
2 mnk

(1− βk)2m2
nk

(x1 + x2)nk
≤

≤ xnk
2

(1− βk)2mnk

, k ≥ 1

(òóò âðàõîâàíî, ùî x1 +x2 ≥ x2). Êðiì òîãî,
ρ(α) ≥ αn

mn

, n ∈ Z+, äëÿ äîâiëüíîãî α ≥ 1,
àáî

∀α ≥ 1∀n ∈ Z+ : mn ≥ αn

ρ(α)
.

Îòæå,
ρ(x1) · ρ(x2)

ρ(x1 + x2)
≤ xnk

2

(1− βk)2
· inf

α≥1

ρ(α)

αnk
.

Àëå inf
α≥1

ρ(α)

αnk
:= ρnk

, k ∈ N, ïðè÷îìó ïîñëi-
äîâíiñòü {ρnk

, k ∈ N} âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ:
lim
k→∞

nk
√

ρnk
= 0 [3]. Òîäi

∀ε > 0∃nk0 = nk0(ε) ∀nk ≥ nk0 : ρnk
< εnk .

Ïîêëàäåìî ε = (1 − β1)
2/x2. Äëÿ âñiõ nk ≥

nk0 , k ≥ k0, ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

ρ(x1)ρ(x2)

ρ(x1 + x2)
≤ xnk

2

(1− βk)2
ρnk

xnk
2 (1− β1)

2nk

(1− βk)2xnk
2

≤

(1− β1)
2

(1− βk)2
≤ 1, {x1, x2} ⊆ [1, +∞),

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
Îòæå, ÿêùî {f1, f2} ⊆ H ′〈mk〉, òî ç óìîâè

(B) âèïëèâà¹, ùî

∀µ1 > 0∃c1 = c1(µ1) > 0 ∀k ∈ Z :

|ck(f1)| ≤ c1ρ(µ1|k|),
∀µ2 > 0∃c2 = c2(µ1) > 0 ∀k ∈ Z :

|ck(f2)| ≤ c2ρ(µ1|k|).
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Òîäi, âðàõóâàâøè (3) çíàéäåìî, ùî

|ck(f1 ∗ f2)| = |ck(f1)| · |ck(f2)| ≤
≤ c1c2ρ(µ1|k|) · ρ(µ2|k|) ≤

≤ cρ(µ|k|), c = c1c2, µ = µ1 + µ2.

Öèì äîâåäåíî, ùî f1 ∗ f2 ∈ H ′〈mk〉.
ßêùî æ, íàïðèêëàä, f1 ∈ H〈mk〉, òî çãîð-

òêà f1 ∗ f2 ¹ çâè÷àéíîþ ôóíêöi¹þ; òî÷íiøå,
ïðàâèëüíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2. Äëÿ äîâiëüíèõ ϕ ∈ H〈mk〉 òà
f ∈ H ′〈mk〉 çãîðòêà f ∗ ϕ ¹ åëåìåíòîì ïðî-
ñòîðó H〈mk〉.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ϕ ∈ H〈mk〉, òî ç
óìîâè (A) âèïëèâà¹, ùî

∃µ > 0∃c > 0 ∀k ∈ Z : |ck(ϕ)| ≤ cρ−1(µ|k|).
Âíàñëiäîê óìîâè (B) äëÿ µ1 = µ/2 çíàéäå-
òüñÿ òàêå c1 > 0, ùî |ck(f)| ≤ c1ρ(µ1|k|),
k ∈ Z. Òîäi ç íåðiâíîñòi îïóêëîñòi (2) äiñòà-
¹ìî, ùî

ln ρ(µ1|k|)− ln ρ(µ|k|) ≤ − ln ρ((µ− µ1)|k|) ≡

≡ ln ρ
(µ

2
|k|

)
, |k| ≥ 1.

Îòæå,

ρ(µ1|k|)ρ−1(µ|k|) ≤ ρ−1
( µ

2|k|
)
, k ∈ Z.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ôóí-
êöi¨ f ∗ϕ ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè: |ck(f ∗ϕ)| ≤
c̃ρ−1(µ̃|k|), k ∈ Z, äå c̃ = c1c2, µ̃ = µ/2. Çâiäñè
âæå âèïëèâà¹, ùî f ∗ ϕ ∈ H〈mk〉.

Ëåìà äîâåäåíà.
Äëÿ çãîðòêè f ∗ϕ, f ∈ H ′〈mk〉, ϕ ∈ H〈mk〉

iñíó¹ iíøå (åêâiâàëåíòíå âèõiäíîìó) çîáðà-
æåííÿ, à ñàìå:

(f ∗ ϕ)(x) = 〈f, T−xϕ̌(x)〉 ≡ 〈ft, ϕ(x− t)〉,
äå T−x � îïåðàòîð çñóâó àðãóìåíòó â ïðîñòî-
ði H〈mk〉, ϕ̌(ξ) = ϕ(−ξ). Ñïðàâäi,

∀ψ ∈ H〈mk〉 : 〈f∗ϕ, ψ〉 = 〈fξ, 〈ϕ(y), ψ(ξ+y)〉〉 =

=
1

2π

〈
fξ,

2π∫

0

ϕ(y)ψ(ξ + y)dy
〉

=

=
1

2π

〈
fξ,

2π∫

0

ϕ(t− ξ)ψ(t)dt
〉

=

= 〈fξ, 〈ψ(t), ϕ(t− ξ)〉〉 = 〈f ∗ ψ, ϕ(−ξ)〉 =

= 〈ψ ∗ f, ϕ(−ξ)〉 = 〈ψ(t), 〈fξ, ϕ(−ξ + t)〉〉 =

=
1

2π

2π∫

0

ψ(t)〈f, T−tϕ̌(·)〉dt = 〈〈f, T−tϕ̌(·)〉, ψ〉.

Îòæå,

(f∗ϕ)(t) = 〈f, T−tϕ̌(·)〉, f ∈ H ′〈mk〉, ϕ ∈ H〈mk〉.

2. Ðåãóëÿðèçàöiÿ ðîçáiæíèõ iíòåãðà-
ëiâ ó ïðîñòîðàõ ïåðiîäè÷íèõ óëüòðà-
ðîçïîäiëiâ

Íàÿâíiñòü ôiíiòíèõ ôóíêöié ó ïðîñòîði
H〈k!mk〉 äîçâîëÿ¹ çóïèíèòñÿ íà âàæëèâî-
ìó â òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ïèòàí-
íi ïðî ðåãóëÿðèçàöiþ ðîçáiæíèõ iíòåãðàëiâ.
Íåõàé f � ïåðiîäè÷íà ëîêàëüíî iíòåãðîâíà
íà R \ {x0 + 2kπ, k ∈ Z} ôóíêöiÿ, ÿêà ìà¹ â
òî÷öi x0 ∈ [−π, π] íåiíòåãðîâíó îñîáëèâiñòü
(òîáòî f íå ¹ iíòåãðîâíîþ ó êîæíîìó îêîëi
öi¹¨ òî÷êè, ÿêèé ëåæèòü â ïðîìiæêó [−π, π]).
Òîäi iíòåãðàë

π∫

−π

f(x)ϕ(x)dx, ϕ ∈ H〈k!mk〉, (4)

âçàãàëi êàæó÷è, ðîçáiãà¹òüñÿ. Àëå âií áóäå
çáiæíèì, íàïðèêëàä, ó òîìó âèïàäêó, êîëè
ϕ = 0 â îêîëi òî÷êè x0. Ó çâ'ÿçêó ç öèì âè-
íèêà¹ çàïèòàííÿ: ÷è íå ìîæíà ïîáóäóâàòè
òàêèé ôóíêöiîíàë F ∈ H ′〈k!mk〉, äiÿ ÿêîãî
íà òi îñíîâíi ôóíêöi¨, êîòði îáåðòàþòüñÿ â
íóëü â îêîëi òî÷êè x0, çáiãà¹òüñÿ ç iíòåãðà-
ëîì (4)? ßêùî òàêèé ôóíêöiîíàë F ó ïðî-
ñòîði H ′〈k!mk〉 iñíó¹, òî íàçâåìî éîãî ðåãó-
ëÿðèçàöi¹þ ðîçáiæíîãî iíòåãðàëà (4) àáî æ
ðåãóëÿðèçàöi¹þ ôóíêöi¨ f . Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî
â ïðîñòîðàõ óëüòðàðîçïîäiëiâ êëàñó {k!mk}
(ïðè âêàçàíèõ ðàíiøå îáìåæåííÿõ íà ïîñëi-
äîâíiñòü {mk, k ∈ Z}) ìîæíà ðåãóëÿðèçóâà-
òè 2π-ïåðiîäè÷íi ôóíêöi¨, ÿêi ìàþòü ó ïåâíié
òî÷öi x0 ∈ [−π, π] íåiíòåãðîâíó îñîáëèâiñòü
íàâiòü åêñïîíåíöiàëüíîãî ïîðÿäêó.
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Òåîðåìà 1. Íåõàé f � 2π-ïåðiîäè÷íà íà
R ôóíêöiÿ, ÿêà íà âiäðiçêó [−π, π] çàäîâîëü-
íÿ¹ íåðiâíiñòü

|f(x)| ≤ cρ(a|x|−α), x 6= 0, c, a > 0, 0 < α < 1

(ρ � ôóíêöiÿ, ÿêà áóäó¹òüñÿ çà ïîñëiäîâíi-
ñòþ {mk, k ∈ Z+}). Òîäi f äîïóñêà¹ ðåãóëÿ-
ðèçàöiþ ó ïðîñòîði H ′〈k!mk〉.

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî äîâåñòè iñíóâàííÿ
òàêîãî ôóíêöiîíàëó Ff ∈ H ′〈k!mk〉, ÿêèé íà
âñi îñíîâíi ôóíêöi¨ ϕ ∈ H〈k!mk〉, ÿêi îáåðòà-
þòüñÿ â íóëü â îêîëi òî÷êè x = 0 (îêië ìîæå
çàëåæàòè âiä ϕ), äi¹ çà ôîðìóëîþ

〈ff , ϕ〉 =

π∫

−π

f(x)ϕ(x)dx. (5)

Ñóêóïíiñòü òàêèõ ôóíêöié ϕ ïîçíà÷èìî ñèì-
âîëîì H0〈k!mk〉.

Îòæå, íåõàé ϕ ∈ H0〈k!mk〉 ⊂ H〈k!mk〉 =⋃
B>0

HB〈k!mk〉. Òîäi ϕ ∈ HB〈k!mk〉 äëÿ äåÿêî-
ãî B > 0, òîáòî äëÿ âñiõ x

|ϕ(k)(x)| ≤ ‖ϕ‖B ·Bkk!mk, k ∈ Z+. (6)

Àëå ϕ(k)(0) = 0 äëÿ âñiõ k ∈ Z+ (áî ϕ ∈
H0〈k!mk〉) i òîìó çà ôîðìóëîþ Òåéëîðà äëÿ
áóäü-ÿêîãî k ∈ Z+

ϕ(x) =
1

k!
ϕ(k)(θx), 0 < θ < 1.

Çâiäñè òà ç (6) äiñòà¹ìî, ùî

|ϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖B ·Bkmk|x|k ≤ ‖ϕ‖B×

× inf
k

mk

(B−1|x|−1)k
= ‖ϕ‖B · 1

sup
k

(B−1|x|−1)k

mk

=

=
‖ϕ‖B

ρ(B−1|x|−1)
= ‖ϕ‖B · ρ−1(B−1|x|−1). (7)

Òîäi, âðàõóâàâøè íåðiâíiñòü îïóêëîñòi (2),
óìîâó òåîðåìè òà îöiíêó (7) äiñòà¹ìî, ùî
äëÿ x ∈ [−π, π] \ {0}
|f(x)ϕ(x)| ≤ c‖ϕ‖B ·ρ(a|x|−α)ρ−1(B−1|x|−1) =

= c‖ϕ‖B ·exp{ln ρ(a|x|−α)− ln ρ(B−1|x|−1)} ≤
= c‖ϕ‖B · exp{− ln ρ(B−1|x|−1 − a|x|−α)}.

Îñêiëüêè ïðè α ∈ (0, 1)

B−1|x|−1 − a|x|−α =

→ |x|−1(B−1 − a|x|1−α) → +∞, x → 0,

òî

exp{− ln ρ(B−1|x|−1 − a|x|−α)} =

= ρ−1(B−1|x|−1 − a|x|−α) → 0, x → 0,

òîáòî ôóíêöiÿ f(x)ϕ(x) ¹ îáìåæåíîþ â îêîëi
íóëÿ i f(x)ϕ(x) = f̃(x)ϕ(x)(modλ),äå

f̃(x)

{
f(x), x ∈ [−π, π] \ {0},
0, x = 0,

λ � ìiðà Ëåáåãà íà R, ïðè öüîìó

sup
x∈[−π,π]

|f̃(x)ϕ(x)| ≤ c1‖ϕ‖B. (8)

Òàêèì ÷èíîì, iíòåãðàë (5) iñíó¹ äëÿ áóäü-
ÿêî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ H0〈k!mk〉, ðiâíèé iíòåãðàëó

π∫

−π

f̃(x)ϕ(x)dx.

Iíäóêóþ÷è, äàëi, â H0〈k!mk〉 òîïîëîãiþ
ç ïðîñòîðó H〈k!mk〉 ïîêàæåìî, ùî Ff �
íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë. Ñïðàâäi, íåõàé
{ϕn, n ∈ N} ⊂ H0〈k!mk〉 i ϕn → 0 ïðè
n →∞ ó ïðîñòîði H0〈k!mk〉. Îñêiëüêè âêëà-
äåííÿ H0〈k!mk〉 (ç iíäóêîâàíîþ ç H〈k!mk〉 â
íüîìó òîïîëîãi¹þ) ó ïðîñòið H〈k!mk〉 ¹ íå-
ïåðåðâíèì, òî òàêîæ ϕn → 0, n →∞, ó ïðî-
ñòîði H〈k!mk〉. Iíøèìè ñëîâàìè, ‖ϕ‖B → 0
ïðè n → ∞ äëÿ äåÿêîãî B > 0. Òîäi ç óðà-
õóâàííÿì (8) äiñòà¹ìî, ùî

|〈Ff , ϕ〉| ≤
π∫

−π

|f̃(x)| |ϕn(x)|dx ≤

≤ c1‖ϕ‖B → 0, n →∞.

Îòæå, Ff ∈ H ′
0〈k!mk〉. Òåïåð ñêîðèñòà¹ìî-

ñÿ òåîðåìîþ Ãàíà-Áàíàõà (öå ìîæíà çðî-
áèòè, áî H〈k!mk〉 � ëîêàëüíî-îïóêëèé ïðî-
ñòið) i ïðîäîâæèìî Ff íà âåñü ïðîñòið
H〈k!mk〉. Îòðèìàíèé òàêèì ñïîñîáîì ôóí-
êöiîíàë i ¹ ðåãóëÿðèçàöi¹þ ôóíêöi¨ f ó ïðî-
ñòîði H ′〈k!mk〉.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî α = 1, òî òâåð-
äæåííÿ òåîðåìè 1 ¹ ïðàâèëüíèì ó ïðîñòîði
H ′

B〈k!mk〉, äå B−1 > a.
Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî ðîçãëÿíóòè êëàñ

óëüòðàðîçïîäiëiâ Æåâðå G′
{β} = H ′〈kkβ〉,

β > 1, òî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæå-
ííÿ: íåõàé f � 2π-ïåðiîäè÷íà íà R ôóíêöiÿ,
ÿêà íà âiäðiçêó [π, π] çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü
|f(x)| ≤ c exp{a|x|−α}, c, a, α > 0, x 6= 0;
òîäi f äîïóñêà¹ ðåãóëÿðèçàöiþ ó ïðîñòîði
G′
{β}, äå β ∈

(
1, 1 +

1

α

)
.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ çäiéñíþ¹-
òüñÿ çà ïîïåðåäíüîþ ñõåìîþ. Ó öüîìó âè-
ïàäêó ç óðàõóâàííÿì ôîðìóëè Ñòiðëiíãà íå-
ðiâíîñòi (7) íàáóâàþòü âèãëÿäó:

|ϕ(x)| ≤ ϕ‖B ·B
k

k!
kkβ|x|k ≤ c1ϕ‖B ·Bk

1kk(β−1)×

×|x|k ≤ c1‖ϕ‖B · inf
k

Bk
1kk(β−1)

(|x|−1)k
.

ßê âiäîìî [4],

inf
k

Akkkγ

|ξ|k ≤ eγe/2 exp
{
− γ

e

( |ξ|
A

)1/γ}
;

A, γ > 0, ξ ∈ R,

çâiäêè ïðè A = B1, γ = β − 1 i |ξ| = |x|−1

çíàõîäèìî, ùî

|ϕ(x)| ≤ c1‖ϕ‖B exp{−b|x|−δ},

äå c2 = c1 exp{e(β−1)/2}, b = (β−1)/(eB
1/γ
1 )

i δ = 1/(β−1). Âðàõîâóþ÷è, ùî δ > α (áî 1 <
β < 1+1/α), äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ G0 =
H0〈kkβ〉 i áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈ [−π, π] \ {0}
ìà¹ìî

|f(x)ϕ(x)| ≤ c3‖ϕ‖B exp{a|x|−α − b|x|−δ} ≤
≤ c4 · ‖ϕ‖B,

áî ïðè δ > α ôóíêöiÿ exp{a|x|−α − b|x|−δ} ¹
îáìåæåíîþ â îêîëi òî÷êè 0. Çâiäñè âæå âè-
ïëèâà¹ ñôîðìóëüîâàíå òâåðäæåííÿ.

ÑÏÈÑÎÊ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ
1. Ãîðáà÷óê Â.È. Ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ

äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé /
Â.È. Ãîðáà÷óê. � Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1984. � 284 ñ.

2. Ãîðáà÷óê Â.È. Î ðÿäàõ Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêèõ
óëüòðàðàñïðåäåëåíèé / Â.È. Ãîðáà÷óê // Óêð. ìàò.
æóðí. � 1982. � Ò. 34, � 2. � Ñ. 144-150.

3. Ìèðîíèê Â.I. Íóëüîâi ìíîæèíè îäíîãî êëà-
ñó àíàëiòè÷íèõ ôóíêöiîíàëiâ / Âàäèì Iëëi÷ Ìèðî-
íèê, Âàñèëü Âàñèëüîâè÷ Ãîðîäåöüêèé // Íàóêîâèé
âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó:
Çá. íàóê. ïð. Âèï. 288. Ìàòåìàòèêà. � ×åðíiâöi: Ðó-
òà, 2006. � Ñ. 80-89.

4. Ãåëüôàíä È.Ì. Ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûõ è îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé / È.Ì. Ãåëüôàíä, Ã.Å. Øèëîâ. �
Ì.: Ôèçìàòãèç, 1958. � 307 ñ.

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2010. Âèïóñê 528. Ìàòåìàòèêà. 99


