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Â äàíié ðîáîòi, ïðèñâÿ÷åíié äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèì ðiâíÿííÿì íåéòðàëüíîãî òèïó,
ïàðàìåòðè ÿêèõ çàëåæàòü âiä äèñêðåòíîãî ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó, äîâåäåíî íåîáõiäíi òà äî-
ñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêó â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó.

This article is devoted to di�erential di�erence equation of neutral type which have parameters
depended on discrete Markov process. It have been proved necessary and su�cient conditions for
asymptotic stability of solution in mean square.

1. Âñòóï. Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äî-
ñëiäæåííþ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ
ðiâíÿíü ç ìàðêîâñüêèìè çáóðåííÿìè
(ÑÄÐÐÌÇ) â R1. Äîñëiäæåííÿ çà äàíîþ òå-
ìàòèêîþ, òî÷íiøå äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü, ùî
ìiñòÿòü âèïàäêîâi çáóðåííÿ, ïðîâîäèëèñÿ
áàãàòüìà äîñëiäíèêàìè, îñîáëèâó óâàãó ñëiä
çâåðíóòè íà ðîáîòè X. Mao [1, 3], Êîðîëþêà
Â.Ñ.[2], Öàðêîâà �.Ô.[10], Õàñüìiíñüêîãî
Ð.Ç.[11], Õåéëà Äæ. [12], Øàéõåòà Ë.Þ.[4],
ßñèíñüêîãî Â.Ê.[8]. Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹
äîâåäåííÿõ íåîáõiäíèõ òà äîñòàòíiõ óìîâ
àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi â l.i.m. ÑÄÐÐÌÇ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íà éìîâiðíiñíî-
ìó áàçèñi (Ω, F,=, P ) [7], äå = ≡ {Ft, t ≥ 0}
� ïîòiê σ-àëãåáð, çàäàíî âèïàäêîâèé ïðî-
öåñ x(t) := x(t, ω), ùî ¹ ñèëüíèì ðîçâ'ÿçêîì
ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâîãî
ðiâíÿííÿ iç çàïiçíåííÿì, ùî ìiñòèòü ìàðêîâ-
ñüêi çáóðåííÿ (ÑÄÐÐÌÇ)

dDrxt = Lrxtdt + GrxtdW (t) (1)

òà çàäîâîëüíÿ¹ íåâèïàäêîâó ïî÷àòêîâó óìî-
âó

x0 = ϕ, (2)
ïðè÷îìó, W (t) := W (t, ω) � îäíîâèìiðíèé âi-
íåðiâ ïðîöåñ; r(t) � îäíîðiäíèé äèñêðåòíèé
ëàíöþã Ìàðêîâà(ÄËÌ) [2, 8], ùî íàáóâà¹
çíà÷åíü ç ìíîæèíè E = {1, 2, ..., N}, íå çà-
ëåæèòü âiä W (t) òà çàäàíèé ìàòðèöåþ ïå-
ðåõiäíèõ éìîâiðíîñòåé çà îäèí êðîê P [8];
Dr, Lr, Gr � ðiçíèöåâi îïåðàòîðè [12], ùî çà-
ëåæàòü âiä ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó r òà çàäà-

þòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè:

Drxt =
n∑

i=0

δi(r(t))x(t− τi),

Lrxt =
n∑

i=0

li(r(t))x(t− τi),

Grxt =
n∑

i=0

gi(r(t))x(t− τi),

äå
0 = τ0 < τ1 < ... < τn = h < ∞

Äëÿ ñïðîùåííÿ ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:
δi
j = δj(r(t) = i), lij = lj(r(t) = i),

gi
j = gj(r(t) = i).

Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü â l.i.m. ñèëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1), (2) äîâåäåíi â ðîáîòi [8].

Âèêëàäåìî äâà òâåðäæåííÿ ïðî äîñòà-
òíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi â l.i.m.
ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1), (2), äîâåäå-
ííÿ ÿêèõ ãðóíòó¹òüñÿ íà äðóãîìó ìåòîäi
Ëÿïóíîâà(ìåòîäi ôóíêöiîíàëiâ Ëÿïóíîâà-
Êðàñîâñüêîãî).

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ïðîñòîðè:
1. K∨ = K∨(R+, R+) � ñóêóïíiñòü îïóêëèõ

âãîðó ôóíêöié v : R+ → R+, äëÿ ÿêèõ
v(0) = 0, v(t) > 0;

2. Q1(R+, R+) � ñóêóïíiñòü íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié γ : R+ → R+, äëÿ ÿêèõ
∞∫
0

γ(t)dt < ∞;
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3. Ψ(R+, R+) � ñóêóïíiñòü íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié ψ : R+ → R+, òàêèõ ùî
äëÿ ∀ε > 0 òà íåñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi
{tm}∞m=1 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

∞∑
m=1

tm+ε∫

tm

ψ(t)dt = ∞.

Òîäi ìà¹ ìiñöå
Òåîðåìà 1. [3] Íåõàé:

1. δ0 ≡ 1;

2. δj
i = lji = gj

i ≡ 0 äëÿ i = 1, 2, .., n;

3. Iñíó¹ ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà V ∈ C(2,1)(Rn×
R+ × E), òàêà ùî:

k1(|x|2) < V (x, t, i);

4. Iñíóþòü ôóíêöi¨ k2 ∈ K∨, ψ ∈
Ψ(R+, R+), γ ∈ Q1(R+, R+), äëÿ ÿêèõ

LV (x, t, i) ≤ γ(t)− ψ(t)k2(|x|2)
äëÿ âñiõ (x, t, i) ∈ Rn × R+ × E, äå
LV (x, t, i) � ñëàáêèé iíôiíiòiçiìàëüíèé
îïåðàòîð äëÿ V [8] â ñèëó ðiâíÿííÿ (1).

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ íåâèïàä-
êîâî¨ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè (2) ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿ-
ííÿ (1) çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→∞

E|x(t)|2 = 0,

òîáòî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2) � àñèìïòîòè-
÷íî ñòiéêèé â l.i.m..

Âèçíà÷èìî êîíñòàíòè αi, ρi òà σi ïðè i ∈
E äëÿ ðiâíÿííÿ (1) íàñòóïíèì ÷èíîì

αi ≥ 1,

∣∣∣∣∣
n∑

j=1

lijψ(−τj)

∣∣∣∣∣ ≤ ρi




0∫

−h

u(s)|ψ(s)|ds




1
2

,

∣∣∣∣∣
n∑

j=0

gi
jψ(−τj)

∣∣∣∣∣ ≤ σi




0∫

−h

u(s)|ψ(s)|ds




1
2

äëÿ áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ ψ ∈
C([−h, 0], R) òà âàãîâî¨ ôóíêöi¨ u ∈
C([−h, 0], R+), òàêî¨ ùî

0∫

−h

u(s)ds = 1.

Òåîðåìà 2. [1] Ïðèïóñòèìî, ùî δ1 = δ2 =
.. = δn = 0, Γ � ãåíåðàòîð ìàðêîâñüêîãî ïðî-
öåñó r(t) [8].

ßêùî ìàòðèöÿ

A := diag(−2α1−ρ1,−2α2−ρ2, ...,−2αN−ρN)−Γ

¹ äîäàòíîâèçíà÷åíîþ òà

(
1

ρ1 + σ2
1

, ...,
1

ρN + σ2
N

)T

<< A−1(1, ..., 1)T ,

äå 1
ρ1+σ2

1
= +∞, ÿêùî ρ1 + σ2

1 = 0, òî

lim sup
t→∞

Ex2(t)

t
< 0,

òîáòî òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) ¹
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé â l.i.m..

Îçíà÷åííÿ 1. Ñòàí i äëÿ ìàðêîâñüêîãî
ïðîöåñó r(t) íàçâåìî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì,
ÿêùî ðîçâ'ÿçîê ÑÄÐÐÌÇ (1) ¹ àñèìïòîòè-
÷íî ñòiéêèì â l.i.m. ïðè r(t) ≡ i; íåñòié-
êèì, ÿêùî ðîçâ'ÿçîê ÑÄÐÐÌÇ � íåñòiéêèé
â l.i.m. ïðè r(t) ≡ i.

Îçíà÷åííÿ 2 [2, 8]. ÄËÌ r(t) íàçèâà-
¹òüñÿ åðãîäè÷íèì, ÿêùî iñíóþòüòü ãðàíèöi,
ùî íå çàëåæàòü âiä i:

πj := lim
n→∞

pij(n),

äå pij(n) := P{r(n) = j|r(0) = i}. Ðîçïîäië
{πj}j∈E íàçèâà¹òüñÿ ñòàöiîíàðíèì ðîçïîäi-
ëîì ÄËÌ r(t).

3. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè.
Íàâåäåìî äâà òðèâiàëüíèõ òâåðäæåííÿ:
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Ëåìà 1. Äëÿ òîãî, ùîá òðèâiàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) áóâ àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêèì â l.i.m. äîñòàòíüî, ùîá âñi ñòàíè
ÄËÌ r(t) áóëè àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèìè.

Ëåìà 2. Äëÿ òîãî, ùîá òðèâiàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) áóâ íåñòiéêèì â l.i.m.
äîñòàòíüî, ùîá âñi ñòàíè ÄËÌ r(t) áóëè íå-
ñòiéêèìè.

Äëÿ ïîâíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè àñèì-
ïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó ÑÄÐÐÌÇ (1)
çàëèøà¹òüñÿ ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè ÷à-
ñòèíà ñòàíiâ ÄËÌ r(t) ¹ ñòiéêîþ, ÷èñòèíà �
íi.

Ìà¹ ìiñöå
Òåîðåìà 3. Íåõàé:

1. δ0 = 1(modP );

2. ÄËÌ r ¹ åðãîäè÷íèì ç ñòàöiîíàðíèì
ðîçïîäiëîì {πj}j∈E;

3. λi � õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîêàçíèê Ëÿïó-
íîâà äëÿ ðiâíÿííÿ (1) ïðè r ≡ i.

Òîäi íåîáõiäíîþ òà äîñòàòíüîþ óìîâîþ
ñòiéêîñòi â l.i.m. òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó
ÑÄÐÐÌÇ (1) ¹ íàñòóïíà óìîâà:

Λ :=
N∑

i=1

λiπi < 0. (3)

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷î ðîáîòi [10] çàïè-
øåìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) ïðè r = i íà-
ñòóïíèì ÷èíîì

x(t; i) = z(t; i)eλit. (4)
Iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíîãî ðîçïîäiëó îçíà-

÷à¹, ùî ïðè äîñòàíüî âåëèêîìó T ÄËÌ r
áóäå ïåðåáóâàòè íà [0, T ] â ñòàíi 1 π1T ÷àñó,
â ñòàíi 2 � π2T ÷àñó i ò.ä., à ñàìå

lim
t→∞

µ{t : r(t) = i}
t

=

= lim
n→∞

]{k : r(k) = i}
n

= πi, i ∈ E,

äå µ{•} � ìiðà Ëåáåãà, ]A �êiëüêiñòü åëåìåí-
òiâ ìíîæèíè A.

Ïðèïóñòèìî, ùî ÄËÌ â ÷àñ t0 = n çäié-
ñíþ¹ ïåðåõiä ç ñòàíó i â ñòàí j. Òîäi íà ïðî-
ìiæêó ñòàëîñòi ÄËÌ r(t) îòðèìà¹ìî ðiâíÿ-
ííÿ (1)

dDixt = Lixtdt + GixtdW (t), (5)
ïðè ïî÷àòêîâié óìîâi(âðàõîâóþ÷è, ùî äîñëi-
äæó¹òüñÿ ñòiéêiñòü â l.i.m.)

x(t− s) =
√

Ex2(t− s), s ∈ [−h, 0].

Îöiíèìî ðîçâ'ÿçêè çãiäíî [12], çàäàíi (4),
äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ t,

kie
(2λi−ε)t ≤ Ex2(t; i) ≤ Kie

(2λi+ε)t, (6)

äå ε > 0 � ìàëà âåëè÷èíà, ùî çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó

ε < min
i∈E,λi 6=0

{|λi|}
∑

i∈E,λi 6=0

πi.

Îöiíêè (6) ñïðàâæóþòüñÿ çà óìîâè iñíó-
âàííÿ ñêií÷åííîãî ïîêàçíèêà Ëÿïóíîâà [6]
λi < ∞. Iñíóâàííÿ ñêií÷åííîãî ïîêàçíèêà
Ëÿïóíîâà ãàðàíòó¹òüñÿ óìîâîþ 1. òåîðåìè.
Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ìîæíà çíàéòè, íà-
ïðèêëàä, â [12].

Òîáòî äëÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1) ìîæíà
çðîáèòè íàñòóïíó îöiíêó ïðè äîñèòü âåëèêî-
ìó t

ke

N∑
i=1

(2λi−ε)tπi ≤ Ex2(t) ≤ Ke

N∑
i=1

(2λi+ε)tπi

, (7)

äå

k = min
i∈E

ki, K = max
i∈E

Ki.

Íåðiâíiñòü (7) ¹ âiðíîþ ç íàñòóïíèõ ìið-
êóâàíü. Ç (6) çðîçóìiëî, ùî Ex2(t; i), äå
Ex2(t; i) = E{x2(t)|r(t) = i}, îáìåæó¹òüñÿ
äåòåðìiíîâàíèìè ôóíêöiÿìè, ùî ¹ ðîçâ'ÿç-
êàìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dy1(t) = (2λi − ε)y1(t)dt,

dy2(t) = (2λi + ε)y2(t)dt
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âiäïîâiäíî.
Ðîçâ'ÿçêàìè äàíèõ ðiâíÿíü ¹ ôóíêöi¨

y1(t) = ke(2λi−ε)t, y2(t) = Ke(2λi+ε)t

Ïðè ïåðåõîäi ÄËÌ ç ñòàíó i â ñòàí j â
ìîìåíò t1 îòðèìà¹ìî

y1(t) = ke(2λi−ε)t1+(2λi−ε)(t−t1),

y2(t) = Ke(2λi+ε)t1+(2λi+ε)(t−t1)

äå t1 ≤ t < t2, t2 � ÷àñ ïåðåõîäó çi ñòàíó j â
iíøèé ñòàí.

Àíàëîãi÷íî ïðîäîâæóþ÷è ïîáóäîâó
ðîçâ'ÿçêiâ y1, y2, îòðèìà¹ìî

y1(t) = ke

N∑
i=1

(2λi−ε)µ{t:r(t)=i}
,

y2(t) = ke

N∑
i=1

(2λi+ε)µ{t:r(t)=i}
.

Ç íåðiâíîñòi (7) âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òå-
îðåìè. Ñïðàâäi, íåõàé âèêîíó¹òüñÿ (3), òîá-
òî Λ < 0. Òîäi

0 ≤ lim
t→∞

Ex2(t) ≤ lim
t→∞

Ke(2Λ+ε)t = 0.

Íàâïàêè, íåõàé òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (1) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé. Òîäi ç
íåðiâíîñòi

ke

N∑
i=1

(2λi−ε)tπi

= ke(2Λ−ε)t ≤ Ex2(t)

â ñèëó äîâiëüíîñòi ε > 0 âèïëèâà¹, ùî Λ < 0,
òîáòî âèêîíó¹òüñÿ (3).

Òåîðåìà 3 äîâåäåíà.
Íàñëiäîê. Íåîáõiäíîþ òà äîñòàòíüîþ

óìîâîþ íåñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó
ÑÄÐÐÌÇ (1) ¹ óìîâà

Λ > 0.

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó âèïëèâà¹ ç îöiíêè
(7).

Ëåìà 3. Äëÿ òîãî ùîá òðèâiàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) áóâ íåñòiéêèì äîñòà-
òíüî, ùîá

∑
i∈Lns

πi = 1, (8)

äå E ⊃ Lns � ìíîæèíà íåñòiéêèõ ñòàíiâ ñè-
ñòåìè.

Äîâåäåííÿ.
Ñïðàâäi, íåõàé âèêîíó¹òüñÿ (8).
Òîäi

Λ :=
N∑

i=1

λiπi =
∑

i∈Lns

λiπi > 0,

ùî i äîâîäèòü ëåìó 3.
Ëåìà 4. Íåõàé

P{Lsn} = p < 1

òà i0 � àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé ñòàí, òàêèé ùî
πi0 > 0.

Òîäi òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1)
áóäå àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì ïðè

λi0 <

− ∑
i∈Lns

λiπi

πi0

Äîâåäåííÿ.

Λ :=
N∑

i=1

λiπi ≤
∑

i∈Lns

λiπi + λi0πi0 < 0.

Òîáòî

λi0 <

− ∑
i∈Lns

λiπi

πi0

,

ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
Ëåìà 4 ìà¹ ïàðàäîêñàëüíèé õàðàêòåð: ç

îäíîãî áîêó ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ìîæå áó-
òè íåñòiéêèì ç äîñèòü âèñîêîþ éìîâiðíi-
ñòþ(íàïðèêëàä, p = 0, 99), ç iíøîãî áîêó ïðè
íàÿâíîñòi àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîãî ñòàíó ç äî-
äàòíîþ éìîâiðíiñòþ òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (1) ìîæå áóòè àñèìïòîòè÷íî ñòié-
êèì â l.i.m..

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ íàñòóïíîãî òâåðäæå-
ííÿ ïðèïóñòèìî, ùî ïðèïóùåííÿ 1 òåîðåìè
3 íå âèêîíó¹òüñÿ. Òîäi ìà¹ ìiñöå

Ëåìà 5. Äëÿ òîãî, ùîá òðèâiàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ÑÄÐÐÌÇ (1) áóâ íåñòiéêèì â
l.i.m. äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàâ ñòàí i0, äëÿ
ÿêîãî πi0 > 0 òà ïðè r = i0 ÑÄÐÐÌÇ âèðî-
äæó¹òüñÿ â ðiâíÿííÿ âèïåðåäæàþ÷îãî òèïó
[5].
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Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè ñëiä ëèøå âiä-
çíà÷èòè [5, 12], ùî

λi0 = +∞.

Ïðèêëàä. Íåõàé ðiçíèöåâi îïåðàòîðè,
ùî âèçíà÷àþòü (1) ìàþòü âèãëÿä

Dixt = x(t), Lixt = αix(t), Gixt = gix(t), (9)

ÄËÌ çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ïåðåõiäíèõ éìî-
âiðíîñòåé

P =




1
2

1
3

1
6

0 0 1
1
2

1
2

0




Çíàéäåìî êðèòåðié àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêî-
ñòi äëÿ ðiâíÿííÿ (1).

Çãiäíî [8]

λi = 2αi − g2
i ,

à ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië π = (π1, π2, π3) çíà-
õîäèòüñÿ ç ñèñòåìè ðiâíÿíü

{
π(P − E) = 0;
π1 + π2 + π3 = 1,

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi 3× 3,
òîáòî

π =

(
6

17
,

5

17
,

6

17

)
.

Çãiäíî (3) òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (1) ïðè
óìîâàõ íà êîåôiöi¹íòè (9) áóäå àñèìïòîòè-
÷íî ñòiéêèé â l.i.m. òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

Λ = 6(2α1−g2
1)+5(2α2−g2

2)+6(2α3−g2
3) < 0.

Âèñíîâîê. Â ðîáîòi äîâåäåíî íåîáõiäíi
òà äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi
â l.i.m. òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñòîõàñòè÷íî-
ãî äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ ç
ìàðêîâñüêèìè çáóðåííÿìè (1), ñôîðìóëüî-
âàíà íèçêà òâåðäæåíü, ùî ñòîñóþòüñÿ íå-
ñòiéêîñòi â l.i.m. ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1), çíà-
éäåíî äîñòàòíi óìîâè íåñòiéêîñòi ðiâíÿíü
çìiøàíîãî òèïó.

Àâòîðè âèñëîâëþþòü ùèðó âäÿ÷íiñòü
çà óâàãó äî äàíî¨ ðîáîòè òà öiííi ïîðàäè ä.
ô.-ì. íàóê, ïðîôåñîðó ßñèíñüêîìó Â.Ê.
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