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Âîëèíñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Ëåñi Óêðà¨íêè, Ëóöüê

ÏÐÎ ÇÂ'ßÇÎÊ ÂÅËÈ×ÈÍ ÍÀÁËÈÆÅÍÍß ÄÈÔÅÐÅÍÖIÉÎÂÍÈÕ
ÔÓÍÊÖIÉ Â ÌÅÒÐÈÊÀÕ C I L

Äëÿ äîâiëüíèõ ìåòîäiâ ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹, ùî çàäàþòüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ ôóíê-
öié íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó, ÿêi çàëåæàòü âiä äiéñíîãî ïàðàìåòðà δ, â äåÿêèõ âèïàäêàõ îòðè-
ìàíi ðiâíîñòi ìiæ âåðõíiìè ìåæàìè âiäõèëåíü â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi òà âiäïîâiäíèìè âåðõ-
íiìè ìåæàìè â ðiâíîìiðíié ìåòðèöi íà êëàñàõ äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié

For the arbitrary methods of summation of Fourier series, which are specify by the sequence of
functions of natural argument, which depend on an real parameter δ, on some occasion got equality
between the upper boundary of deviation in integral metric and corresponding upper boundary in
uniform metric on the classes of di�erentiable functions

1. Íåõàé1 C, L∞ òà L � ïðîñòîðè 2π-
ïåðiîäè÷íèõ âiäïîâiäíî íåïåðåðâíèõ, âèìið-
íèõ iñòîòíî îáìåæåíèõ òà ñóìîâíèõ íà ïåði-
îäi ôóíêöié iç íîðìàìè ‖f‖C = max

t
|f(t)|;

‖f‖∞ = ess sup
t

|f(t)| òà ‖f‖L = ‖f‖1 =

=
π∫
−π

|f(t)|dt.

Íåõàé Λ = {λδ(k)} ìíîæèíà ôóíêöié,
ùî çàëåæàòü âiä k = 0, 1, 2, . . . i âiä ïàðà-
ìåòðà δ, ùî çìiíþ¹òüñÿ íà äåÿêié ìíîæèíi
EΛ ⊆ R, ÿêà ìà¹ ïðèíàéìíi îäíó ãðàíè÷íó
òî÷êó. Íåõàé òàêîæ λδ(0) = 1 ∀δ ∈ EΛ. Çà-
çíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè δ = n ∈ N,
÷èñëà λn,k := λδ(k) ¹ åëåìåíòàìè ÷èñëîâî¨
ïðÿìîêóòíî¨ ìàòðèöi Λ = {λn,k} (n, k =
0, 1, ...; λn,0 = 1, n ∈ N∪{0}), à êîëè, êðiì òî-
ãî, λn,k ≡ 0,ïðè k > n � åëåìåíòàìè ÷èñëî-
âî¨ òðèêóòíî¨ ìàòðèöi. Çà äîïîìîãîþ ìíî-
æèíè Λ êîæíié ñóìîâíié ôóíêöi¨ f(x) ç ¨¨
ðÿäîì Ôóð'¹

a0

2
+

∞∑

k=1

(ak cos kx + bk sin kx)

ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ðÿä
a0

2
λδ(0)+

∞∑

k=1

λδ(k)(ak cos kx+bk sin kx), δ ∈ EΛ.

ßêùî öåé ðÿä ïðè êîæíîìó δ ∈ EΛ ¹ ðÿ-
äîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ôóíêöi¨, òî áóäåìî ¨¨ ïî-

1Âèêîíàíî çà ïiäòðèìêè Äåðæàâíîãî ôîíäó ôóíäàìåí-
òàëüíèõ äîñëiäæåíü Óêðà¨íè (ïðîåêò Ô25.1/043)

çíà÷àòè ÷åðåç Uδ(f ; x; Λ), à ó âèïàäêó, êî-
ëè δ ∈ N � ÷åðåç Un(f ; x; Λ). Òàêèì ÷èíîì,
ìíîæèíà Λ çàäà¹ ìåòîä ïîáóäîâè îïåðàòîðiâ
Uδ(f ; Λ). Ó öüîìó âèïàäêó òàêîæ ãîâîðÿòü,
ùî ìíîæèíà Λ âèçíà÷à¹ êîíêðåòíèé ìåòîä
(Λ-ìåòîä) ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹.

×åðåç W r
p , p = 1,∞, ïîçíà÷àþòü ìíîæè-

íó 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi ìàþòü àá-
ñîëþòíî íåïåðåðâíi ïîõiäíi äî (r − 1)-ãî ïî-
ðÿäêó âêëþ÷íî i ‖f (r) (t) ‖p ≤ 1 (äèâ., íàïðè-
êëàä, [1]).

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {λδ(k)}k=0,∞ òàêà,
ùî ðÿä

1

2
+

∞∑

k=1

λδ(k) cos kt

¹ ðÿäîì Ôóð'¹ äåÿêî¨ ñóìîâíî¨ ôóíêöi¨, òîäi
(àíàëîãi÷íî äî [2, ñ. 46]) ìàéæå ñêðiçü ìàòè-
ìå ìiñöå ðiâíiñòü

Uδ(f ; x; Λ) =
1

π

π∫

−π

f(x + t)Kδ(t; Λ)dt, (1)

äå

Kδ(t; Λ) =
1

2
+

∞∑

k=1

λδ(k) cos kt. (2)

Çàäà÷ó ïðî âiäøóêàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ
ðiâíîñòåé äëÿ âåëè÷èíè
E (N; Uδ(Λ))X = sup

f∈N
‖f (x)− Uδ (f ; x; Λ)‖X ,

äå Õ � íîðìîâàíèé ïðîñòið, N ⊆ X � çà-
äàíèé êëàñ ôóíêöié, Uδ(f ; x; Λ), δ ∈ EΛ, �
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îïåðàòîðè, ïîðîäæåíi êîíêðåòíèì ìåòîäîì
Uδ(f ; Λ) ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹, áóäå-
ìî íàçèâàòè, íàñëiäóþ÷è Î. I. Ñòåïàíöÿ [3,
c. 198], çàäà÷åþ Êîëìîãîðîâà�Íiêîëüñüêîãî.

ßêùî â ÿâíîìó âèãëÿäi çíàéäåíà ôóíêöiÿ
ϕ(δ) = ϕ(N; Uδ(f ; Λ); δ), òàêà, ùî ïðè δ → δ0

(äå δ0 � ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè EΛ)
E (N; Uδ(Λ))X = ϕ (δ) + o (ϕ (δ)) ,

òî êàæóòü, ùî ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à
Êîëìîãîðîâà�Íiêîëüñüêîãî äëÿ êëàñó
N i ìåòîäó Uδ(f, Λ).

Â ðîáîòi Ñ.Ì. Íiêîëüñüêîãî [4] áóëî âñòà-
íîâëåíå iñíóâàííÿ òiñíîãî çâ'ÿçêó ìiæ âå-
ëè÷èíàìè E(W r

∞; Un(Λ))C òà E(W r
1 ; Un(Λ))1.

Çîêðåìà, âií ïîêàçàâ, ùî ìà¹ ìiñöå íåðiâ-
íiñòü

E(W r
1 ; Un(Λ))1 ≤ E(W r

∞; Un(Λ))C , (3)
ÿêà äëÿ ðÿäó âàæëèâèõ ìåòîäiâ ïiäñóìîâó-
âàííÿ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â òî÷íó àáî àñèìïòî-
òè÷íó ðiâíiñòü.

Ñ.Á. Ñò¹÷êií òà Ñ.À. Òåëÿêîâñüêèé [5]
ðîçãëÿíóëè äîâiëüíi ìåòîäè ïiäñóìîâóâàí-
íÿ ðÿäiâ Ôóð'¹ i ïîêàçàëè, ùî â áiëüøî-
ñòi âèïàäêiâ âåëè÷èíè E(W r

∞; Un(Λ))C òà
E(W r

1 ; Un(Λ))1 àñèìïòîòè÷íî ðiâíi.
Â.Ï. Ìîòîðíèé [6] âñòàíîâèâ íåðiâíîñòi

âèäó (3) äëÿ äîâiëüíèõ ìåòîäiâ ïiäñóìîâóâà-
ííÿ ðÿäiâ Ôóð'¹ Un(f ; Λ) íà êëàñàõ ôóíêöié
W r

β,1Hω, W r
β,∞Hω, à òàêîæ âêàçàâ äåêiëüêà

âèïàäêiâ, êîëè íåðiâíîñòi ïåðåòâîðþþòüñÿ â
òî÷íi àáî àñèìïòîòè÷íi ðiâíîñòi. Çîêðåìà,
íèì áóëà äîâåäåíà ðiâíiñòü

E (W r
1 ; Un(Λ))1 = E (W r

∞; Un(Λ))C , (4)
ÿêùî r ≥ 1, çà óìîâè

Kn (t; Λ) =
1

2
+

n∑

k=1

λn,k cos kt ≥ 0.

Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ îòðèìàííÿ àíàëîãi-
÷íî¨ äî (4) ðiâíîñòi äëÿ ìåòîäiâ íàáëèæåííÿ
Uδ(f ; Λ), çàäàíèõ çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøå-
ííÿ (1).

Òåîðåìà 1. ßêùî ÿäðî Kδ (t; Λ), ùî âè-
çíà÷åíå ôîðìóëîþ (2) ñóìîâíå òà íåâiä'¹ì-
íå, òî ïðè r ∈ N ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

E (W r
1 ; Uδ(Λ))1 = E (W r

∞; Uδ(Λ))C (5)

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó ñïðàâå-
äëèâiñòü íåðiâíîñòi

E (W r
1 ; Uδ(Λ))1 ≤ E (W r

∞; Uδ(Λ))C . (6)

Íåõàé ôóíêöiÿ f íàëåæèòü äî êëàñó W r
1 .

Òîäi, çàñòîñîâóþ÷è r ðàçiâ ìåòîä iíòåãðóâàí-
íÿ ÷àñòèíàìè äî êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ôóíêöi¨
f , îòðèìà¹ìî

f(x) =
a0

2
+

1

π

π∫

−π

D
(r)
1 (t− x)ϑ(t)dt, (7)

äå ϑ(t) = f (r)(t) i

D
(r)
1 (t) =

∞∑

k=1

cos(kt + rπ
2

)

kr
.

Ïðè öüîìó, íà îñíîâi ïåðiîäè÷íîñòi f (r−1)(t),
π∫

−π

ϑ(t)dt = 0. (8)

Íåõàé òåïåð çàäàíèé ìåòîä ïiäñóìîâóâà-
ííÿ (1), ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ
{λδ(k)}k=0,∞. ßêùî f ∈ W r

1 , òî ïiñëÿ iíòå-
ãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, îòðèìà¹ìî

Uδ(f ; x; Λ) =
a0

2
+

1

π

π∫

−π

K
(r)
δ (t; Λ)ϑ(t)dt, (9)

äå

K
(r)
δ (t; Λ) =

∞∑

k=1

λδ(k)

kr
cos

(
kt +

rπ

2

)
.

Ç ôîðìóë (7) i (9) âèïëèâà¹

f(x)− Uδ(f ; x; Λ) =
1

π

π∫

−π

Hδ(t− x)ϑ(t)dt,

(10)
äå Hδ(t) = D

(r)
1 (t)−Kr

δ (t), i

‖f(x)− Uδ(f ; x; Λ)‖1 =

=
1

π

π∫

−π

∣∣∣∣
π∫

−π

Hδ(t− x)ϑ(t)dt

∣∣∣∣dx.
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Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3 iç ðîáîòè [4, c. 215], áó-
äåìî ìàòè

E (W r
1 ; Uδ(Λ))1 = sup

f∈W r
1

‖f(x)−Uδ(f ; x; Λ)‖1 =

= sup
‖ϑ‖1≤1

ϑ⊥1

1

π

π∫

−π

∣∣∣∣
π∫

−π

Hδ(t− x)ϑ(t)dt

∣∣∣∣dx =

=
1

2π
max

t

π∫

−π

|Hδ(x)−Hδ(t + x)|dx. (11)

Çãiäíî ç íàñëiäêîì 4 iç ðîáîòè [4, c. 215] òà
ðiâíîñòi (10), îòðèìà¹ìî

E (W r
∞; Uδ(Λ))C =

= sup
f∈W r∞

‖f(x)− Uδ(f ; x; Λ)‖C =

= sup
‖ϑ‖∞≤1

ϑ⊥1

1

π

π∫

−π

Hδ(t)ϑ(t)dt =

=
1

π
min
λ0

π∫

−π

|Hδ(t) + λ0|dt. (12)

Àëå ÿêèìè á íå áóëè λ0 i t,

1

2

π∫

−π

|Hδ(x)−Hδ(t+x)|dx ≤
π∫

−π

|Hδ(x)+λ0|dx.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi òà ðiâíîñòåé (11) i
(12) âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi (6).

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî r = 1, 2, . . . i
k ≤ r + 1 çãiäíî ç [6, ñ. 20] âèêîíó¹òüñÿ ñïiâ-
âiäíîøåííÿ

sup
f∈W r

1

ωk(f ; t)1 = sup
f∈W r∞

ωk(f ; t)C = ωk (ϕr; t) ,

äå ωk(f ; t) � k-é ìîäóëü ãëàäêîñòi ôóíêöi¨
f(t), à ϕr(t) � r-é ïåðiîäè÷íèé iíòåãðàë
ôóíêöi¨ sign sin t iç ñåðåäíiì çíà÷åííÿì íà
ïåðiîäi ðiâíèì íóëþ, òî, iç âðàõóâàííÿì ðiâ-
íîñòi

f(x)− Uδ(f ; x; Λ) =

=
1

π

π∫

0

(f(x + t)− 2f(x)+ f(x− t)) Kδ (t; Λ) dt,

ìàòèìåìî, ùî
E (W r

∞; Uδ(f ; Λ))C ≤

≤ 1

π

π∫

0

sup
f∈W r∞

ω2(f ; x)Kδ(t; Λ)dt =

=
1

π

π∫

0

ω2(ϕr; t)Kδ(t; Λ)dt.

Òîäi, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (8) iç [7, ñ. 160], ç
îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ îòðèìà¹ìî
E (W r

∞; Uδ(f ; Λ))C ≤ Uδ (ψr; 0; Λ)− ψr(0),

äå
ψr(t) = ϕr

(
t +

π

2
(r − 1)

)
.

Îñêiëüêè ϕr ∈ W r
∞, òî

E (W r
∞; Uδ(f ; Λ))C = Uδ (ψr; 0; Λ)− ψr(0).

Íàøi ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ ïîâíiñòþ çái-
ãàþòüñÿ ç äîâåäåííÿì òåîðåìè 3 ðîáîòè [6].
Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäàþ÷è ôóíêöiþ

fr(t) =
1

4
ψr−1(t),

ôóíêöiîíàë g, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöi¹þ
−signfr(t), i îïåðàòîð Agfr, ÿêèé âèçíà÷à¹-
òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

Agfr = g (fr(s + t)) = −
2π∫

0

fr(s+t)signfr(s)ds,

îòðèìà¹ìî
Uδ (Agfr; Λ; 0)−Agfr(0) = E (W r

∞; Uδ(f ; Λ))C .

Îñêiëüêè f r−1
r (t) ¹ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíî-

æèíè W 1
1 , òî ç âðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåííÿ

(6) îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü (5). Òåîðåìó 1 äîâå-
äåíî.

Íàñëiäîê. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü
{λδ(k)}k=0,∞ îïóêëà äîíèçó, òîáòî
∆2λδ(k) ≥ 0, i ìîíîòîííî ïðÿìó¹ äî íó-
ëÿ, òî çãiäíî ç [8, ñ. 297�298] âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü (5).

2. Çàñòîñîâóþ÷è äîâåäåíó âèùå òåîðåìó,
íàäàëi äëÿ áàãàòüîõ ëiíiéíèõ ìåòîäiâ ïiä-
ñóìîâóâàííÿ, ùî çàäàþòüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ
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ôóíêöié íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó, ÿêi çàëå-
æàòü âiä äåÿêîãî äiéñíîãî ïàðàìåòðà, ìàþ-
÷è ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi äëÿ âèïàäêó ðiâíî-
ìiðíî¨ ìåòðèêè, ìîæíà àíàëîãi÷íi ðåçóëüòà-
òè îòðèìàòè i â iíòåãðàëüíié ìåòðèöi.

Íåõàé f ∈ L. Ðîçãëÿíåìî äëÿ ïðèêëàäó
ïîñëiäîâíiñòü Λ = {λδ(k)}, òàêó, ùî

λδ(k) =

[
1 +

k

2

(
1− e−

2
δ

)]
e−

k
δ , δ > 0.

Òîäi, çãiäíî ç ðiâíiñòþ (1), îòðèìà¹ìî âèðàç

Bδ(f, x) =
1

π

π∫

−π

f(t + x)Kδ(t)dt,

ÿêèé ïðèéíÿòî íàçèâàòè áiãàðìîíiéíèì ií-
òåãðàëîì Ïóàññîíà ôóíêöi¨ f , äå

Kδ(t) =
1

2
+

∞∑

k=1

[
1 +

k

2

(
1− e−

2
δ

)]
e−

k
δ cos kt

� áiãàðìîíiéíå ÿäðî Ïóàññîíà.
Ïîêëàâøè δ = − 1

ln ρ
, 0 ≤ ρ < 1, áiãàð-

ìîíiéíèé iíòåãðàë Ïóàññîíà çàïèøåìî ó âè-
ãëÿäi

Bρ(f, x) =
1

π

π∫

−π

f(t + x)

(
1

2
+

+
∞∑

k=1

[
1 +

k

2
(1− ρ2)

]
ρk cos kt

)
dt.

Îçíà÷åííÿ. Ôîðìàëüíèé ðÿä
∞∑

n=0

gn (ρ)

íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íèì ðîçêëà-
äîì àáî àñèìïòîòèêîþ ôóíêöi¨ f (ρ) ïðè
ρ → 1 − 0, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëü-
íîãî N ïðè ρ → 1− 0

f (ρ) =
N∑

n=0

gn (ρ) + o (gN (ρ))

i äëÿ âñiõ n

|gn+1 (ρ)| = o (|gn (ρ)|) .

Êîðîòêî áóäåìî öå çàïèñóâàòè íàñòóï-
íèì ÷èíîì:

f (ρ) ∼=
∞∑

n=0

gn (ρ).

Â ðîáîòi [9] áóëè çíàéäåíi ïîâíi àñèì-
ïòîòè÷íi ðîçêëàäè ïî ñòåïåíÿõ (1− ρ) ïðè
ρ → 1− 0 äëÿ âåëè÷èí

E (W r
∞, Bρ)C = sup

f∈W r∞
‖f (x)−Bρ (f, x)‖C .

Âèêîðèñòîâóþ÷è äîâåäåíó âèùå òåîðåìó
1, çàïèøåìî àíàëîãi÷íi ðîçêëàäè äëÿ âèïàä-
êó iíòåãðàëüíî¨ ìåòðèêè.

Îñêiëüêè äëÿ áiãàðìîíiéíîãî iíòåãðàëà
Ïóàññîíà âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1, òî
ñïðàâåäëèâèìè áóäóòü íàñòóïíi òâåðäæåí-
íÿ:

Òåîðåìà 2. Ïðè ρ → 1 − 0 ìà¹ ìiñöå
ïîâíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä

E (
W 1

1 ; Bρ

)
1
∼= 2

π
(1− ρ)+

2

π
(1− ρ)2 ln

1

1− ρ
+

+
2 ln 2 + 1

π
(1− ρ)2 +

+
2

π

∞∑

k=3

{
1

k
(1− ρ)k ln

1

1− ρ
+ γk (1− ρ)k

}
,

äå

γk =
1

k

(
ln 2 +

1

k
−

k−1∑
j=1

2−j

j

)
−

− 1

(k − 2) (k − 1) 2k−1
.

Òåîðåìà 3. ßêùî r = 2l + 1, l ∈ N, òî
ïðè ρ → 1 − 0 ìà¹ ìiñöå ïîâíèé àñèìïòî-
òè÷íèé ðîçêëàä

E (W r
1 ; Bρ)1

∼=
(

K̃r−1 +
1

2
Kr−2

)
(1− ρ)2 +

+
2

π

∞∑

k=3

{
[αr

k + αr−1
k−1−

1

2
αr−1

k−2](1− ρ)k ln
1

1− ρ
+

+[βr
k + βr−1

k−1 −
1

2
βr−1

k−2](1− ρ)k
}

,

ó ÿêîìó

αn
k =

(−1)k

k!
ak

n,

βn
k =

(−1)k

k!

{ n−1∑
i=1

ϕn−i(0)ak
i +
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+ak
n

(
ln 2 +

k∑
i=1

1

i

)
+ Sn

k

}
,

ϕn (0) =

{
π
2
Kn, n = 2l − 1,

π
2
K̃n, n = 2l,

l ∈ N,

äå Kn i K̃n � âiäîìi êîíñòàíòè Ôàâàðà �
Àõi¹çåðà � Êðåéíà

Kn =
4

π

∞∑
m=0

(−1)m(n+1)

(2m + 1)n+1
, n = 0, 1, 2, ...,

K̃n =
4

π

∞∑
m=0

(−1)mn

(2m + 1)n+1
, n ∈ N.

Sn
k =





0, k ≤ n,
k∑

i=n+1

ak
i

2i−n +
k−n∑
i=1

Ak−1
i ak−i

n , k > n,

aj
i =





0, i > j,

(−1)j (j − 1)!, i = 1,

aj−1
i−1 − aj−1

i (j − 1) , i ≤ j ≤ n,

aj−1
i−1 − aj−1

i (j − 2) , n + 1 = i ≤ j,

− (i− n− 1) aj−1
i−1−

−aj−1
i (j − i + n− 1) , n + 1 < i ≤ j,

An
k = (−1)k−1n (n− 1) ... (n− k + 1)

k
.

Òåîðåìà 4. ßêùî r = 2l, l ∈ N, òî ïðè
ρ → 1− ìà¹ ìiñöå ïîâíèé àñèìïòîòè÷íèé
ðîçêëàä

E (W r
1 ; Bρ)1

∼=
(
K̃r−1 +

1

2
Kr−2

)
(1− ρ)2 +

+
4

π

∞∑

k=3

[
γr

k + γr−1
k−1 −

1

2
γr−1

k−2

]
(1− ρ)k,

â ÿêîìó

γn
k =

(−1)k

k!

{ n∑
i=1

ψn−i (0) bk
i + σn

k

}
,

ψn (0) =

{
π
4
Kn, n = 2l,

π
4
K̃n, n = 2l − 1,

l ∈ N,

σn
k =





0, k ≤ n,
k∑

i=n+1

bk
i

2i−n , k > n,

bj
i =





0, i > j,

(−1)j (j − 1)!, i = 1,

bj−1
i−1 − bj−1

i (j − 1) , i ≤ j ≤ n,

bj−1
i−1 − bj−1

i (j − 2) , n + 1 = i ≤ j,

−2 (i− n− 1) bj−1
i−1−

−bj−1
i (j − 2i + 2n) , n + 1 < i ≤ j.
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