
ÓÄÊ 517.956

c©2010 ð. I.Ì.Äîâæèöüêà, Â.À.Ëiòîâ÷åíêî
×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÈÉ ÐÎÇÂ'ßÇÎÊ ÇÀÄÀ×I ÊÎØI ÄËß ÎÄÍÎÃÎ
ÊËÀÑÓ ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ IÇ ÇÌIÍÍÈÌÈ ÊÎÅÔIÖI�ÍÒÀÌÈ

Ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi òà äîñëiäæåíî éîãî îñíîâíi âëà-
ñòèâîñòi äëÿ îäíîãî êëàñó ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òèïó Øèëîâà iç ãëàäêèìè çìiííèìè êîåôi-
öi¹íòàìè.

We constructed the fundamental solution of Cauchy problem and investigated it basic
properties for a class of Shilov type parabolic equations with smooth variable coe�cients.

Äîñëiäæóþ÷è ïðîáëåìó ðîçøèðåííÿ
êëàñó ïàðàáîëi÷íèõ çà Ã.�.Øèëîâèì ñè-
ñòåì ðiâíÿíü iç ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè,
ß.I.Æèòîìèðñüêèé ó [1] îçíà÷ó¹ íîâèé
êëàñ ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì òèïó Øèëîâà
iç ìîëîäøèìè êîåôiöi¹íòàìè, çàëåæíèìè
âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì
ìåòîäîì ïîñëiäîâíîãî íàáëèæåííÿ âií óñòà-
íîâëþ¹ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi ç
ãëàäêèìè îáìåæåíèìè ïî÷àòêîâèìè äàíè-
ìè, à âiäòàê, i êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü öi¹¨
çàäà÷i â êëàñi îáìåæåíèõ ôóíêöié.

Ó ïðîïîíîâàíié ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ
êëàñ ðiâíÿíü Æèòîìèðñüêîãî ç íåâiä'¹ìíèì
ðîäîì òà îáìåæåíèìè êîåôiöi¹íòàìè, çàëå-
æíèìè âiä ÷àñó é ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨. Äëÿ
ðiâíÿíü ç öüîãî êëàñó ìåòîäîì Ëåâi ïîáóäî-
âàíî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êî-
øi òà äîñëiäæåíî éîãî îñíîâíi âëàñòèâîñòi.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé N � ìíî-
æèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, Nm := {1, ..., m},
m ∈ N; T � ôiêñîâàíå ÷èñëî ç (0; +∞); Rn

i Cn � âiäïîâiäíî äiéñíèé i êîìïëåêñíèé
ïðîñòîðè ðîçìiðíîñòi n ≥ 1; Zn

+ � ìíîæè-
íà âñiõ n-âèìiðíèõ ìóëüòèiíäåêñiâ; i � óÿâ-
íà îäèíèöÿ; |z|∗ := |z1| + . . . + |zn|, ÿêùî
z := (z1; . . . ; zn) ∈ Cn, ΠM := {(t; x)| t ∈
M,x ∈ Rn}, M ⊂ R, Π2

T := {(t, x; τ, ξ)| 0 ≤
τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn}.

Ðîçãëÿíåìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âè-
ãëÿäó

∂tu(t; x) =
∑

|k|∗≤p

ak(t; x)i|k|∗∂k
xu(t; x),

t ∈ (0; T ], x ∈ Rn, p ∈ N. (1)

Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà öüîãî
ðiâíÿííÿ äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

∑

|k|∗≤p

ak(t; x)i|k|∗∂k
xu(t; x) = {P0(t, i∂x)+

+P1(t, x; i∂x)}u(t; x),

äå
P0(t, i∂x) :=

∑

|k|∗≤p

a0,k(t)i
|k|∗∂k

x ,

P1(t, x; i∂x) :=
∑

|k|∗≤p1

a1,k(t; x)i|k|∗∂k
x ,

ïðè÷îìó âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ

∂tu(t; x) = P0(t, i∂x)u(t; x), (t; x) ∈ Π(0;T ], (2)

¹ ïàðàáîëi÷íèì çà Øèëîâèì ç ïîêàçíèêîì
ïàðàáîëi÷íîñòi h, 0 < h ≤ p [2].

Íåõàé äëÿ ðiâíÿííÿ (1) âèêîíóþòüñÿ ùå
òàêi óìîâè:

À) 0 ≤ p1 < h− n(1− hµ/p0), 0 ≤ µ ≤ 1
(òóò µ � ðiä ðiâíÿííÿ (2), à p0 � çâåäåíèé
ïîðÿäîê öüîãî ðiâíÿííÿ [2]);

B) êîåôiöi¹íòè a0,k(t)− âèçíà÷åíi íà âiä-
ðiçêó [0; T ] íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, a1,k(t, x) - íå-
ïåðåðâíi çà çìiííîþ t, íåñêií÷åííî äèôåðåí-
öiéîâíi çà çìiííîþ x îáìåæåíi ôóíêöi¨ â øà-
ði Π[0;T ].

Ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êî-
øi äëÿ ðiâíÿííÿ (1) íàçèâàòèìåìî ôóíêöiþ
Z(t, x; τ, ξ), âèçíà÷åíó äëÿ âñiõ (t; x) ∈ Π(τ ;T ]

i çàëåæíó âiä ïàðàìåòðè÷íî¨ òî÷êè (τ ; ξ) ∈
Π[0;T ) òàêó, ùî:
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1) Z ÿê ôóíêöiÿ (t; x) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿ-
ííÿ (1) â øàði Π(τ ;T ], τ ∈ [0; T );

2) âèêîíó¹òüñÿ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ
Z(t, x; τ, ·) −→

t→τ+0
δ(· − x)

ó ðîçóìiííi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â ïðîñòîði
S ′ ðîçïîäiëiâ Øâàðöà (òóò δ(·) � äåëüòà-
ôóíêöiÿ Äiðàêà).

Ïîçíà÷èìî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (2) ÷åðåç G(t; ·),
t ∈ (0; T ] . Ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ [3]:
∀T > 0 ∃δ > 0 ∀k ∈ Zn

+ ∃c > 0 ∀t ∈ (0; T ]

∀x ∈ Rn : |∂k
xG(t; x)| ≤ ct−

n+|k|∗
h e−δ

(
‖x‖
tα

) 1
1−α

,

α := µ/p0, µ ≥ 0. (3)

2. Ïîáóäîâà òà äîñëiäæåííÿ âëà-
ñòèâîñòåé ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿç-
êó çàäà÷i Êîøi. Øóêàòèìåìî ôóíäàìåí-
òàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ
(1) ó âèãëÿäi

Z(t, x; τ, ξ) = G(t− τ ; x− ξ)+

+

t∫

τ

dβ

∫

Rn

G(t− β; x− y)Φ(β, y; τ, ξ)dy ≡

≡ G(t− τ ; x− ξ) + W (t, x; τ, ξ), (4)

äå G � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (2), à Φ � äåÿêà ôóí-
êöiÿ, âèáið ÿêî¨ çäiéñíþâàòèìåìî òàê, ùîá
ôóíêöiÿ Z áóëà ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1). Êî-
ðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì ðîçâ'ÿçêó äèôåðåí-
öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ç (1) ïðèéäåìî äî iíòå-
ãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Φ(t, x; τ, ξ) = K(t, x; τ, ξ)+

+

t∫

τ

dβ

∫

Rn

K(t, x; β, y)Φ(β, y; τ, ξ)dy, (5)

â ÿêîìó
K(t, x; τ, ξ) := P1(t, x; i∂x)G(t− τ ; x− ξ).

Ðîçâ'ÿçóþ÷è öå ðiâíÿííÿ ìåòîäîì ïîñëi-
äîâíèõ íàáëèæåíü, äiñòàíåìî òàêèé ôîð-
ìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê:

Φ(t, x; τ, ξ) =
∞∑

l=1

Kl(t, x; τ, ξ), (6)

äå K1 = K, à

Kl(t, x; τ, ξ) =

t∫

τ

dβ

∫

Rn

K1(t, x; β, y)×

×Kl−1(β, y; τ, ξ)dy, l > 1.

Äëÿ âñòàíîâëåííÿ çáiæíîñòi ðÿäó (6) òà
îá ðóíòóâàííÿ êîðåêòíîñòi çäiéñíåíèõ ðàíi-
øå ïåðåòâîðåíü, äîñëiäèìî âëàñòèâîñòi ïî-
âòîðíèõ ÿäåð Kl.

Çãiäíî ç îöiíêîþ (3) òà îáìåæåíiñòþ êîå-
ôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ (1) íà ìíîæèíi Π(0;T ], ìà-
¹ìî

|K1(t, x; τ, ξ)| ≤ c(t− τ)−
n+p1

h e−δ
(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

,

(t, x; τ, ξ) ∈ Π2
T . (7)

Çàñòîñóâàâøè îöiíêó (7) òà íåðiâíiñòü
∫

Rn

(
(t− β)(β − τ)

)−nα

×

×e−δ
{(

‖x−y‖
(t−β)α

) 1
1−α

+
(
‖y−ξ‖
(β−τ)α

) 1
1−α

}
dy ≤

≤ cε

(t− τ)nαeδ(1−ε)
(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

, δ > 0, (8)

ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ {x, ξ} ⊂ Rn, β ∈
(τ ; t), 0 ≤ τ < t ≤ T i ε ∈ (0; 1), ïðè÷îìó
âåëè÷èíà cε çàëåæèòü ëèøå âiä ε [4, ñ. 312],
îäåðæèìî

|K2(t, x; τ, ξ)| ≤ c2cεB(α0, α0)(t− τ)α0−n+p1
h ×

×e−δ(1−ε)
(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

, (t, x; τ, ξ) ∈ Π2
T , ε ∈ (0; 1),

äå α0 := 1 + αn − n+p1

h
> 0, à B(·, ·) � áåòà-

ôóíêöiÿ Åéëåðà.
Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ,

äëÿ 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn i ε ∈ (0; 1)
îäåðæèìî

|Kl(t, x; τ, ξ)| ≤ cl
( l−1∏

j=1

c(jε)B(α0, jα0)
)
×

×(t− τ)(l−1)α0−n+p1
h e

−δ(1−(l−1)ε)

(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

.
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Çâiäñè ïðèõîäèìî äî iñíóâàííÿ íîìåðà l∗ i
ñòàëî¨ c∗, c∗ ≥ c, òàêèõ, ùî äëÿ âñiõ {x, ξ} ⊂
Rn, 0 ≤ τ < t ≤ T âèêîíóþòüñÿ òàêi îöiíêè:

|Kl(t, x; τ, ξ)| ≤ c∗(t− τ)lα0−(1+αn)×

×e−δ∗
(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

, l ∈ Nl∗−1; (9)

|Kl∗(t, x; τ, ξ)| ≤ c∗e
−δ∗

(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

. (10)

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü
[4, ñ.312]

e−δ∗
{(

‖x−y‖
(t−β)α

) 1
1−α

+
(
‖y−ξ‖
(β−τ)α

) 1
1−α

}
≤

≤ e−δ∗
(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

,

îöiíêè (7), (10) òà ðiâíîñòi
∫

Rn

e−
δ

r∗

(
‖x−y‖
(t−β)α

) 1
1−α dy

(t− β)αn
=

=

∫

Rn

e−
δ

r∗ ‖z‖
1

1−α
dz < +∞

i
t∫

τ

(t− β)α0−1dβ = (t− τ)α0B(α0, 1),

äëÿ ïîâòîðíèõ ÿäåð Kl ïðè l > l∗ äiñòàíåìî
îöiíêó

|Kl∗+l(t, x; τ, ξ)| ≤ c∗
(
E(t− τ)α0

)l×

×e−δ∗
(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

l−1∏
j=0

B(α0, 1 + jα0),

(t, x; τ, ξ) ∈ Π2
T (11)

(òóò l ∈ N, à E � äîäàòíà ñòàëà, íåçàëåæíà
âiä l).

Âðàõóâàâøè îöiíêè (9), (10) i (11), ìà¹ìî

|Φ(t, x; τ, ξ)| ≤ c∗l∗(t− τ)α0−(1+αn)×

×
(

1 +
∞∑

l=1

(
ETα0Γ(α0)

)l

Γ(1 + lα0)

)
e−δ∗

(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

,

(t, x; τ, ξ) ∈ Π2
T ,

äå Γ(·)− ãàììà-ôóíêöiÿ Åéëåðà.
Çâàæèâøè òåïåð íà çáiæíiñòü äîäàòíîãî

÷èñëîâîãî ðÿäó
∞∑

l=1

Al

Γ(1 + lα0)
, A > 0,

ïðèõîäèìî äî òàêîãî äîïîìiæíîãî òâåðäæå-
ííÿ.

Ëåìà 1. Äëÿ âñiõ {x, ξ} ⊂ Rn, t ∈ (τ ; T ] i
τ ∈ [0; T ) ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä (6) ¹ àáñîëþ-
òíî çáiæíèì ðÿäîì, äëÿ ñóìè ÿêîãî ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|Φ(t, x; τ, ξ)| ≤ c0(t−τ)α0−(1+αn)e−δ∗
(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

(òóò êîíñòàíòà c0 > 0 çàëåæèòü ëèøå
âiä T ).

Íàñëiäîê 1. Ôóíêöiÿ Φ, ÿêà âèçíà÷à¹-
òüñÿ ðiâíiñòþ (6), ¹ çâè÷àéíèì ðîçâ'ÿçêîì
iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (5).

Òâåðäæåííÿ öüîãî íàñëiäêó âèïëèâà¹ iç
ñòðóêòóðè ðiâíÿííÿ (5) òà çîáðàæåííÿ (6)
ôóíêöi¨ Φ, ÿêùî âðàõóâàòè ðiâíiñòü

t∫

τ

dβ

∫

Rn

K(t, x; β, y)

( ∞∑

l=1

Kl(β, y; τ, ξ)

)
dy =

=
∞∑

l=1

t∫

τ

dβ

∫

Rn

K1(t, x; β, y)Kl(β, y; τ, ξ)dy.

Ïðàâèëüíiñòü öi¹¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ ç îäåð-
æàíèõ îöiíîê ïîâòîðíèõ ÿäåð, ëåìè 1 òà òå-
îðåìè ïðî ïî÷ëåííå iíòåãðóâàííÿ ôóíêöiî-
íàëüíèõ ðÿäiâ [6, ñ. 697].

Òâåðäæåííÿ ëåìè 1 ðàçîì iç îöiíêîþ (3)
çàáåçïå÷óþòü äëÿ âñiõ {x, ξ} ⊂ Rn i 0 ≤ τ <
t ≤ T àáñîëþòíó çáiæíiñòü iíòåãðàëà, ÿêèì
âèçíà÷à¹òüñÿ ïîòåíöiàë W ç ðiâíîñòi (4). Òà-
êèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ Z(t, x; τ, ξ) êîðåêòíî âè-
çíà÷åíà ôîðìóëîþ (4) íà âñié ìíîæèíi Π2

T .
Ùîá äîñëiäèòè âëàñòèâîñòi ãëàäêîñòi

ôóíêöi¨ Z, îöiíèìî ïîõiäíi âiä ïîâòîðíèõ
ÿäåð Kl.

Îñêiëüêè

K1(t, x; τ, ξ) = P1(t, x; i∂(x−ξ))G(t− τ ; x− ξ),
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òî âðàõóâàâøè óìîâó Â) òà îöiíêó (3), îäåð-
æèìî

|∂q
x∂

r
ξK1(t, x; τ, ξ)| ≤ cq,r(t− τ)−

n+p1+|r+q|∗
h ×

×e−δ
(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

, {q, r} ∈ Zn
+, (t, x; τ, ξ) ∈ Π2

T

(òóò îöiíî÷íi ñòàëi íå çàëåæàòü âiä t, τ, x i
ξ).

Ïðè l > 1 îöiíþâàííÿ |∂q
x∂

r
ξKl(t, x; τ, ξ)|

çâîäèòüñÿ äî îöiíþâàííÿ âèðàçiâ

|∂r
ξ∂

q
xK1(t, x; τ, η + ξ)|, |∂q

xK1(t, x; τ, x− z)|,
|∂r

ξ∂
q
xKl−1(t, x− z; τ, ξ)|, |∂r

ξKl−1(t, η + ξ; τ, ξ)|.
Âðàõóâàâøè óìîâó Â) òà îöiíêó (3), äëÿ

âñiõ {q, r} ∈ Zn
+, {x, η, ξ} ∈ Rn, t ∈ (τ ; T ] i

τ ∈ [0; T ) ìà¹ìî:
∣∣∂r

ξ∂
q
xK1(t, x; τ, η+ξ)

∣∣ ≤ cr,q(t−τ)−
n+p1+|r+q|∗

h ×

×e−δ
(
‖x−η−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

; (12)
∣∣∂q

xK1(t, x; τ, x− ξ)
∣∣ ≤ cq(t− τ)−

n+p1
h ×

×e−δ
(

‖ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

. (13)

Ïðè îöiíþâàííi âèðàçó
∣∣∂r

ξKl(t, η+ξ; τ, ξ)
∣∣

ïðèõîäèìî äî íåðiâíîñòåé

∣∣∂r
ξKl(t, η+ξ; τ, ξ)

∣∣ ≤ cl,r(ε)
( l−1∏

j=1

B(α0, jα0)
)
×

×(t− τ)(l−1)α0−n+p1
h e−δ(1−(l−1)ε)

(
‖η‖

(t−τ)α

) 1
1−α

,
(14)

ÿêi âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ {η, ξ} ⊂ Rn, r ∈
Zn

+, t ∈ (τ ; T ], τ ∈ [0; T ), ε ∈ (0; 1) i l ∈ N \
{1}, à âiäòàê, i äî iñíóâàííÿ òàêîãî íîìåðà
l∗, ïðè ÿêîìó

∣∣∂r
ξKl∗(t, η + ξ; τ, ξ)

∣∣ ≤ cl∗,r(ε)×

×
( l∗−1∏

j=1

B(α0, jα0)
)
e−δ(1−(l∗−1)ε)

(
‖η‖

(t−τ)α

) 1
1−α

(òóò âåëè÷èíè cl∗,r(ε) > 0 íå çàëåæàòü âiä
çìiííèõ t, τ, η i ξ, ÿêi çìiíþþòüñÿ âèùåçà-
çíà÷åíèì ñïîñîáîì).

Îñêiëüêè

∂r
ξ∂

q
xKl(t, x; τ, η+ξ) = ∂r

ζ∂
q
xKl(t, x; τ, ζ)

∣∣∣
ζ=η+ξ

,

∂r
ξ∂

q
xKl(t, x− z; τ, ξ) = ∂r

ξ∂
q
yKl(t, y; τ, ξ)

∣∣∣
y=x−z

,

òî âèðàçè ∂r
ξ∂

q
xKl(t, x; τ, η + ξ), ∂r

ξ∂
q
xKl(t, x −

z; τ, ξ) i ∂r
ξ∂

q
xKl(t, x; τ, ξ) ¹ îäíîòèïíèìè. Òî-

ìó, âðàõîâóþ÷è îäåðæàíi îöiíêè (12), (13),
(14) i (8), ìàòèìåìî:

∣∣∂r
ξ∂

q
xKl(t, x; τ, ξ)

∣∣ ≤ cr,q
l,ε (t−τ)lα0−

(
1+αn+

|r+q|∗
h

)
×

×e−δ(1−(l−1)ε)
(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α ( l−1∏

j=1

B(α0, jα0)
)
, (15)

äëÿ âñiõ {r, q} ⊂ Zn
+, {x, ξ} ⊂ Rn, 0 ≤ τ <

t ≤ T, ε ∈ (0; 1) i l ∈ N\{1}.
Ïåðåéäåìî òåïåð äî çíàõîäæåííÿ îöi-

íîê âèðàçó
∣∣∂r

ξ∂
q
xKl(t, x; τ, ξ)

∣∣, ïðèäàòíèõ äëÿ
âñòàíîâëåííÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöi¨ Φ
çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè. Áåçïîñåðåäíüî ç
(15) ïðèõîäèìî äî iñíóâàííÿ òàêîãî íîìåðà
l∗, ïðè ÿêîìó

∣∣∂r
ξ∂

q
xKl∗(t, x; τ, ξ)

∣∣ ≤

≤ cr,q
l∗,εe

−δ(1−(l∗−1)ε)
(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α ( l∗−1∏

j=1

B(α0, jα0)
)
,

{r, q} ⊂ Zn
+, (t, x; τ, ξ) ∈ Π2

T .

Òîäi iç (14) i (15) îäåðæó¹ìî, ùî äëÿ âñiõ
{r, q} ⊂ Zn

+, {x, ξ, η} ⊂ Rn i 0 ≤ τ < t ≤ T

∣∣∂r
ξ∂

q
xKl+(t, x; τ, ξ)

∣∣ ≤ c∗e−δ∗
(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

,

∣∣∂r
ξKl+(t, η + ξ; τ, ξ)

∣∣ ≤ c∗e−δ∗
(

‖η‖
(t−τ)α

) 1
1−α

,

äå l+ := max{λ∗, l∗}.
Äàëi, ÿê i ïðè îäåðæàííi îöiíêè (11), ïå-

ðåêîíó¹ìîñÿ â iñíóâàííi äîäàòíèõ ñòàëèõ E
i K, òàêèõ, ùî

∣∣∂r
ξKl++l(t, η + ξ; τ, ξ)

∣∣ ≤ c∗(E(t− τ)α0)l×

×e−δ∗
(

‖η‖
(t−τ)α

) 1
1−α

(
l−1∏
j=1

B(α0, 1 + jα0)

)
(16)
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i
∣∣∂r

ξ∂
q
xKl++l(t, x; τ, ξ)

∣∣ ≤ c∗
(
EK

|r+q|∗
h

)l

×

×(t− τ)lα0− |r+q|∗
h e−δ∗

(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

×

×
(

l−1∏
j=1

B(α0, 1 + jα0)

)
, (17)

äëÿ âñiõ {r, q} ⊂ Zn
+, (t, x; τ, ξ) ∈ Π2

T i l ∈
N\{1}.

Ïðàâèëüíå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Ëåìà 2. Ôóíêöiÿ Φ(t, x; τ, ξ) íà ìíîæè-

íi Π2
T ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ çà êî-

æíîþ iç ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ x i ξ. Äëÿ ïî-
õiäíèõ öi¹¨ ôóíêöi¨ âèêîíóþòüñÿ òàêi îöií-
êè:∣∣∂r

ξ∂
q
xΦ(t, x; τ, ξ)

∣∣ ≤ c1(t− τ)α0−(1+αn+
|r+q|∗

h
)×

×e−δ∗
(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

, (t, x; τ, ξ) ∈ Π2
T , (18)∣∣∂r

ξΦ(t, η + ξ; τ, ξ)
∣∣ ≤ c2(t− τ)α0−(1+αn)×

×e−δ∗
(

‖η‖
(t−τ)α

) 1
1−α

, 0 ≤ τ < t ≤ T, {η, ξ} ⊂ Rn

(19)
(òóò {r, q} ⊂ Zn

+, a îöiíî÷íi ñòàëi c1, c2 i δ∗
íå çàëåæàòü âiä t, τ, x, ξ òà η).

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèì
ñïîñîáîì ò. (x0; ξ0) iç R2n i ðîçãëÿíåìî ó
öüîìó ïðîñòîði êóëþ Kδ

(x0;ξ0) ç öåíòðîì ó ò.
(x0; ξ0) òà ðàäióñîì δ > 0. Òîäi, âðàõóâàâøè
ñòðóêòóðó (6) ôóíêöi¨ Φ òà íåñêií÷åííó
äèôåðåíöiéîâíiñòü ïîâòîðíèõ ÿäåð Kl çà
ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè íà R2n, ïðèõî-
äèìî äî âèñíîâêó, ùî äëÿ íåñêií÷åííî¨
äèôåðåíöiéîâíîñòi ó ò. (x0; ξ0) ôóíêöi¨
Φ íåîáõiäíî âñòàíîâèòè ëèøå ðiâíîìiðíó
çáiæíiñòü çà çìiííèìè x i ξ íà ìíîæèíi
Kδ

(x0;ξ0), δ > 0, ôîðìàëüíî ïðîäèôåðåíöiéî-
âàíîãî ðÿäó (6) (ïðè êîæíèõ ôiêñîâàíèõ t i
τ, 0 ≤ τ < t ≤ T ):

∞∑

l=1

∂r
ξ∂

q
xKl(t, x; τ, ξ) (∀{r, q} ⊂ Zn

+). (20)

Áåçïîñåðåäíüî ç îöiíîê (15) i (17) äëÿ
{r, q} ⊂ Zn

+ i (t, x; τ, ξ) ∈ Π2
T ìà¹ìî

∣∣∣
∞∑

l=1

∂r
ξ∂

q
xKl(t, x; τ, ξ)

∣∣∣ ≤

≤ c1

(
t− τ

)α0−
(
1+αn+

|r+q|∗
h

)
e−δ∗

(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü
ñòîñîâíî x i ξ ðÿäó (20), à âiäòàê, i âèêî-
íàííÿ îöiíêè (18).

Àíàëîãi÷íèì ñïîñîáîì, çàâäÿêè îöiíêàì
(14) i (16), ïåðåêîíó¹ìîñü ó ïðàâèëüíîñòi
îöiíêè (19).

Ëåìó äîâåäåíî.
Òåîðåìà 1. Ôóíêöiÿ Z(t, x; τ, ξ) ¹ íåñêií-

÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ çà êîæíîþ iç ïðî-
ñòîðîâèõ çìiííèõ x i ξ íà ìíîæèíi Π2

T ,
ïðè÷îìó
∃δ > 0 ∀{r, q} ⊂ Zn

+ ∃c > 0 ∀(t, x; τ, ξ) ∈ Π2
T :

|∂r
ξ∂

q
xZ(t, x; τ, ξ)| ≤

≤ c(t− τ)−
n+|r+q|∗

h e−δ
(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

. (21)

Äîâåäåííÿ. Ïèòàííÿ ïðî äèôåðåíöiéîâ-
íiñòü ôóíêöi¨ Z çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè
çâîäèòüñÿ äî ïèòàííÿ ïðî ìîæëèâiñòü äè-
ôåðåíöiþâàííÿ çà öèìè çìiííèìè ïiä çíà-
êîì iíòåãðàëà â îá'¹ìíîìó ïîòåíöiàëi W . Òî-
ìó äîñèòü âñòàíîâèòè ðiâíîìiðíó ñòîñîâíî
çìiííèõ x i ξ, {x, ξ} ⊂ Rn, çáiæíiñòü iíòå-
ãðàëà

I∗(t, x; τ, ξ) :=

t∫

τ

dβ

∫

Rn

∂r
ξ∂

q
x(G(t− β; x− y)×

×Φ(β, y; τ, ξ))dy, 0 ≤ τ < t ≤ T, {r, q} ⊂ Zn
+.

Âðàõóâàâøè îöiíêè (3), (18) i (19), à òà-
êîæ (8), äiñòàíåìî

|I∗(t, x; τ, ξ)| ≤ c3(t− τ)α0−n+|r+q|∗
h × (22)

×e−
δ
2

(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

, {r, q} ⊂ Zn
+, (t, x; τ, ξ) ∈ Π2

T ,

äå c3 � äîäàòíà ñòàëà, íåçàëåæíà âiä t, τ, x i
ξ.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî ðiâíîìiðíó ñòîñîâíî
çìiííèõ x i ξ çáiæíiñòü iíòåãðàëà I∗, à âiä-
òàê, i íåñêií÷åííó äèôåðåíöiéîâíiñòü çà öè-
ìè çìiííèìè ôóíêöi¨ Z(t, x; τ, ξ) íà ìíîæèíi
Π2

T .
Îöiíêà (21) âèïëèâà¹ ç (3) i (22) òà íåðiâ-

íîñòi
|∂r

x∂
q
ξW (t, x; τ, ξ)| ≤ |I∗(t, x; τ, ξ)|,
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{r, q} ⊂ Zn
+, (t, x; τ, ξ) ∈ Π2

T .

Òåîðåìó äîâåäåíî.
Íàñëiäîê 2. Äëÿ âñiõ t i τ, 0 ≤ τ < t ≤ T,

à òàêîæ {x, ξ} ⊂ Rn âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
{P0(t, i∂x) + P1(t, x; i∂x)}W (t, x; τ, ξ) =

=

t∫

τ

dβ

∫

Rn

({P0(t, i∂x)+

+P1(t, x; i∂x)}G(t− β; x− y)
)
Φ(β, y; τ, ξ)dy.

Ïåðåéäåìî äî äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé
ãëàäêîñòi ôóíêöi¨ Z(t, x; τ, ξ) ñòîñîâíî çìií-
íèõ t i τ .

Ëåìà 3. Îá'¹ìíèé ïîòåíöiàë W ¹ äèôå-
ðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ çà çìiííîþ t íà (τ ; T ]
òàêîþ, ùî

∂tW (t, x; τ, ξ) = Φ(t, x; τ, ξ)+

+

t∫

τ

dβ

∫

Rn

∂tG(t− β; x− y)Φ(β, y; τ, ξ)dy,

(t, x; τ, ξ) ∈ Π2
T .

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ïîõi-
äíî¨

∂tW (t, x; τ, ξ) = lim
∆→0

1

∆

{ t+∆∫

τ

Ṽβ(t+∆, x; τ, ξ)dβ−

−
t∫

τ

Ṽβ(t, x; τ, ξ)dβ
}

,

äå

Ṽβ(t, x; τ, ξ) =

∫

Rn

G(t−β; x−y)Φ(β, y; τ, ξ)dy,

òîìó äîâåäåííÿ äèôåðåíöiéîâíîñòi
W (t, x; τ, ξ) çà çìiííîþ t çâîäèòüñÿ äî
âñòàíîâëåííÿ iñíóâàííÿ ãðàíèöi ç ïðàâî¨
÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi. Çðîçóìiëî, ùî öÿ
ãðàíèöÿ iñíóâàòèìå, ÿêùî iñíóâàòèìóòü
ðiâíi ìiæ ñîáîþ âiäïîâiäíi îäíîñòîðîííi
ãðàíèöi:

I± := lim
∆→+0

1

±∆

{ t±∆∫

τ

Ṽβ(t±∆, x; τ, ξ)dβ−

−
t∫

τ

Ṽβ(t, x; τ, ξ)dβ
}

.

Áåçïîñåðåäíüî ç îöiíêè
∫

Rn

|∂tG(t− β; x− y)Φ(β, y; τ, ξ)|dy ≤

≤ c(t− τ)−αn(t− β)αn−n+p
h (β − τ)α0−1×

×e−δ0

(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

, 0 ≤ δ < β < t ≤ T,

{x, y} ⊂ Rn, (23)

ÿêà îäåðæó¹òüñÿ ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü (3)
òà òâåðäæåííÿ ëåìè 1, à òàêîæ íà òå, ùî
ôóíêöiÿ G ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2), äiñòà-
¹ìî äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöi¨ Ṽβ(t, x; τ, ξ)
çà çìiííîþ t ó êîæíié òî÷öi ïðîìiæêó
(β; T ], β > τ, òà âèêîíàííÿ òàêî¨ ðiâíîñòi:

∂tṼβ(t, x; τ, ξ) =

∫

Rn

(∂tG(t− β; x− y))×

×Φ(β, y; τ, ξ)dy, 0 ≤ τ < β < t ≤ T,

{x, y} ⊂ Rn. (24)

Äàëi, ñêîðèñòàâøèñü òèì, ùî

1

±∆

t±∆∫

t

Ṽβ(t±∆, x; τ, ξ)dβ =

= Ṽ(t±θ∆)(t±∆, x; τ, ξ) −→
±∆→0

Φ(t, x; τ, ξ),

1

±∆

t∫

τ

(Ṽβ(t±∆, x; τ, ξ)− Ṽβ(t, x; τ, ξ))dβ =

=

t∫

τ

∂tṼβ(t± θ∆, x; τ, ξ)dβ, θ ∈ (0; 1),

à òàêîæ î÷åâèäíèì çîáðàæåííÿì

1

±∆

{t±∆∫

τ

Ṽβ(t±∆, x; τ, ξ)dβ−

−
t∫

τ

Ṽβ(t, x; τ, ξ)dβ
}

=
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=
1

±∆

{ t±∆∫

t

Ṽβ(t±∆, x; τ, ξ)dβ+

+

t∫

τ

(Ṽβ(t±∆, x; τ, ξ)− Ṽβ(t, x; τ, ξ))dβ
}

,

îäåðæó¹ìî, ùî

I± = Φ(t, x; τ, ξ)+

+ lim
∆→+0

t∫

τ

∂tṼβ(t±∆, x; τ, ξ)dβ, θ ∈ (0; 1).

Óðàõóâàâøè òåïåð ðiâíiñòü (24), ïðèõîäè-
ìî äî âèñíîâêó, ùî äëÿ äîâåäåííÿ âèõiäíî¨
ëåìè äîñèòü îá ðóíòóâàòè ïðàâèëüíiñòü ðiâ-
íîñòi

lim
∆→0

t∫

τ

∂tṼβ(t + ∆, x; τ, ξ)dβ =

=

t∫

τ

(
lim
∆→0

∂tṼβ(t + ∆, x; τ, ξ)
)
dβ. (25)

Îöiíèìî ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç iç ëiâî¨
÷àñòèíè öi¹¨ ðiâíîñòi. Ñêîðèñòàâøèñü ùå ðàç
ðiâíiñòþ (24), à òàêîæ òèì, ùî G � ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (2), îöiíêàìè (23), (3) i (18), âèäi-
ëÿþ÷è ñêðiçü çàëåæíiñòü âiä ∆, îäåðæèìî

∣∣∣
t∫

τ

∂tṼβ(t+∆, x; τ, ξ)dβ
∣∣∣ ≤ c(t−τ)2α0−(1+αn+ p

h
),

0 ≤ τ < t ≤ T, 0 < |∆| < 1

2
(t−τ), {x, ξ} ⊂ Rn,

äå äîäàòíà ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä ∆. Öÿ
îöiíêà õàðàêòåðèçó¹ ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü
iíòåãðàëà ç ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (25) òà çà-
áåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ öi¹¨ ðiâíîñòi.

Ëåìà äîâåäåíà.
Òåîðåìà 2. Äëÿ ôóíêöi¨ Z âèêîíó¹òüñÿ

ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

Z(t, x; τ, ·) −→
t→τ+0

δ(· − x)

ó ðîçóìiííi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â ïðîñòîði S ′

ðîçïîäiëiâ Øâàðöà.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè G � ôóíäàìåí-
òàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ
(2), òî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ϕ ∈ S âèêîíó-
¹òüñÿ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

< G(t− τ ; x− ·), ϕ(·) > −→
t→τ+0

ϕ(x),

0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn, ϕ ∈ S.

Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ âèõiäíî¨ òåîðåìè äî-
ñèòü óñòàíîâèòè ëèøå ãðàíè÷íå ñïiââiäíî-
øåííÿ

< W (t, x; τ, ·), ϕ(·) > −→
t→τ+0

0,

0 ≤ τ < t ≤ T, x ∈ Rn, ϕ ∈ S. (26)

Áåçïîñåðåäíüî iç ñòðóêòóðè ïîòåíöiàëà
W ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (26)
âèêîíóâàòèìåòüñÿ, ÿêùî iñíóâàòèìå òàêà
äîäàòíà ñòàëà c0, ùî äëÿ âñiõ β ∈ [τ ; t], 0 ≤
τ < t ≤ T i y ∈ Rn

∣∣∣
∫

Rn

Φ(β, y; τ, ξ)ϕ(ξ)dξ
∣∣∣ ≤ c0 (27)

(òóò ðèñêà çâåðõó îçíà÷à¹ êîìïëåêñíó ñïðÿ-
æåíiñòü).

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 çâî-
äèòüñÿ äî âñòàíîâëåííÿ îöiíêè (27).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñòðóêòóðó (6) ôóíêöi¨
Φ, à òàêîæ íåðiâíiñòü
∣∣∣Jl(β, τ, y)

∣∣∣ :=

∣∣∣∣∣
∫

Rn

Kl(β, y; τ, ξ)ϕ(ξ)dξ

∣∣∣∣∣ ≤ cl,

ϕ ∈ S, β ∈ [τ ; t], 0 ≤ τ < t ≤ T, y ∈ Rn,

ÿêà âñòàíîâëþ¹òüñÿ øëÿõîì ïî¹äíàííÿ
îäåðæàíèõ ðàíiøå îöiíîê ïîâòîðíèõ ÿäåð
Kl iç âëàñòèâîñòÿìè åëåìåíòiâ ïðîñòîðó S
øâèäêî ñïàäíèõ ãëàäêèõ íà Rn ôóíêöié,
çâàæàþ÷è ïðè öüîìó íà iñíóâàííÿ òàêîãî
íîìåðà l∗, ùî

∣∣∣∣∣
∞∑

l=l∗+1

Kl(t, x; τ, ξ)

∣∣∣∣∣ ≤ c∗e
−δ∗

(
‖x−ξ‖
(t−τ)α

) 1
1−α

,

{x, ξ} ⊂ Rn, 0 ≤ τ < t ≤ T
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(äèâ. îá ðóíòóâàííÿ ïðàâèëüíîñòi òâåðäæå-
ííÿ ëåìè 1), çíàõîäèìî, ùî äëÿ âñiõ ϕ ∈ S

∣∣∣∣∣
∫

Rn

Φ(β, y; τ, ξ)ϕ(ξ)dξ

∣∣∣∣∣ ≤
l∗∑

l=1

∣∣∣Jl(β, τ, y)
∣∣∣+

+

∫

Rn

∣∣∣∣∣
∞∑

l=l∗+1

Kl(β, y; τ, ξ)

∣∣∣∣∣|ϕ(ξ)|dξ ≤

≤
l∗∑

l=1

cl + c∗

∫

Rn

|ϕ(ξ)|dξ ≡ c0 < +∞,

β ∈ [τ ; t], 0 ≤ τ < t ≤ T, y ∈ Rn,

äå êîíñòàíòà c0 íå çàëåæèòü âiä β, τ, t i y.
Îòæå, îöiíêà (27) âèêîíó¹òüñÿ.
Òåîðåìó äîâåäåíî.
Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ñôîðìóëþ¹ìî ó âè-

ãëÿäi íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè

À) i Â), òîäi ôóíêöiÿ Z, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ
ðiâíiñòþ (4), ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿç-
êîì çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (1).

Äîâåäåííÿ. Çâàæèâøè íà ðiâíîñòi (5) òà

∂tG(t; z) = P0(t, i∂z)G(t; z),

ëåìó 3 i íàñëiäîê 2, äëÿ âñiõ (t; x) ∈
Π(τ ;0], τ ∈ [0; T ), i ξ ∈ Rn îäåðæó¹ìî

∂tZ(t, x; τ, ξ) = ∂tG(t−τ ; x−ξ)+∂tW (t, x; τ, ξ) =

= P0(t, i∂x)G(t− τ ; x− ξ) + Φ(t, x; τ, ξ)+

t∫

τ

dβ

∫

Rn

(
∂tG(t− β; x− y)

)
Φ(β, y; τ, ξ)dy =

= {P0(t, i∂x) + P1(t, x; i∂x)}G(t− τ ; x− ξ)+

+{P0(t, i∂x) + P1(t, x; i∂x)}W (t, x; τ, ξ) =

= {P0(t, i∂x) + P1(t, x; i∂x)}Z(t, x; τ, ξ).

Îòæå, ôóíêöiÿ Z(t, x; τ, ξ), ÿê ôóíêöiÿ
çìiííèõ (t; x) íà Π(τ ;T ], ¹ çâè÷àéíèì ðîçâ'ÿç-
êîì ðiâíÿííÿ (1) ó êîæíié ôiêñîâàíié òî÷öi
(τ ; ξ) ∈ Π[0;T ).

ßêùî âðàõóâàòè òåïåð òâåðäæåííÿ òåî-
ðåìè 2, òî ïðèéäåìî äî âèñíîâêó, ùî äëÿ
ôóíêöi¨ Z âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè ç îçíà÷åí-
íÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi
äëÿ ðiâíÿííÿ (1).

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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