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СИМВОЛАМИ
Встановлена теорема про розв’язнiсть нелокальної двоточокової задачi для параболiчних

псевдодиференцiальних рiвнянь з негладкими символами.

We prove a theorem on the solvability of a nonlocal two-point problem for parabolic pseudodi-
fferential equations with nonsmooth symbols.

В серединi минулого столiття синтез
багатовимiрних сингулярних iнтеграль-
них рiвнянь та рiвнянь з частинними
похiдними призвiв до поняття iнтегро-
диференцiального оператора (Кальдерон,
Зигмунд), що є лiнiйною комбiнацiєю
частинних похiдних з коефiцiєнтами –
сингулярними iнтегральними операто-
рами. Систематичне дослiдження таких
операторiв призвело до змiни теорiї, в ре-
зультатi чого перетворення Фур’є витiснило
сингулярнi iнтеграли, а самi оператори
почали називатися псевдодиференцiаль-
ними. Псевдодиференцiальнi оператори
характеризуються своїм символом анало-
гiчно тому, як диференцiальнi оператори
характеризуються своєю характеристичною
формою.

На теперiшнiй час значних результатiв
досягнуто у теорiї задачi Кошi та крайо-
вих задач для псевдодиференцiальних рiв-
нянь та систем таких рiвнянь. Це теорiя
елiптичних рiвнянь у згортках у просторах
Соболєва-Слободецького та її застосування
до дослiдження загальних мiшаних задач
у цилiндричних областях для параболiчних
рiвнянь i систем рiвнянь iз частинними по-
хiдними (М.С. Агранович, М.Й. Вишик, Г.I.
Ескiн); коректна розв’язнiсть задачi Кошi у
просторах Соболєва та їх аналогах для ПДР
з аналiтичними символами в областi G ⊂
Rn (Ю.А. Дубинський); теореми про розв’я-
знiсть диференцiально-операторних рiвнянь
у шкалi банахових просторiв цiлих експо-

ненцiального типу векторiв оператора рiв-
няння, якi дозволяють довести розв’язнiсть
задачi Кошi для ПДР з аналiтичними сим-
волами (Я.В. Радино, С.Р. Умаров); тео-
рiя граничних значень розв’язкiв абстра-
ктних диференцiально-операторних рiвнянь
(М.Л. Горбачук, В.I, Горбачук та їхнi по-
слiдовники); класи аналiтичних на Rn сим-
волiв псевдодиференцiювання з характерни-
ми для степеневих функцiй властивостями
та теореми про коректну розв’язнiсть за-
дачi Кошi для вiдповiдних ПДР та систем
рiвнянь з початковими умовами в просто-
рах Лебега (японськi математики М.Наґасе,
Р.Шiнкаi, Ц.Цуцумi); класи єдиностi задачi
Кошi для систем рiвнянь у згортках, якi є
псевдодиференцiальними системами з цiли-
ми аналiтичними символами (Б.Г. Гуревич)
та iн.

У теорiї задачi Кошi для параболiчних
псевдодиференцiальних рiвнянь (ППДР) з
ПДО, побудованими за точково-негладкими
однорiдними символами, вiдомi результати
про структуру та оцiнки фундаментальних
розв’язкiв задачi Кошi (ФРЗК). За допомо-
гою цих результатiв одержується зображе-
ння розв’язку у виглядi iнтеграла Пуассо-
на, дослiдженi якiснi властивостi розв’язкiв
ППДР та систем таких рiвнянь (зокрема,
поведiнка розв’язкiв при необмеженому зро-
станнi часової змiнної, їх невiд’ємнiсть, тео-
реми типу Лiувiлля). Вiдзначимо при цьо-
му, що асимптотика ФРЗК для таких рiв-
нянь вже не є експоненцiальною, як у випад-
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ку параболiчних рiвнянь з частинними похi-
дними, а степеневою. Цi результати є нау-
ковим надбанням ряду вiтчизняних та зару-
бiжних математикiв, зокрема, С.Д. Ейдель-
мана i Я.М. Дрiня (якi першими визначили
ППДО з негладкими символами i розпоча-
ли дослiдження задачi Кошi для вiдповiд-
них ППДР), М.В. Федорюка, А.Н. Кочубея,
В.В. Городецького, В.А. Лiтовченка та iн.

Узагальненням задачi Кошi є нелокаль-
на багатоточкова за часом задача. Дослi-
дженням нелокальних крайових задач у рi-
зних аспектах займалося багато математи-
кiв, використовуючи при цьому рiзнi ме-
тоди та пiдходи (О.О. Дезiн, В.К. Роман-
ко, С.Г. Крейн, В.М. Борок, Б.Й. Пташник,
О.А. Самарський, В.I. Чесалiн та iн.). Одер-
жанi важливi результати щодо постановки,
коректної розв’язностi та побудови розв’яз-
кiв, дослiдження питання залежностi хара-
ктеру розв’язностi задач вiд поведiнки сим-
волiв операцiй, сформульованi умови регу-
лярностi та нерегулярностi крайових умов
для важливих випадкiв диференцiально-
операторних рiвнянь.

На сьогоднi нелокальнi багатоточковi за
часом задачi для еволюцiйних псевдоди-
ференцiальних рiвнянь не дослiдженi. То-
му розглянемо нелокальну задачу Дiрiхле
для параболiчних псевдодиференцiальних
рiвнянь з негладкими символами.

1. Постановка нелокальної задачi та
формула для розв’язку.

Нехай T > 0, µ > 1, β > 0, γ > 0 – числовi
параметри, Π = {(t, x)

∣∣∣ 0 < t < T, x ∈ Rn}.
Припустимо, що символ A: Rn → C задо-
вольняє умови

а) ∀σ ∈ Rn, |σ| = 1 ∃a0 > 0: Re A(σ) ≥
a0 > 0;

б) ∀σ ∈ Rn, σ 6= 0, ∀æ = (æ1, . . . , æn),
|æ| ≤ N , N ≥ 2(n + [γ]) ∃Dæ

σ A(σ) ∃CN > 0:

|Dæ
σ | ≤ CN |σ|γ−|æ|;

в) ∀ε > 0, ∀x ∈ Rn ∃C > 0 ∃β, 0 < β ≤
γ − ε ∃ϕ: Rn → R, ϕ ∈ C(Rn):

|ϕ(x)| ≤ C(1 + |x|)β;

г) ∀ε > 0, ∀(t, x) ∈ Π ∃C > 0, ∃β ≤ γ − ε
∃f : Π → R, f ∈ C(Π):

|f(t, x)| ≤ C(1 + |x|)β,

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ C|x− y|λ, 0 < λ < 1.

Позначимо через u: Π → R фун-
кцiю, u ∈ C1

t × S(Rn), Fx→σ[u(t, x)](t, σ),
F−1

σ→x[v(t, σ)](t, x) – вiдповiдне пряме i обер-
нене перетворення Фур’є функцiї u,

Aγu(t, x) ≡ F−1
σ→x[A(σ)Fx→σ[u(t, x)]], (t, x) ∈ Π,

псевдодиференцiальна операцiя (ПДО) з
символом A: Rn → R. Якщо u ∈ C

1,[γ]+1
t,x (Π),

[γ] – цiла частина γ ≥ 1, то ПДО Aγ визначе-
на в [1, 2] i трактується як гiперсингулярна
iнтегральна операцiя (ГСIО).

Розглянемо крайову задачу

ut(t, x)+Aγu(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π, γ > 0,
(1)

µu(t, x)|t=0 = u(t, x)|t=T + ϕ(x), x ∈ Rn,
(2)

де Aγ – ПДО з символом A(σ).
Розв’язок задачi (1), (2) формально шу-

каємо за допомогою перетворення Фур’є по
просторових змiнних, тому додатково при-
пустимо, що функцiї u, f , ϕ допускають
це перетворення, при цьому Fx→σ[f(t, x)] ≡
f̃(t, σ), Fx→σ[ϕ(x)] ≡ ϕ̃(σ). Шукаючи розв’я-
зок задачi (1), (2) у виглядi

u(t, x) ≡ F−1
σ→x[v(t, σ)](t, x), (t, x) ∈ Π, (3)

одержимо для v: Π → R1 таку задачу

v′t(t, σ) + A(σ)v(t, σ) = f̃(t, σ), (t, σ) ∈ Π,
(4)

µv(t, σ)|t=0 = u(t, σ)|t=T + ϕ̃(σ), σ ∈ Rn.
(5)

Розв’язок задачi (4), (5) набуває вигляду

v(t, σ, µ) =
µ

µ− exp{−A(σ)T}×

×
t∫

0

exp{−A(σ)(t− τ)}f̃(τ, σ)dτ+

+
1

µ− exp{−A(σ)T}

T∫

t

exp{−A(σ)(T+t+τ)}×
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×f̃(τ, σ)dτ +
exp{A(σ)t}

µ− exp{−A(σ)T} ϕ̃(σ), (6)

(t, σ) ∈ Π, µ > 1.

Пiдставивши (6) в (3) отримаємо форму-
лу для розв’язку задачi (1), (2):

u(t, x, µ) = (2π)−n

∫

Rn

exp{i(x, σ)}v(t, σ, µ)dσ =

= (2π)−n

∫

Rn

exp{−A(σ)t}ϕ̃(σ) exp{i(x, σ)}
µ− exp{−A(σ)T} +

+µ(2π)−n

∫

Rn

exp{i(x, σ)}
µ− exp{−A(σ)T}×

×
{ t∫

0

exp{−A(σ)(t− τ)}f̃(τ, σ)dτ
}

dσ+

+(2π)−n

∫

Rn

exp{i(x, σ)}
µ− exp{−A(σ)T}×

×
{ T∫

t

exp{−A(σ)(T + t− τ)}f̃(τ, σ)dτ
}

dσ,

(7)
(t, x ∈ Π), µ > 1.

Введемо позначення

G(t, T, x, µ) ≡ (2π)−n

∫

Rn

exp{i(x, σ)−A(σ)t}×

×(µ− exp{−A(σ)T})−1dσ, (8)

(t, x) ∈ Π, µ > 1,

I1 =

∫

Rn

G(t, T, x− ξ, µ)ϕ(ξ)dξ, (9)

(t, x) ∈ Π, µ > 1,

I2 =

t∫

0

dτ

∫

Rn

G(t− τ, T, x− ξ, µ)f(τ, ξ)dξ,

(10)
(t, x) ∈ Π, µ > 1,

I3 =

T∫

t

dτ

∫

Rn

G(T + t− τ, T, x− ξ, µ)f(τ, ξ)dξ,

(11)

(t, x) ∈ Π, µ > 1,

де G визначена формулою (8).
Тодi формула (7) набуває вигляду

u(t, x) = I1 + µI2 + I3,

де Ij (j = 1, 2, 3) визначенi формулами (9) –
(11) вiдповiдно.

2. Дослiдження властивостей фун-
кцiї G та дiї на неї диференцiальних
та псевдодиференцiальних операцiй

Оскiльки σ ∈ Rn, ∀t0 > 0 i t ≥ t0

| exp{i(x, σ)−A(σ)t}|(µ−exp{−A(σ)T})−1 ≤
≤ exp{−A(σ)t0}(µ− 1)−1,

то для довiльної смуги {(t, x)
∣∣∣ t0 ≤ t ≤

T, x ∈ Rn}, t0 > 0 iнтеграл (8) збiгається
рiвномiрно, тому функцiя G є неперервною
в Π.

Аналогiчно доводиться диференцiйов-
нiсть по t i x функцiї G. Розглянемо, напри-
клад, першу похiдну по t. Формально про-
диференцiювавши (8) пiд знаком iнтеграла
дiстанемо вираз

−A(σ) exp{i(x, σ)−A(σ)t}(µ−exp{−A(σ)T})−1,

модуль якого оцiнюється величиною

A(σ) exp{−A(σ)(t0−ε)} exp{−A(σ)ε}(µ−1)−1,

0 < ε < t0.

Оскiльки ∀σ ∈ Rn ∃c > 0 таке, що
|A(σ) exp{−A(σ)(t0 − ε)}| < C, то мажоран-
тою є iнтегровна функцiя exp{−A(σ)ε}. От-
же, iнтеграл похiдної вiд (8) збiгається рiв-
номiрно i тому похiдну можна застосувати
пiд знаком iнтеграла.

Проведемо оцiнку функцiї G та її похi-
дних. Очевидно, що ∀σ ∈ Rn, ∀u > 1

(µ− exp{−A(σ)T})−1 =

= µ−1(1− µ−1 exp{−A(σ)T})−1 =

=
∞∑

k=0

µ−k1 exp{−A(σ)kT},

G(t, T, x, µ) =
∞∑

k=0

µ−k−1G0(t + kT, x), (12)
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(t, x) ∈ Π,

де
G0(t + kT, x) =

= (2π)−n

∫

Rn

exp{i(x, σ)− A(σ)(t + kT )}dσ,

(13)
(t, x) ∈ Π,

G0(t, x) – фундаментальний розв’язок вихi-
дного рiвняння, для якого вiрними є оцiнки
(див. [1–3]) при γ > 0:

|Dæ
x G0(t, x)| ≤ Cæt(t1/γ + |x|)−(n+γ+|æ|), (14)

(t, x) ∈ Π,

|Dæ
t G0(t, x)| ≤ C(t1/γ + |x|)−(n+γ), (15)

(t, x) ∈ Π.

Тодi
|Dæ

x G(t, T, x, µ)| ≤

≤
∞∑

k=0

µ−k−1(t + kT )

[(t + kT )1/γ + |x|]n+γ+|ae| , (t, x) ∈ Π,

(16)∣∣∣ ∂

∂t
G(t, T, x, µ)| ≤

∞∑

k=0

µ−k−1[(t + kT )1/γ+

+|x|]−(n+γ), (t, x) ∈ Π. (17)

Оскiльки
∂G

∂t
(t, T, x, µ) = −F−1

σ→x[A(σ)×

× exp{−A(σ)t}(µ− exp{−A(σ)T})−1], (18)

(t, x) ∈ Π,

AγG(t, T, x, µ) = F−1
σ→x[A(σ)×

× exp{−A(σ)t}(µ− exp{−A(σ)T})−1], (19)

(t, x) ∈ Π, то з (18), (19) отримуємо, що
(∂

∂
+ Aγ

)
G(t, T, x, µ) = 0, (t, x) ∈ Π, µ > 0.

(20)
Для A(σ) ≡ |σ| ця рiвнiсть перевiряється
безпосередньо.

Вiрною є рiвнiсть
∫

Rn

G(t, T, , x− y, µ)dy =
1

µ− 1
, (21)

(t, x) ∈ Π, µ > 1.

яка випливає з рiвностi (20) ( [1, стор. 919],
[2]) та (12). Враховуючи (17) iз (21) отрима-
ємо, що

∫

Rn

∂G

∂t
(t, T, x− y, µ) = 0. (22)

Оцiнка (16) забезпечує збiжнiсть iнтегра-
лiв (9) – (11) для зростаючих степенево фун-
кцiй ϕ (умова в)) та f (умова г)).

3. Дослiдження властивостей фун-
кцiї u та дiї на неї диференцiальних та
псевдодиференцiальних операцiй

Функцiя u, визначена рiвнiстю (7), є су-
мою трьох доданкiв. Розглянемо кожен до-
данок окремо. Iнтеграл I1 (9) визначений
для (t, x) ∈ Π, µ > 1, його можна диференцi-
юваня по t i застосовувати до нього ПДО Aγ

пiд знаком iнтеграла. Законнiсть таких опе-
рацiй забезпечується оцiнками функцiї G, її
похiдних i AγG (14) – (19). Враховуючи (20)
отримаємо, що

( ∂

∂t
+ Aγ

)
I1(t, x, T, µ) = 0. (23)

Розглянемо I2, визначений виразом (10) i
запишемо його у вигляд

I2(t, x, T, µ) =

t∫

0

dτ

∫

Rn

G0(t−τ, x−ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

t∫

0

dτ

∫

Rn

µ−k−1

∞∑

k=1

G0(t + kT − τ, x− ξ)×

×f(τ, ξ)dξ ≡ I20 + I21. (24)

Iснування похiдної по t i формула

∂

∂t
I20(t, x, T, µ) =

=

t∫

0

dτ

∫

Rn

G0(t− τ, x− ξ)[f(τ, ξ)−

−f(τ, x)]dξ + f(t, x), (t, x) ∈ Π, (25)

доведенi в [4, 5] (див. також формулу (31)
iз [1]).
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Вiрною є формула

∂

∂t
I21(t, x, T, µ) =

=

t∫

0

dτ

∫

Rn

∞∑

k=1

µk−1G0(t + kT − τ, x− ξ)×

×f(τ, ξ)dξ+

∫

Rn

∞∑

k=1

µ−k−1G0(kT, x−ξ)f(τ, ξ)dξ,

(26)
(t, x) ∈ Π.

Розглянемо I3, визначений виразом (11).
Аналогiчно, як для I2, похiдну вiд функцiї
I3 по t можна обчислювати за формулою по-
хiдної вiд iнтеграла, залежного вiд параме-
тра t у випадку, коли межi iнтеграла також
залежать вiд цього параметра t. Тому

∂

∂t
I3(t, x, T, µ) =

T∫

t

dτ×

×
∫

Rn

∞∑

k=1

µk−1 ∂

∂t
G0(T (1 + l) + t− τ, x− ξ)×

×f(τ, ξ)dξ−
∫

Rn

∞∑

k=1

µ−k−1G0(T (1+ k), x− ξ)×

×f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π. (27)

Об’єднуючи (25) – (27) дiстанемо такий
вираз для похiдної по t двох останнiх додан-
кiв iз (7):

∂

∂t
[µI2 + I3] =

T∫

0

dτ×

×
∫

Rn

∞∑

k=1

µ−k ∂

∂t
G0(t + kT − τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

t∫

0

dτ

∫

Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)[f(τ, ξ)−

−f(τ, x)]dξ + f(t, x), (t, x) ∈ Π. (28)

Для доведення формули (28) досить ви-
дiлити два таких окремих твердження.

Твердження 1. Нехай

G(t, T, x− ξ, µ) ≡ 1

µ
G0(t, x− ξ)+

+
∞∑

k=1

µ−k−1G0(t + kT, x− ξ),

0 < t < T, x ∈ Rn, ξ ∈ Rn, |µ| > 1,

а функцiя

µI2(t, x, T, µ) ≡ µ

t∫

0

dτ×

×
∫

Rn

G(t− τ, T, x− ξ, µ)f(τ, ξ)dξ =

=

t∫

0

dτ

∫

Rn

G0(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

t∫

0

dτ

∫

Rn

∞∑

k=1

µ−kG0(t+kT−τ, x−ξ)f(τ, ξ)dξ ≡

≡ I20(t, x) + I21(t, x, T, µ).

Тодi для об’ємного потенцiала I20 вiрною є
формула

∂I20(t, x)

∂t
=

t∫

0

dτ

∫

Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)×

×(f(τ, ξ)− f(τ, x))dξ + f(t, x).

Доведення. При θ > 0 розглянемо фун-
кцiю

I20 =

t−θ∫

0

dτ

∫

Rn

G0(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ,

похiдна по t вiд якої обчислюється за вiдо-
мою формулою

∂

∂t
I20 =

t−θ∫

0

dτ

∫

Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

∫

Rn

G0(t− (t− θ), x− ξ)f(t− θ, ξ)dξ,
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яка набуває вигляду

∂

∂t
I20 =

t−θ∫

0

dτ

∫

Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)×

×(f(τ, ξ)− f(τ, x))dξ+

+

∫

Rn

G0(θ, x− ξ)f(t− θ, ξ)dξ.

Для третього доданка маємо, що

lim
θ→0

∫

Rn

G0(θ, x− ξ)f(t− θ, ξ)dξ = f(t, x).

Справдi,
∫

Rn

G0(θ, x− ξ)f(t− θ, ξ)dξ =

∫

Rn

G0(θ, x− ξ)×

×(f(t− θ, ξ)− f(t− θ, x))dξ + f(t− θ, x).

Якщо провести замiну змiнних xi − ξi ≡
ziθ

1/γ, i ∈ {1, . . . , n}, то права частина на-
буде вигляду

∫

Rn

G0(1 + z)(f(t− θ, x− zθ1/γ)−

−f(t− θ, x))dz + f(t− θ, x).

Iз неперервностi функцiї f по просторо-
вих змiнних xi, i ∈ {1, . . . , n}, випливає,
що для довiльних фiксованих (t, x) ∈ ΠT ,
z ∈ Rn, i для довiльного ε > 0 iснує δε,t,x,z

таке, що |f(t− θ, x− zθ1γ)− f(t− θ, x)| < ε,
якщо |zθ1/γ| < δ. Отже, границя вiрна.

Для першого доданка маємо, що

∣∣∣
t−θ∫

0

dτ

∫

Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)(f(τ, ξ)−

−f(τ, x))dξ
∣∣∣ ≤

≤
t−θ∫

0

dτ

∫

Rn

|x− ξ|λ
((t− τ)1γ + |x− ξ|)n+γ

dξ ≤

≤
t−θ∫

0

dτ

∫

Rn

(t− τ)
λ−γ

γ

(
|x−ξ|

(t−τ)1/γ

)λ
γ

(
1 + |x−ξ|

(t−τ)1/γ

)n+γ

d(x− ξ)

(t− τ)1/γ
≤

≤ C

t−θ∫

0

(t− τ)−1+λ
γ dτ = C1(t− τ)

λ
γ

∣∣∣
t−θ

0
=

= C1(θ
λ
γ − t

λ
γ ).

Отже, в цьому iнтегралi можна переходи-
ти до границi при θ → 0. Тому

lim
θ→0

t−θ∫

0

dτ

∫

Rn

∂

∂t
G0(t−τ, x−ξ)(f(τ, ξ)−f(τ, x))dξ =

=

t∫

0

dτ

∫

Rn

∂

∂t
G0(t−τ, x−ξ)(f(τ, ξ)−f(τ, x))dξ.

Оскiльки
∫

Rn

G0(t− τ, x− ξ)dξ = 1,

а ∫

Rn

∂

∂t
G0(t− τ, x− ξ)dξ = 0,

то другий доданок дорiвнює нулю для до-
вiльного θ ≥ 0.

Твердження 2. Вiрною є така формула

∂

∂t
I21(t, x) =

t∫

0

dτ×

×
∫

Rn

∞∑

k=1

µ−k ∂

∂t
G0(t + kT − τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

∫

Rn

∞∑

k=1

µ−kG0(kT, x− ξ)f(t, ξ)dξ,

0 < t < t, x ∈ Rn.

Можливiсть почленного диференцiюван-
ня ряду забезпечується оцiнкою похiдних
∂

∂t
G0(t + kT − τ, x − ξ), k ≥ 1, i рiвномiр-

ною збiжнiстю ряду, складеного з похiдних.
Об’єднуючи (27) i твердження 1 – 3 отри-

маємо, що вiрною є рiвнiсть (28).
Треба встановити формулу для дiї ГСI

Dα
Ω на функцiї I2, I3 iз формули (7). При

Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 2–3. 77



цьому слiд розрiзняти випадок α < γ i ви-
падок α = γ. У першому випадку можна за-
стосовувати ГСI Dα

Ω безпосередньо пiд зна-
ком iнтеграла, а в другому випадку треба
створювати спецiальну формулу, яка вима-
гає розумiння ГСI Dα

ω як границi при ε → 0
Dγ

Ω,ε.
Оскiльки Aα

Ω дiє по аргументу x, вiд якого
залежить функцiя G, то спочатку треба ви-
вчити дiю ГСI Dα

Ω на функцiю G. Для цього
треба мати оцiнку ∆l

hG при |h| ≤ (t − µ)1/γ

та при |h| ≥ (t− µ)1/γ.
Враховуючи рiзнi зображення для скiн-

ченних рiзниць та оцiнку (16) отримаємо,
що при малих h (зокрема, при |h| ≤ (t −
µ)1/γ) вiрною є нерiвнiсть

|(∆l
hG)(t, T, x, µ)| ≤ C|h|[α]+1

∞∑

k=0

µ−k−1×

×
l∑

ν=0

t + kT

[(t + kT )1/γ + |x− θννh|]n+γ+[α]+1
,

(29)
а при великих h (зокрема, при |h| ≥ (t −
µ)1/γ) отримаємо, що

|(∆l
hG)(t, T, x, µ)| ≤ C

∞∑

k=0

µ−k−1×

×
l∑

ν=0

t + kT

[(t + kT )1/γ + |x− νh|]n+γ
. (30)

Зауважимо, що оцiнка (29) забезпечує
збiжнiсть ГСI Dα

ΩG при |h| ≤ 1, а (30)
– його збiжнiсть при |h| ≥ 1. Вони iсну-
ють, якщо символ ПДО a(σ) має гладкiсть
N = 2n+2[γ]+1. Тодi гладкiсть G дорiвнює
N − 2n − [γ], γ ≥ 1; при 0 < γ < 1 символ
вважається нескiнченно гладким по просто-
рових змiнних.

Iз цих оцiнок та теореми Фубiнi при α < γ
отримуємо, що ГСI Dα

ΩI2(t, x, µ) є абсолютно
збiжний i його можна застосовувати пiд зна-
ком iнтеграла

(Dα
ΩI2)(t, x, µ) =

=

t∫

0

dτ

∫

Rn

GΩ(t−τ, T, x−ξ, µ)f(τ, ξ)dξ, (31)

де

Dα
ΩG ≡ GΩ = (2π)−n

∫

Rn

Ω̃(σ) exp{i(x, σ)−

−A(σ)t}(µ− exp{−A(σ)T})−1dσ, (32)

(t, x) ∈ Π, µ > 1.

Користуючись (4) можна переконатися,
що формула (31) є вiрною для цiлого непар-
ного α < γ i парної характеристики Ω. За-
уважимо, що коли за символом Aα(σ) буду-
вати символ Ω̃(σ), то Ω̃(σ) = Aα(σ), σ ∈ Rn,
де Aα – символ ПДО порядку однорiдностi
α < γ. Тут ГСI Dα

Ω з характеристикою Ω
є бiльш ширшим оператором i його символ
визначається формулою

Ω̃(x, ξ) =
1

dnl(α)

∫

Rn

|h|−n−α(1− exp{iξh})l×

×Ω
(
x;

h

|h|
)
dh.

Розглянемо тепер ГСI порядку γ з симво-
лом Ω̃(σ). Якщо ПДО побудований за сим-
волом Aγ(σ), то Ω̃(σ) = Aγ(σ). Додатково
треба припускати, що Ω̃(σ) має при σ 6= 0
N ≥ 2n + 2[γ] + 1 неперервних похiдних,
якщо γ ≥ 1, або є нескiнченно диференцi-
йовною функцiєю при 0 < γ < 1, Ω̃(σ) 6= 0
при σ 6= 0 i

|Dæ
σ Ω̃(σ)| ≤ Cn|σ|γ−|æ|.

Окремо розглянемо випадок цiлого γ. Тодi
при непарному γ i парнiй характеристицi Ω̃
не є полiномом по σ. Припустимо, що в роз-
кладi за сферичними гармонiками

[Ω̃(σ)]−1 =
∞∑

ν=0

δ2ν∑
µ=1

C2ν,µY2ν,µ(σ), |σ| = 1,

коефiцiєнти C2ν,µ = 0, якщо γ = 2 + 2ν + 2k,
k = 0, 1, 2, . . . . Якщо Ω̃ є полiномом по σ,
то цей випадок не розглядається, бо вiн охо-
плюється теорiєю параболiчних диференцi-
альних рiвнянь [6, 7].

Зауважимо також, що функцiя
G(t, T, x, µ) визначається рiвнiстю (12)
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через G0(t + kT, x) iз (13). Тодi I2 iз форму-
ли (10) записуємо у виглядi

I2 =
∞∑

k=0

µ−k−1

t∫

0

dτ

∫

Rn

G0(t + kT − τ, x− ξ)×

×f(τ, ξ)dξ

i при застосуваннi Dγ
Ω до I2 регуляризацiї

потребує перший доданок

1

µ

t∫

0

dτ

∫

Rn

G0(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ ≡ I20,

а до всiх решти доданкiв ГСI Dγ
Ω можна за-

стосувати безпосередньо пiд знаком iнтегра-
ла.

Теорема 1. При перерахованих вище умо-
вах на Ω̃(σ) ГСI Dγ

ΩI2 iснує в сенсi умовної
збiжностi [1, формула (6), стор. 911] i

(Dγ
ΩI2) =

1

µ

t∫

0

dτ

∫

Rn

G0Ω(t− τ, x− ξ)×

×(f(τ, ξ)− f(τ, x))dξ+

+
∞∑

k=1

µ−k−1

t∫

0

dτ×

×
∫

Rn

G0Ω(t− τ + kT, x− ξ)f(τ, ξ)dξ, (33)

а ГСI Dγ
ΩI3 iснує в звичайному сенсi i

(Dγ
ΩI3) =

T∫

t

dτ

∫

Rn

GΩ(T + t− τ, T, x− ξ, µ)×

(34)
×f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π, µ > 1.

Доведення. Нехай 0 < θ < 1 i позначи-
мо

Iθ
20 ≡

1

µ

t−θ∫

0

dτ

∫

Rn

G0(t− τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ.

Iз (29) i (30) випливає абсолютна збiжнiсть
ГСI Dγ

ΩIθ
20 i формула

Dγ
ΩIθ

20 =

t−θ∫

0

dτ

∫

Rn

Dγ
ΩG0(t− τ, x− ξ)×

×f(τ, ξ)dξ.

Iз формули (2) з урахування (29), (30) ви-

пливає, що
∫

Rn

Dγ
ΩG0(t, ξ)dξ = 0. Вiрною є та-

кож оцiнка

|Dγ
ΩG0(t−τ, x−ξ)| ≤ C[(t−τ)1/γ+|x−ξ|]−n−γ.

(35)
Тодi

Dγ
ΩIθ

20 =

t−θ∫

0

dτ×

×
∫

Rn

Dγ
ΩG0(t− τ, x− ξ)[f(τ, ξ)− f(τ, x)]dξ.

Iз оцiнки (35) i умови г) випливає збiжнiсть
останнiх iнтегралiв.

Остання формула показує, що рiвномiрно
по x ∈ Rn

Dγ
ΩI20 = lim

θ→0
Iθ
20.

До усiх iнших доданкiв функцiї I2 i до усiх
доданкiв функцiї I3 можна застосувати ГСI
Dγ

Ω безпосередньо пiд знаком iнтеграла, бо
для Dγ

ΩG(t − τ + kT, x − ξ) вiрною є оцiнка
(35), де у правiй частинi замiсть (t − τ)1/γ

слiд писати (t − τ + kT )1/γ, k ≥ 1. Теорема
доведена.

Приклади
1. Двоточкова задача. Нехай t ≥ 0, x ∈

R; T > 0, µ, ν – числа,

ut(t, x) + A1u(t, x) = f(t, x), t > 0, x ∈ R,
(36)

µu(t, x)|t=0 = νu(t, x)|t=T + ϕ(x), (37)

x ∈ R, µ > 0, ν > 0,

де

A1u(t, x) ≡ F−1
σ→x[|σ|Fx→σ[u(t, x)]], (38)

t ≥ 0, σ ∈ R, x ∈ R
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є ПДО з символом |σ|, визначений лише на
спадних функцiях по x, або [8]

A1u(t, x) ≡ 2

π
lim
ε→0
R→∞

∫

ε≤|h|≤R

∆hu(t, x)

|h|2 dh, (39)

t > 0, x ∈ R,

∆hu(t, x) = u(t, x+h)−u(t, x). Якщо u(t, x) ≡
C, то ∆hC = 0 i в (39) A1C = 0 в класичному
сенсi, а в (38) – в сенсi теорiї узагальнених
функцiй.

Формула для розв’язку задачi (36), (37)

u(t, x) =

∞∫

−∞

G(t, T, x− ξ; µ, ν)ϕ(ξ)dξ+

+µ

t∫

0

dτ

∞∫

−∞

G(t− τ, T, x− ξ; µ, ν)f(τ, ξ)dξ+

+ν

T∫

t

dτ

∞∫

−∞

G(T +t−τ, T, x−ξ; µ, ν)f(τ, ξ)dξ,

(40)
де

G(t, T, x; µ, ν) =

∞∫

−∞

exp{−|σ|t + ixσ}
µ− ν exp{−|σ|T}dσ.

Оскiльки

1

µ− ν exp{−|σ|T} =

=
1

µ

∞∑

k=0

(ν

µ

)k

exp{−|σ|kT},

то [8]

G(t, T, x; µ, ν) =
1

µ

∞∑

k=0

(ν

µ

)k

×

×
∞∫

−∞

exp{ixσ − |σ|(t + kT )}dσ =

=
1

µ

1

π

∞∑

k=0

(ν

µ

)k t + kT

(t + kT )2 + x2
, (41)

µ > ν, t ≥ 0, x ∈ R.

При цьому для t ≥ 0, x ∈ R, µ > ν
G(t, T, x; µ, ν) ≥ 0, а також

∞∫

−∞

G(t, T, x; µ, ν)dx =
1

µ

1

π

∞∑

k=0

(ν

µ

)k

×

×
∞∫

−∞

t + kT

(t + kT )2 + x2
dx =

=
1

µ

∞∑

k=0

(ν

µ

)k

=
1

µ

1

1− ν
µ

=
1

µ− ν
. (42)

Нехай ϕ(x) ≡ C1, f(t, x) ≡ C2. Тодi
пiдставивши (41) в (40) i враховуючи (42),
отримаємо вираз для розв’язку задачi (36),
(37)

u(t, x) =
C1

µ− ν
+ µ

C2t

µ− ν
+

C2(T − t)ν

µ− ν
,

t ≥ 0, x ∈ R,

незалежний вiд x, або

u(t, x) =
1

µ− ν

(
C1 +((µ− ν)t+ νT )2

)
, (43)

t ≥ 0, x ∈ R.

Перевiряємо, що функцiя u iз (43) є
розв’язком задачi (36), (37).

Оскiльки
∂u

∂t
= C2, A1u = 0 (u не зале-

жить вiд x), f = C2, то рiвняння, очевидно,
задовольняється в класичному сенсi, якщо
ПДО (38) тлумачиться як ГСI (39).

Перевiряємо виконання нелокальної умо-
ви (37). Оскiльки

µu(t, x)|t=0 =
µ

µ− ν
(C − 1 + C2T · ν)

а

νu(t, x)|t=T + C1 =
ν

µ− ν
[C1 + ((µ− ν)T+

+νT )C2] + C1 =
µ

µ− ν
(C1 + C2νT ),

то лiва частина (37) збiгається з її правою
частиною.
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Висновки. 1. Якщо рiвняння (36) одно-
рiдне, тобто f(t, x) ≡ 0, то при ϕ(x) ≡ C1

розв’язок задачi (36), (37) записується у ви-
глядi

u(t, x) =
C1

µ− ν
, t ≥ 0, x ∈ R, µ > ν > 0,

i є величиною сталою, залежною вiд µ i ν,
µ > ν > 0. При µ = ν ряд (41) розбiгається
як гармонiйний ряд, а при µ < ν ряд (41) є
розбiжним степеневим рядом. Тому задача
(36), (37) розв’язку не має. Знак u залежить
вiд знаку C1.

2. Якщо рiвняння (36) неоднорiдне i
ϕ(x) = C1, f(t, x) = C2, то при µ > ν за-
дача (36), (37) має єдиний розв’язок, який
записується у виглядi (43). При µ ≤ ν зада-
ча (36), (37) розв’язку не має.

3. При µ > ν > 0, t ≥ 0, x ∈ R, C1 ≥ 0,
C2 ≥ 0 розв’язки обох задач (однорiдної i
неоднорiдної) є невiд’ємними.

При µ > ν > 0, C1 = C2 = 0 розв’язок
u(t, x) є тотожним нулем.

При µ > ν > 0, C1 < 0, C2 < 0 маємо, що
u(t, x) < 0.

Якщо µ > ν > 0, C1 i C2 рiзних знакiв
такi, що C1 + νC2T = 0, то u(t, x) = C2t i не
залежить вiд C1.

2. Задачi керування. Задача 1. Зна-
йти таке значення параметра µ0, щоб у мо-
мент часу t0 при заданих C1, C2, νk, tk,
1 ≤ k ≤ m, величина u дорiвнювала u0.

Вiдповiдь.

µ0 =
1

u0 − C2t0

(
C1 + u0

m∑

k=1

νk + C+

+2
m∑

k=1

νk(tk − t0)
)
.

Аналогiчно можуть бути розв’язанi такi за-
дачi.

Задача 2. Знайти таке значення Ci, щоб
у момент часу t0 при заданих µ0, C3, νk, tk
величина u ≡ u0, i = 1, j = 2; i = 2, j = 1,
1 ≤ k ≤ m.

Задача 3. Знайти такий момент часу t0,
щоб при заданих C1, C2, µ0, νk, tk, 1 ≤ k ≤
m, величина u ≡ u0.
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