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Áóêîâèíñüêà äåðæàâíà ôiíàíñîâà àêàäåìiÿ

ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÏÐßÌÎ� I ÎÁÅÐÍÅÍÎ� ÇÀÄÀ× ÄËß ÍÅÎÄÍÎÐIÄÍÈÕ
ÏÑÅÂÄÎÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ

Äîñëiäæó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçíiñòü ïðÿìî¨ òà îáåðíåíî¨ çàäà÷ äëÿ îäíîãî êëàñó íåîäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü ç ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðàìè, ïîáóäîâàíèìè çà íåãëàäêèìè â íóëi íåîäíî-
ðiäíèìè ñèìâîëàìè.

There are investigated the solvability of direct and inverse problems for one class
nonehomogenous equations with pseudodi�erential operators with nonhomogenous non-smooth
in point 0 symbols.

Ñåðåä íîâèõ ðîçäiëiâ òåîði¨ ïñåâäîäè-
ôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ (ÏÄÎ) îñîáëèâî¨
óâàãè çàñëóãîâóþòü ðiâíÿííÿ ç ÏÄÎ, ïîáó-
äîâàíi çà íåãëàäêèìè îäíîðiäíèìè ñèìâî-
ëàìè, ÿê ëiíiéíi, òàê i íåëiíiéíi. ßê çàçíà-
÷åíî â [1], âîíè ìàþòü âàæëèâi çàñòîñóâàí-
íÿ â òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, â ñó÷àñíié
òåîði¨ ôðàêòàëiâ òà ií. Ëiíiéíi ïàðàáîëi÷íi
ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ (ÏÏÄÐ) ç
íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè áóëè âèçíà÷åíi Ñ.Ä.
Åéäåëüìàíîì òà ß.Ì. Äðiíåì òà äîñëiäæå-
ííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü áóëî
ðîçïî÷àòå â [2], ïðîäîâæåíå À.Í. Êî÷óáå-
¹ì (äèâ. [1] òà íàâåäåíó òàì áiáëiîãðàôiþ),
ÿêèé çàïðîïîíóâàâ òðàêòóâàòè ÏÄÎ ÿê ãi-
ïåðñèíãóëÿðíi iíòåãðàëè, Â.Â. Ãîðîäåöüêèì,
Â.À.Ëiòîâ÷åíêîì, Ì.Â. Ôåäîðþêîì, À.Þ.
Äóáiíñüêèì òà ií. Áóëè îòðèìàíi âàæëè-
âi ðåçóëüòàòè âiäíîñíî êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíî-
ñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü ó ði-
çíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ, âëàñòèâî-
ñòåé ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ, çîêðåìà, iíòåãðàëüíèõ çî-
áðàæåíü, ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ïðè íåîáìå-
æåíîìó çðîñòàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨, ¨õ íåâiä'-
¹ìíîñòi òà ñòàáiëiçàöi¨ çà Ëÿïóíîâèì. Áàãà-
òîòî÷êîâi çàäà÷i äëÿ åâîëþöiéíèõ ÏÄÐ âè-
â÷àëèñÿ Â.Â. Ãîðîäåöüêèì òà ß.Ì. Äðiíåì
[3�5]. Äëÿ êâàçiëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâ-
íÿííÿ ç ÏÄÎ äîñëiäæåíà ãëîáàëüíà ðîçâ'ÿ-
çíiñòü çàäà÷i Êîøi [6]. Â òîé æå ÷àñ ñëiä âiä-
ìiòèòè, ùî îáåðíåíi çàäà÷i äëÿ òàêèõ ðiâ-
íÿíü íå âèâ÷àëèñÿ. Ïåðøîþ ðîáîòîþ ¹ [7],
äå çàñòîñîâó¹òüñÿ ìåòîä íåïîâíîãî âiääiëå-
ííÿ çìiííèõ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, ùî

ìiñòÿòü ÏÄÎ, ïîáóäîâàíi çà ñòàëèì íåãëàä-
êèì â íóëi ñèìâîëîì, òà çìiííèì êîåôiöi¹í-
òîì áiëÿ øóêàíî¨ ôóíêöi¨.

Çàäà÷i ïðî âèçíà÷åííÿ çìiííîãî êîåôiöi-
¹íòà â ïðàâié ÷àñòèíi äëÿ ðiâíÿíü, ùî ìi-
ñòÿòü ÷àñîâó òà ïðîñòîðîâi çìiííi, çà âiäî-
ìèìè çíà÷åííÿìè ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ ó ôiêñîâà-
íèõ òî÷êàõ ïðîñòîðó òà ó âñi ìîìåíòè ÷àñó
ïðèéíÿòî íàçèâàòè îáåðíåíèìè. Äëÿ ëiíié-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, íàïðèêëàä,
îáåðíåíà çàäà÷à ìîæå ïîëÿãàòè â òîìó, ùîá
âèçíà÷èòè ÷àñòèíó àáî íàâiòü âñi êîåôiöi¹í-
òè òàêîãî ðiâíÿííÿ. Îáåðíåíi çàäà÷i íàçè-
âàþòü n-âèìðíèìè, ÿêùî âñi øóêàíi ôóí-
êöi¨ çàëåæàòü âiä n çìiííèõ. Êîæíå ðiâíÿí-
íÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, äëÿ ÿêîãî ôîðìó-
ëþ¹òüñÿ îáåðíåíà çàäà÷à, ¹ ìàòåìàòè÷íîþ
ìîäåëëþ ðåàëüíîãî ôiçè÷íîãî ÿâèùà. Òîìó
äëÿ ïðèêëàäíèõ íàóê ¹ ïðèðîäíîþ òàêà ïî-
ñòàíîâêà îáåðíåíî¨ çàäà÷i: ç âiäîìîãî êëàñó
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ùî ìiñòÿòü íåâiäîìi
ïàðàìåòðè, âèäiëèòè òó ìîäåëü, ùî âiäïî-
âiäà¹ çàäàíié iíôîðìàöi¨ ïðî ðåàëüíå ÿâèùå.
Ùîá âiäíîâèòè ïàðàìåòðè òðåáà ìàòè äîäà-
òêîâó iíôîðìàöiþ ïðî äîñëiäæóâàíå ÿâèùå
(ïðîöåñ). Öþ äîäàòêîâó iíôîðìàöiþ íàçè-
âàþòü óìîâîþ ïåðåâèçíà÷åííÿ. Îáåðíåíi çà-
äà÷i ìàþòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ â åêîëîãi¨,
áiîëîãi¨, ìåäèöèíi, êîñìi÷íèõ äîñëiäæåííÿõ,
ïðè âèçíà÷åííi ñòðóêòóðè çåìíî¨ ïîâåðõíi çà
ñåéñìi÷íèìè äàíèìè, ìåòàëóðãi¨, åêîíîìiöi,
îñêiëüêè äîçâîëÿþòü øëÿõîì ìàòåìàòè÷íî-
ãî ìîäåëþâàííÿ âèçíà÷àòè ôiçè÷íi âëàñòè-
âîñòi ðiçíèõ ìàòåðiàëiâ áåç ïðîâåäåííÿ åêñ-
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ïåðèìåíòiâ, à îñîáëèâî òîäi, êîëè ïðîâåäå-
ííÿ òàêèõ åêñïåðèìåíòiâ ¹ ñêëàäíèìè àáî
ïðîñòî íåìîæëèâèìè.

Ó [8] íàâîäèòüñÿ iñòîðiÿ âèâ÷åííÿ îáåðíå-
íèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ïî-
÷èíàþ÷è âiä ïåðøî¨ îáåðíåíî¨ çàäà÷i � êiíå-
ìàòè÷íî¨ çàäà÷i ñåéñìiêè, ÿêà â îäíîâèìið-
íîìó âèïàäêó âïåðøå áóëà ðîçâ'ÿçàíà Ãåð-
ãëîòöåì.

Ïiäñóìîâóþ÷îþ ïðàöåþ Ëüâiâñüêî¨ øêî-
ëè ç òåîði¨ îáåðíåíèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi-
÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ¹ ìîíîãðà-
ôiÿ [9] êåðiâíèêà öi¹¨ øêîëè Ì.I. Iâàí÷îâà,
ùî áàçó¹òüñÿ íà ðåçóëüòàòàõ àâòîðà òà ñóò-
ò¹âî ðîçøèðþ¹ òà çàâåðøó¹ ðåçóëüòàòè éîãî
ó÷íiâ.

Áiáëiîãðàôi÷íi ñïèñêè ìîíîãðàôié [8, 9]
ìiñòÿòü iìåíà áàãàòüîõ âiäîìèõ â÷åíèõ, â òî-
ìó ÷èñëi Þ.Ì. Áåðåçàíñüêîãî òà Ë.Ï. Íè-
æíèêà ç Êè¹âà, À.I.Ïðèëåïêà ç Ìîñêâè òà
¨õ ó÷íiâ (äèâ. òàêîæ [10-20]).

Îäíèì ç åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ ïîáóäîâè
àíàëiòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïðÿìèõ çàäà÷ äëÿ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôi-
öi¹íòàìè ¹ ìåòîä ãiáðèäíèõ iíòåãðàëüíèõ ïå-
ðåòâîðåíü, çàñíîâàíèé â [21], òà ðîçâèíåíèé
â ðîáîòàõ Ì.Ï. Ëåíþêà òà éîãî ó÷íiâ. Â äà-
íié ðîáîòi âïåðøå äîñëiäæó¹òüñÿ ïðÿìà òà
îáåðíåíà çàäà÷i äëÿ îäíîãî êëàñó ÏÄÐ çi
çìiííèì êîåôiöi¹íòîì ïðè øóêàíié ôóíêöi¨
ç âèêîðèñòàííÿì ãiáðèäíèõ iíòåãðàëüíèõ ïå-
ðåòâîðåíü Ôóð'¹ � êëàñè÷íîãî çà ïðîñòîðî-
âîþ çìiííîþ òà óçàãàëüíåíîãî çà íàïiâïðî-
ñòîðîâîþ çìiííîþ.

1. Ïîñòàíîâêà ïðÿìî¨ çàäà÷i. Îñíîâ-
íèé ðåçóëüòàò. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

1) z ∈ R, Ra ≡ {z; z ≥ a}, R0 ≡ R+; ñêðiçü
y ∈ R0, t ∈ R0;

2) x ≡ (x1, . . . , xn) ∈ Rn, σ ≡
(σ1, . . . , σn) ∈ Rn; Π+ ≡ Rn × R+, Π ≡
Π+ × R+, Π0 ≡ R0 × R0; ñêðiçü (x, y, t) ∈ Π,
(x, y) ∈ Π+, (y, t) ∈ Π0, (x, t) ∈ Π+;

3) ÷èñëà 1 ≤ γ1 < γ2 < · · · < γp < γ0, µ >
0, ck > 0, k ≡ (k1, . . . , kn), ki ∈ N, 1 ≤ i ≤ n,
|k| = k1 + · · · + kn, aγζ

: Rn → R, aγζ
(µσ) =

µγaγζ
(σ), |Dkaγζ

(σ)| ≤ ck|σ|γζ−|k|, |k| ≥ 2n +
2[γ0] + 1, [γ0] � öiëà ÷àñòèíà γ0; aγζ

� ñèìâîë
ÏÄÎ Aγζ

, ùî äi¹ çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ

x ∈ Rn;
4) V : Π → R íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâ-

íà çà t, äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà òà
iíòåãðîâíà çà x, y; Vt, Vy, Vyy � ÷àñòèííi ïî-
õiäíi,

AγV (x, y, t) = F−1
σ→x[aγ(σ)Fx→σ[V (x, y, t)]],

(x, y, t) ∈ Π,

äå

aγ(σ) =

p∑

ζ=0

aγζ
(σ),

Fx→σ òà F−1
σ→x âiäïîâiäíå ïðÿìå òà îáåðíå-

íå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, ÿêå ¹ ïñåâäîäèôå-
ðåíöiàëüíîþ îïåðàöi¹þ (ÏÄÎ), ùî ðîçóìi¹-
òüñÿ ÿê ãiïåðñèíãóëÿðíà iíòåãðàëüíà îïåðà-
öÿ (ÃÑIÎ) [1]. Ïîçíà÷èìî òàêîæ

AV (x, y, t) ≡ Vt(x, y, t)+AγV (x, y, t)−f(x, t),

(x, y, t) ∈ Π,

äå ôóíêöiÿ f : Π+ → R íåïåðåðâíà òà îáìå-
æåíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, ïðè÷îìó

|f(x, t)− f(y, t)| ≤ C|x− y|λ,
C íå çàëåæèòü âiä x, y, t. Íå çìåíøóþ÷è çà-
ãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî [1] max

1≤ζ≤p
γζ <

γ0 − λ; ôóíêöiÿ q: R+ → R � âiäîìà íåïå-
ðåðâíà òà îáìåæåíà,

BV (x, y, t) ≡ Vyy(x, y, t)− q(y)V (x, y, t),

(x, y, t) ∈ Π.

1.1. Ïîñòàíîâêà ïðÿìî¨ çàäà÷i. Íåîá-
õiäíî âèçíà÷èòè ðîçâ'ÿçîê V : Π → R ðiâíÿ-
ííÿ

AV (x, y, t) = BV (x, y, t), (x, y, t) ∈ Π, (1)

ùî çàäîâîëüíÿ¹ òàêi ïî÷àòêîâi òà ãðàíè÷íi
óìîâè

V (x, y, t)|t=0 = V0(x) lim
n→∞

V0n(y),

Vy(x, y, t)|y=0 = 0,

(x, y) ∈ Rn × R+, n ∈ N,
(x, t) ∈ Rn × R+,

}
(2)

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2010. Âèïóñê 528. Ìàòåìàòèêà. 37



äå V0: Rn → R � íåïåðåðâíà òà îáìåæåíà
ôóíêöiÿ, V0n: R+ → R � äåÿêà δ-ïîäiáíà ïî-
ñëiäîâíiñòü ïðè n → ∞, à ãðàíèöÿ ðîçóìi-
¹òüñÿ â ñåíñi òåîði¨ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié;
iñíó¹ ñòàëà a > 0 òàêà, ùî ∀y ∈ R+:

q(y) ≥ a. (3)

1.2. Ôîðìóëà äëÿ ðîçâ'ÿçêó ïðÿìî¨
çàäà÷i. Çàäà÷à (1), (2) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çà äî-
ïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ çà x ∈ Rn òà
óçàãàëüíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ çà y ∈
R+. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ïðÿìî¨ çàäà÷i
(1), (2) ¹ äîâåäåííÿ ôîðìóëè äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿç-
êó:

V (x, y, t) =

∫

Rn

Gγ(x− ξ, t)V0(ξ)dξ×

×
∞∫

0

e−λtϕ(y, λ)dσ(λ)+

+

t∫

0

dτ

∫

Rn

Gγ(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξ, (4)

äå âèðàç äëÿ Gγ çàëåæèòü âiä γ i aγ: Rn → R.
Çîêðåìà

1) ïðè γ = 1, aγ ≡ |σ|, σ ∈ Rn òà â [22]
äîâåäåíî, ùî

G1(x, t) =
Γ((n + 1)/2)

π
n+1

2 (t2 + |x|2)n+1
2

, (x, t) ∈ Π+;

2) ïðè γ = 2, aγ ≡ |σ|2, σ ∈ Rn îòðèìó¹-
ìî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ òå-
ïëîïðîâiäíîñòi

G2(x, t) = (2
√

πt)−n exp
{
−|x|

2

4t

}
, (x, t) ∈ Π+;

3) ïðè γ ≥ 1, aγ ç ï. 1.1, ôóíêöiÿ Gγ:
Rn × R+ → R âèâ÷àëàñÿ â [1, 2, 23]

Gγ(x, t) = (2π)−n

∫

Rn

exp{i(x, σ)−aγ(σ)t}dσ, (x, t) ∈ Π+.

Ïðè 1 ≤ γ ≤ 2 ôóíêöiÿ Gγ(x, t) ≥ 0,
(x, t) ∈ Rn × R+ [24]. Ôóíêöiÿ ϕ(y, λ) ¹
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

−ϕ′′yy + q(y)ϕ = λϕ, ϕ(0, λ) = 1,

ϕ′y(0, λ) = 0, (5)

σ(λ) � ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó [25].
Îöiíêè ôóíêöi¨ Gγ òà ¨¨ ïîõiäíèõ

|Dχ
xGγ(x, t)| ≤ Cχ

p∑

ζ=0

t(t1/γζ + |x|)−n−γζ−|χ|,

|χ| ≤ N − 2n− [γ0],

|DtGγ(x, t)| ≤ C

p∑

ζ=0

(t1/γζ + |x|)−n−γζ ,

N ≥ 2n + 2[γ0] + 1,

íàâåäåíi â [1, 2, 23], äîçâîëÿþòü äîâåñòè, ùî
ôóíêöiÿ (4) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2), (3).

Çàóâàæåííÿ. ßêùî V0(x) = lim
n→∞

V0n(x),
äå V0n � δ-ïîäiáíà ïîñëiäîâíiñòü ïðè n →∞,
à ãðàíèöÿ ðîçóìi¹òüñÿ â ñåíñi òåîði¨ óçàãàëü-
íåíèõ ôóíêöié, òî
∫

Rn

Gγ(x− ξ, t)V0(ξ)dξ ≡ Gγ(x, t) ∗ V0(x)−→
n→∞

−→
n→∞

δ(x) ∗Gγ(x, t) = Gγ(x, t), (x, t) ∈ Π+.

Òîäi ôîðìóëà (4) íàáóäå âèãëÿäó

V (x, y, t) = Gγ(x, t)

∞∫

0

exp{−λt}ϕ(y, λ)dσ(λ)+

+

t∫

0

dτ

∫

Rn

Gγ(x−ξ, t−τ)f(ξ, τ)dξ, (x, y, t) ∈ Π.

1.3. Óçàãàëüíåíå ïåðåòâîðåííÿ
Ôóð'¹. Ïðÿìå óçàãàëüíåíå ïåðåòâîðåííÿ
Ôóð'¹ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

Φ(λ) =

∞∫

0

ψ(y)ϕ(y, λ)dy, λ ≥ a,

à óçàãàëüíåíå îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹
� ôîðìóëîþ

ψ(y) =

∞∫

0

Φ(λ)ϕ(y, λ)dσ(λ), y ≥ 0, λ ≥ a.

Òóò ϕ(y, λ) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5).
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×åðåç B1 ïîçíà÷èìî îïåðàòîð, ïîðîäæå-
íèé âèðàçîì − d2

dy2
+ q(y) òà óìîâàìè ç

(5). ßêùî q(y) > 0, òî B1 áóäå íåâiä'¹ì-
íèì ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì (îïåðàòî-
ðîì Øòóðìà-Ëióâiëëÿ) [25]. ßêùî q(y) ≥
a > 0, òî òî÷êè ñïåêòðà λ çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó λ ≥ a, äå a = min

y≥0
q(y).

2. Ìåòîä ãiáðèäíîãî iíòåãðàëüíîãî
ïåðåòâîðåííÿ. Äî ðiâíÿííÿ (1) çàñòîñó¹-
ìî óçàãàëüíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ çà çìií-
íîþ y ∈ R1

+ òà åêñïîíåíöiàëüíå ïåðåòâîðåí-
íÿ Ôóð'¹ çà çìiííèìè x ∈ Rn, ïîçíà÷èâøè

W (σ, λ, t) ≡ (2π)−
n
2

∫

Rn+1
+

ei(x,σ)×

×ϕ(y, λ)V (x, y, t)dx, dy,

äå σ ∈ Rn, λ ≥ a, t ≥ 0. Òîäi îòðèìà¹ìî
ðiâíÿííÿ

Wt(σ, λ, t) + aγ(σ)W (σ, λ, t)− f̃(σ, t) =

= (2π)−
n
2

∫

Rn+1
+

ei(x,σ)ϕ(y, λ)×

×[Vyy(x, y, t)q(y)V (x, y, t)]dxdy, (6)

äå f̃(σ, t) � ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨
f(x, t). Âèäiëèìî â ïðàâié ÷àñòèíi (6) iíòå-
ãðàë

I(x, λ, t) ≡
∞∫

0

ϕ(y, λ)Vyy(x, y, t)dy,

x ∈ Rn, λ ≥ a, t ≥ 0

òà äâi÷i ïðîiíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè. Òîäi, âðà-
õîâóþ÷è ãðàíè÷íi óìîâè (2), îòðèìà¹ìî, ùî

I(x, λ, t) =

∞∫

0

V (x, y, t)ϕ′′yy()(y, λ)dy,

x ∈ Rn, λ ≥ a > 0, t ≥ 0. (7)

Ïiäñòàâèìî (7) â (6) òà âðàõó¹ìî, ùî

−ϕ′′yy(y, λ) + q(y)ϕ(y, λ) = λϕ(y, λ),

y ∈ R1
+, λ ≥ a > 0.

Îòæå, ðiâíÿííÿ (6) íàáóäå âèãëÿäó

Wt(σ, λ, t) + (aγ(σ) + λ)W (σ, λ, t) = f̃(σ, t),

σ ∈ Rn, λ ≥ a > 0, t > 0. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
(1), (2) â îáðàçàõ Ôóð'¹

W (σ, λ, t) = W0(σ) lim
n→∞

W0n(λ)e−(aγ(σ)+λ)t+

+

t∫

0

exp{−aγ(σ)(t− τ)}f̃(σ, τ)dτ =

= W0(σ)e−(aγ(σ)+λ)t +

t∫

0

exp{−aγ(σ)(t− τ)}×

×f̃(σ, τ)dτ, (8)

îñêiëüêè lim
n→∞

W0n(λ) = 1. ßêùî äî (8) çà-
ñòîñóâàòè îáåðíåíi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, òî
îòðèìà¹ìî, ùî

V (x, y, t) =

∫

Rn

Gγ(x− ξ, t)V0(ξ)dξ×

×
∞∫

0

e−λtϕ(y, λ)dσ(λ)+

+

t∫

0

dτ

∫

Rn

Gγ(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξ,

x ∈ Rn, y ∈ R1
+, t ≥ 0, äå Gγ(x, t) âèçíà÷åíà

â ï. 1.2.
Òåîðåìà 1. Ðîçâ'ÿçîê ïðÿìî¨ çàäà÷i (1)

� (3) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4):

V (x, y, t) ≡ X(x, t)Y (y, t)+

+

t∫

0

dτ

∫

Rn

Gγ(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξ,

äå

X(x, t) ≡
∫

Rn

Gγ(x− ξ, t)V0(ξ)dξ, (x, t) ∈ Π+

(9)
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¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

Xt(x, t) + AγX(x, t) = 0, (x, t) ∈ Π+,
X(x, t)|t=0 = V0(x), x ∈ Rn,
lim
|x|→∞

X(x, t) = 0, t ∈ R+,
(10)

V0: Rn → R � íåïåðåðâíà òà îáìåæåíà ôóí-
êöiÿ, Gγ âèçíà÷åíà â ï. 1.2, à

Y (y, t) ≡
∞∫

0

e−λtϕ(y, λ)dσ(λ), (y, t) ∈ Π0,

(11)
¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

∂yY (y, t) = ∂2
yyY (y, t)− q(y)Y (y, t), (y, t) ∈ 0,

Y (y, t)|t=0 = lim
n→∞

Y0n(y), y ∈ R+,

Yy(y, t)|y=0 = 0, t ∈ R+,
(12)

Y0n � äåëüòà-ïîäiáíà ïîñëiäîâíiñòü ïðè n →
∞, à ãðàíèöÿ ðîçóìi¹òüñÿ â ñåíñi òåîði¨
óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Ôóíêöiÿ ϕ ¹ ðîçâ'ÿç-
êîì çàäà÷i (5) òà ôóíêöiÿ q: R0 → R çâ'ÿ-
çàíi âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íîþ âiäïîâiäíiñòþ çi
ñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó σ(λ) [25].

ßêùî ôóíêöiÿ ϕ: Rn → R íåâiä'¹ìíà,
1 ≤ γ ≤ 2, X(x, t) → 0 ïðè |x| → ∞, t > 0,
òî X(x, t) ≥ 0, x ∈ Rn, 0 < t ≤ T , à çàäà÷à
(10) ìîæå ìàòè íå áiëüøå çà îäèí ðîçâ'ÿ-
çîê âèãëÿäó (9) [1].

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (12) çà íóëüîâèìè
óìîâàìè ¹ òîòîæíiì íóëåì. Ðîçâ'ÿçîê çà-
äà÷i (12) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ äîäà-
òíîþ ôóíêöi¹þ q(y) [25].

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðêà òîãî, ùî ôóíêöiÿ
(9) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (10) çäiéñíåíà â [1].

Ïåðåâiðèìî, ùî ôóíêöiÿ y ç (11) çàäî-
âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (12). Ñïðàâäi,

Y ′
t (y, t) = −

∞∫

0

λe−λtϕ(y, λ)dσ(λ),

t > 0, y > 0, (13)

Y ′′
yy(y, t) =

∞∫

0

e−λtϕ′′yy(y, λ)dσ(λ),

t > 0, y > 0. (14)

Çäiéñíåííÿ îïåðàöi¨ äèôåðåíöiþâàííÿ îá-
 ðóíòîâó¹òüñÿ âëàñòèâîñòÿìè ïiäiíòåãðàëü-
íèõ ôóíêöié iíòåãðàëiâ (11), (13), (14). Ïiä-
ñòàâèâøè (11), (13), (14) â ðiâíÿííÿ (10),
îòðèìà¹ìî, ùî

∞∫

0

e−λt{−ϕ′′yy + q(y)ϕ(y)− λϕ}dσ(λ) ≡ 0,

(y, t) ∈ Π0,

îñêiëüêè −ϕ′′yy +q(y)ϕ(y) = λϕ. Ïîòðiáíà òî-
òîæíiñòü äîâåäåíà.

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ (10). Îñêiëü-
êè ϕ′y(y, λ)|y=0 = 0, λ ≥ a, òî

Y ′
y(y, t)|y=0 =

∞∫

0

e−λtϕ′y(y, λ)dσ(λ)
∣∣∣
y=0

= 0,

t ∈ R+.

Â ðîáîòi [25] ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ ðîç-
ïîäiëó σ(λ) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê âàãà, íåîáõiäíà
äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà ôóíêöié ϕ(x, λ) òà
ϕ(y, λ) áóëà �îðòîíîðìîâàíîþ ñèñòåìîþ� ó
ñåíñi âèêîíàííÿ ðiâíîñòi

∞∫

−∞

ϕ(y, λ)ϕ(x, λ)dσ(λ) = δ(y − x),

çàïèñàíî¨ ïîêè ôîðìàëüíî (δ � äåëüòà-
ôóíêöiÿ Äiðàêà).

Òåïåð ôîðìàëüíî ëåãêî äîâåñòè, ùî
Y0(y) = Y (y, t)|t=0 äiéñíî ¹ δ-ïîäiáíîþ ïî-
ñëiäîâíiñòþ. Ç ôîðìóëè (11) îòðèìó¹ìî, ùî

Y (y, t)|t=0 =

∞∫

0

e−λ0ϕ(y, λ)dσ(λ) =

=

∞∫

0

ϕ(y, λ)ϕ(0, λ)dσ(λ) = δ(y − 0).

Òåîðåìà 1 äîâåäåíà.

3. Îáåðíåíà çàäà÷à
Íåõàé V (x, y, t) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2).

Çàôiêñó¹ìî òî÷êó x = x0, y = 0 â Π+ òà
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ïðèïóñòèìî, ùî âiäîìå çíà÷åííÿ V ïðè âñiõ
t > 0 i x = x0, y = 0:

V (x, y, t)|x=x0,y=0 ≡ ψ(x0, t), t ∈ R+,

äå ψ � âiäîìà ôóíêöiÿ.
Íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ôóíêöiþ q: R+ →

R, íåïåðåðâíó òà îáìåæåíó.
Ðîçâ'ÿçîê îáåðíåíî¨ çàäà÷i âèïëèâà¹ ç

[25]. Äiéñíî, ïiäñòàâèâøè x = x0 òà y = 0
â (4) é âðàõîâóþ÷è, ùî ϕ(0, λ) = 1, îòðèìà-
¹ìî ðiâíÿííÿ

ψ(x0, t) =

∫

Rn

Gγ(x0 − ξ, t)V0(ξ)dξ×

×
∞∫

0

e−λtdσ(λ), t ∈ R+,

äå ψ(x0, t) � âiäîìà ôóíêöiÿ, à σ(λ), λ ≥ a, �
íåâiäîìà. Ç [25] âiäîìî, ùî σ(λ), λ ≥ a, çâ'ÿ-
çàíà âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íîþ âiäïîâiäíiñòþ ç
íåïåðåðâíîþ òà îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ q, òîá-
òî çà âiäîìîþ ôóíêöi¹þ σ(λ), λ ≥ a, îäíî-
çíà÷íî çíàõîäèòüñÿ ôóíêöiÿ q. Ó ñâîþ ÷åðãó
ôóíêöiÿ σ(λ), λ ≥ a, îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹-
òüñÿ ôóíêöi¹þ ψ(x0, t), t ∈ R+.

Îòæå, âiðíîþ ¹ òàêà òåîðåìà.
Òåîðåìà 2. Â êëàñi îáìåæåíèõ òà íåïå-

ðåðâíèõ ôóíêöié íåâiäîìà ôóíêöiÿ q: R+ →
R, ðiâíÿííÿ (1) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ
âiäîìîþ ôóíêöi¹þ ψ(x0, t), t ∈ R+.

Çàóâàæèìî, ùî ðåçóëüòàòè äàíî¨ ïðàöi
çàëèøàþòüñÿ âiðíèìè, ÿêùî ñèìâîë aγ ≡
aγ(σ, t) çàëåæèòü âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨ t ∈
(0, T ].
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