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ÑÒÅÏÅÍÅÂI ÐßÄÈ ÊËÀÑÓ ÆÅÂÐÅ ÒÀ ÄÅßÊI IÍÒÅÃÐÀËÜÍI ÒÀ
ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍI ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÓ

Êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè âiäíîñíî îïåðàòîðà çâè÷àéíîãî iíòåãðóâàííÿ ðîçãëÿíóòî ç òî÷êè
çîðó ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ êëàñó Æåâðå. Äëÿ äåÿêèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî
ïîðÿäêó çà äîïîìîãîþ ôîðìàëüíîãî iíòåãðàëó Êîøi-Ëîðàíà îòðèìàíî iíòåãðàëüíå çîáðàæå-
ííÿ òèïó Äiêñîíà.

The classical results, concerned with the integration operator, are considered from the Gevrey
formal power series point of view. Using the notion of the Cauchy-Laurent integral, the integral
representation of the Dickson type is obtained for some di�erential operators of in�nite order.

Äèôåðåíöiàëüíi òà iíòåãðàëüíi îïåðàòî-
ðè íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âèâ÷àëèñÿ ç ði-
çíèõ òî÷îê çîðó â ïðàöÿõ Ã. Âàëiðîíà, Ã.
Ìóããëi, Ð. Ñiêêåìè, Þ.À. Êiðþòåíêî, Þ.Ô.
Êîðîáåéíiêà, Î.Ô. Ëåîíòü¹âà, Í.I. Íàãíèái-
äè, Â.Â. Ãîðîäåöüêîãî, Ñ.Ñ. Ëií÷óêà òà ií-
øèõ ìàòåìàòèêiâ (çà áiáëiîãðàôi¹þ òà iñòî-
ðè÷íèì îãëÿäîì ÷èòà÷ ìîæå çâåðíóòèñÿ äî
ìîíîãðàôié [1]-[3]).

Â öié ñòàòòi äîñëiäæó¹òüñÿ çâ'ÿçîê ìiæ
òàêèìè îïåðàòîðàìè òà ñòåïåíåâèìè ðÿäà-
ìè êëàñó Æåâðå, ùî iíòåíñèâíî âèâ÷àþòüñÿ
îñòàííiì ÷àñîì (äèâ., íàïðèêëàä, [4],[5]). Çà-
çíà÷èìî, ùî âïåðøå iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè
íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó ðîçãëÿäàëèñÿ â ÿâ-
íié ôîðìi â çâ'ÿçêó çi ñòåïåíåâèìè ðÿäà-
ìè ç íóëüîâèì ðàäióñîì çáiæíîñòi â ðîáîòi
Ñ.Ãðàáiíåðà [6]. Â [7] òàêi ñòåïåíåâi ðÿäè áó-
ëî âèêîðèñòàíî äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äåÿêèõ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó áàíàõîâîìó ïðî-
ñòîði.

Â ïåðøié ÷àñòèíi äàííî¨ ðîáîòè îêðå-
ìi êëàñè÷íi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî çâè÷àéíîãî
îïåðàòîðà iíòåãðóâàííÿ ([2, ãëàâà 6]) äåùî
ïåðåôîðìóëüîâàíi òà äîïîâíåíi ç óðàõóâàí-
íÿì ïîíÿòòÿ ñòåïåíåâîãî ðÿäó êëàñó Æåâðå
(äèâ. òåîðåìó 1 òà íàñëiäêè 1, 3). Çàçíà÷èìî,
ùî êîíñòðóêöiÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 â çíà-
÷íié ìiði ñïèðà¹òüñÿ íà ðîáîòó Ñ.Ñ. Ëií÷óêà
[8].

Äðóãà ÷àñòèíà ðîáîòè ïðèñâÿ÷åíà iíòå-
ãðàëüíîìó çîáðàæåííþ òèïó Äiêñîíà [9] äå-
ÿêèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íåñêií-

÷åííîãî ïîðÿäêó. Àëå, íà âiäìiíó âiä âè-
ïàäêó, ùî ðîçãëÿäàâñÿ Äiêñîíîì, ìè ìà¹ìî
ñïðàâó ç ñèòóàöi¹þ, êîëè ïiä çíàêîì iíòåãðà-
ëó ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ñòåïåíåâèé ðÿä ç íóëüîâèì
ðàäióñîì çáiæíîñòi (òåîðåìè 2 i 3).

Íàâåäåìî ñïî÷àòêó äîïîìiæíi îçíà÷åííÿ.
Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé ϕ(z) =

∞∑
n=0

anzn -
ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä i M > 0. Áóäå-
ìî êàçàòè, ùî ϕ íàëåæèòü äî êëàñó Æåâ-
ðå ïîðÿäêó 1 òà éîãî òèï íå ïåðåâèùó¹ M ,
ÿêùî äëÿ êîæíîãî M1 > M iñíó¹ C1 > 0,
ùî íåðiâíiñòü |an| ≤ C1M

n
1 n! âèêîíó¹òüñÿ

äëÿ âñiõ n ≥ 0. Äëÿ ñêîðî÷åííÿ ìè áóäåìî
âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ ϕ ∈ C[[z]]1,M .
ßêùî ïîðÿäîê ϕ íå ïåðåâèùó¹ M äëÿ êî-
æíîãî M > 0, òîäi âií ìà¹ íóëüîâèé òèï
i, âiäïîâiäíî, ϕ ∈ C[[z]]1,0.

Ïðîñòið C[[z]]1,M ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè
ÿê ïðîåêòèâíó ãðàíèöþ áàíàõîâèõ ïðîñòî-
ðiâ

EM1 = {ϕ ∈ C[[z]] :
∞∑

n=0

|an|
n!Mn

1

< +∞}, M1 > M.

Êðiì òîãî, C[[z]]1,M ¹ ìóëüòèíîðìîâàíîþ àë-
ãåáðîþ âiäíîñíî ñèñòåìè íîðì ||ϕ||M1 =
+∞∑
n=0

|an|
n!Mn

!
, M1 > M (äèâ. [4, ΣA.2.1.] òà [10,

ãëàâà 5]).
Îçíà÷åííÿ 2. Äëÿ ñòåïåíåâîãî ðÿäó

ϕ(z) =
∞∑

n=1

anz
n ∈ C[[z]] áóäåìî íàçèâà-
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òè ñòåïåíåâèé ðÿä (Bϕ)(z) =
∞∑

n=0

an+1

n!
zn

éîãî ïåðåòâîðåííÿì Áîðåëÿ. Ïåðåòâîðåííÿ
Ëàïëàñà L âñòàíîâëþ¹ âiäïîâiäíiñòü ìiæ
ñòåïåíåâèìè ðÿäîìè

∞∑
n=0

bnz
n òà

∞∑
n=1

bn−1n!
sn .

Íåõàé AR - ïðîñòið óñiõ ôóíêöié, ãîëî-
ìîðôíèõ ó êðóçi DR = {z ∈ C : |z| < R},
0 < R ≤ +∞, à J : AR → AR ïîçíà÷à¹ îïå-
ðàòîð çâè÷àéíîãî iíòåãðóâàííÿ (J f)(z) =
z∫
0

f(ζ)dζ.

Òåîðåìà 1. ×èñëîâèé ðÿä
∞∑

n=1

an(J nf)(z)

çáiãà¹òüñÿ íà êîæíié ôóíêöi¨ f ∈ AR ó êî-
æíié òî÷öi êîëà DR òîäi i òiëüêè òîäi, êî-
ëè ϕ(z) =

∞∑
n=1

anz
n ∈ C[[z]]1, 1

R
. Â öüîìó âè-

ïàäêó ôóíêöiÿ (ϕ(J )f) (z) ¹ ãîëîìîðôíîþ â
DR i ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíà ðiâíiñòü:
∞∑

n=1

an(J nf)(z) =

z∫

0

(Bϕ)(z−ζ)f(ζ)dζ, z ∈ DR.

(1)
Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Ïðèéìàþ÷è

äî óâàãè òîòîæíiñòü J n1 = 1
n!

zn, îòðèìó¹ìî
çáiæíiñòü ðÿäó

∞∑
n=1

an

n!
zn äëÿ êîæíîãî |z| < R.

Çâiäñè

∀z ∈ DR ∃C > 0 :
|an|
n!

≤ C

|z|n , n ≥ 0.

Ðîçãëÿíåìî R1 < R òà ïîêëàäåìî â îñòàííié
íåðiâíîñòi z = R1:

∃C1 > 0 :
|an|
n!

≤ C1

Rn
1

.

Òàêèì ÷èíîì, ϕ ∈ C[[z]]1, 1
R
.

Äîñòàòíiñòü. ßêùî ϕ ìà¹ òèï ìåíøèé
àáî ðiâíèé 1

R
, òî äëÿ êîæíîãî R1 < R òà âiä-

ïîâiäíîãî C1 > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
|an| ≤ C1

n!
Rn

1
. Ðîçãëÿíåìî ãîëîìîðôíó â DR

ôóíêöiþ f òà R2 < R1. Äîñòàòíüî ïåðåâi-
ðèòè ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü

∞∑
n=1

an(J nf)(z) ó
êðóçi DR2 . Äîáðå âiäîìî, ùî

(J nf)(z) =
1

(n− 1)!

z∫

0

(z − ζ)n−1f(ζ)dζ,

n ≥ 1, f ∈ AR2 . Îòæå,

|(J nf)(z)| ≤ R2

(n− 1)!
max
|ζ|≤R2

|(z − ζ)n−1f(ζ)| ≤

≤ Rn
2

(n− 1)!
||f ||R2 .

Âiäïîâiäíî,

|
∞∑

n=1

an(J nf)(z)| ≤
∞∑

n=1

|an| Rn
2

(n− 1)!
||f ||R2 ≤

≤ C̃
∞∑

n=1

n
Rn

2

Rn
1
. Îñòàííié ÷èñëîâèé ðÿä ¹, î÷å-

âèäíî, çáiæíèì çà óìîâè R2 < R1. Çàçíà÷è-
ìî, ÿêùî ϕ ∈ C[[z]]1, 1

R
, òî B(ϕ) ∈ AR. Òîìó

ïðàâà ÷àñòèíà âèðàçó (1) ¹ êîðåêòíî îçíà÷å-
íîþ i

z∫

0

(Bϕ)(z − ζ)f(ζ)dζ =

=

z∫

0

∞∑
n=1

an

(n− 1)!
(z − ζ)n−1f(ζ)dζ.

Îñêiëüêè ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (1) ðiâ-
íîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà êîæíîìó êîìïàêòi â
DR, ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ òà ïiäñóìîâóâàí-
íÿ ìîæå áóòè çìiíåíî:

z∫

0

(Bϕ)(z − ζ)f(ζ)dζ =

=
∞∑

n=1

an

(n− 1)!

z∫

0

(z − ζ)n−1f(ζ)dζ =

=
∞∑

n=1

an(J nf)(z), |z| < R.

Äîâåäåííÿ çàâåðøåíî.
Íåõàé L(AR) - àëãåáðà íåïåðåðâíèõ ëiíié-

íèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîði AR. Íà L(AR) ìè
áóäåìî ðîçãëÿäàòè òîïîëîãiþ îáìåæåíî¨ çái-
æíîñòi (äèâ., [11, ãëàâà 3, Σ3]).

Íàñëiäîê 1. Âiäîáðàæåííÿ ϕ 7→ ϕ(J ) ¹
íåïåðåðâíèì ií'¹êòèâíèì ãîìîìîðôiçìîì ç
àëãåáðè C[[z]]1, 1

R
â àëãåáðó L(AR).
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Ïðèêëàä 1. Íåõàé R = 1 i
ϕ(z) =

∞∑
n=1

n!zn. Âiäïîâiäíî äî òåîðå-

ìè 1,
∞∑

n=1

n!(J nf)(z) çáiãà¹òüñÿ íà êîæíié
ôóíêöi¨, ùî ¹ ãîëîìîðôíîþ â îäèíè÷íîìó
êðóçi . Ïiäðàõó¹ìî Bϕ äëÿ öüîãî âèïàäêó:

(Bϕ)(ζ) =
∞∑

n=1

n!

(n− 1)!
ζn−1 =

∞∑
n=1

nζn−1 =

=

( ∞∑
n=0

ζn

)′

=

(
1

1− ζ

)′
=

1

(1− ζ)2
.

Ïiäáèâàþ÷è ïiäñóìêè, ìà¹ìî
∞∑

n=1

n!(J nf)(z) =

z∫

0

f(ζ)

(1− (z − ζ))2
dζ, |z| < 1.

Ïðèêëàä 2. ßêùî R = +∞ òà ϕ(z) =
∞∑

n=2

n!
lnn n

zn, òîäi ϕ ìà¹ íóëüîâèé òèï Æåâðå

i òîìó
∞∑

n=2

n!
lnn n

(J nf)(z) çáiãà¹òüñÿ íà óñiõ
f ∈ A∞ â áóäü-ÿêié òî÷öi z ∈ C.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ ïåðåôîðìóëüî-
âàííÿì ÷àñòêîâîãî âèïàäêó êëàñè÷íîãî ðå-
çóëüòàòó Í.I. Íàãíèáiäè [2, òåîðåìa 6.1.2.].

Íàñëiäîê 2. Íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé îïå-
ðàòîð T : AR → AR ¹ ïåðåñòàâíèì ç îïå-
ðàòîðîì J òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹
òàêèé ðÿä ϕ ∈ C[[z]]1, 1

R
, ùî (Tf)(z) =

(ϕ(J )f)(z) =
∞∑

n=0

an(J nf)(z), f ∈ AR, z ∈
DR.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Áàíàõà ïðî
îáåðíåíèé îïåðàòîð, îòðèìó¹ìî òàêå òâåð-
äæåííÿ.

Íàñëiäîê 3. Âiäîáðàæåííÿ ϕ 7→ ϕ(J )
çäiéñíþ¹ òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì àëãåáðè
C[[z]]1, 1

R
íà êîìóòàíò îïåðàòîðà J â àëãå-

áði L(AR).
Ðîçãëÿíåìî òåïåð äåÿêi âèïàäêè iíòå-

ãðàëüíîãî çîáðàæåííÿ òèïó Äiêñîíà [9] äëÿ
äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà íåñêií÷åííî-
ãî ïîðÿäêó. Äëÿ öüîãî íàì ïîòðiáíî ââå-
ñòè îçíà÷åííÿ ôîðìàëüíîãî iíòåãðàëó Êîøi-
Ëîðàía.

Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé V - äîâiëüíèé êîì-
ïëåêñíèé âåêòîðíèé ïðîñòið, à V [[ζ, 1

ζ
]] - öå

ïðîñòið óñiõ ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ Ëîðàíà ç êî-
åôiöi¹íòàìè ç V . Äëÿ g(ζ) =

+∞∑
n=−∞

bnζ
n ∈

V [[ζ, 1
ζ
]] ïîêëàäåìî

∮
g(ζ)dζ

def
= 2πib−1. (2)

Áóäåìî íàçèâàòè öå ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ
ç V [[ζ, 1

ζ
]] íà V iíòåãðàëîì Êîøi-Ëîðàíà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé ϕ(z) =
∞∑

n=0

anzn - öiëà
ôóíêöiÿ åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó σ > 0,
à ôóíêöiÿ g(z) ¹ äîâiëüíîþ öiëîþ. Òîäi
ðÿä

∞∑
n=0

ang
(n)(z) çáiãà¹òüñÿ â C, éîãî ñóìà

w(z) =
∞∑

n=0

ang
(n)(z) òàêîæ ¹ öiëîþ i

w(z) =
1

2πi

∮
ezsϕ(s)(Lg)(s)ds,

äå ìè ðîçóìi¹ìî îñòàííié iíòåãðàë ó ñåíñi
(2).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R > R1 > σ1 > σ.
ßêùî g(z) =

∞∑
n=0

cnzn, òîäi iñíó¹ M > 0 òàêå,

ùî |cn| ≤ M
Rn , i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|g(n)(z)| ≤
∞∑

m=n

|cm| m!

(m− n)!
|z|m−n ≤

≤ M

∞∑
m=n

m!|z|m−n

(m− n)!Rm
.

Îñêiëüêè ϕ ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíèé òèï σ, òî
çíàéäåòüñÿ C > 0, ùî |an| ≤ Cσn

1

n!
. Îòæå,

∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

ang(n)(z)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=0

CMσn
1

n!

∞∑
m=n

m!|z|m−n

(m− n)!Rm
≤

≤ K

∞∑
m=0

(
1 +

σ1

R

)m ∣∣∣ z

R

∣∣∣
n

.

Ìà¹ìî, ùî ðÿä
∞∑

n=0

ang
(n)(z) ¹ ðiâíîìiðíî çái-

æíèì â êðóçi |z| ≤ R1

2
. Âèõîäèòü, éîãî ñóìà

¹ öiëîþ ôóíêöi¹þ.
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Ïîêàæåìî òåïåð ñïðàâåäëèâiñòü iíòå-
ãðàëüíîãî çîáðàæåííÿ äëÿ w(z). Çàçíà÷èìî,
ùî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà Lg ìîæå ìàòè íó-
ëüîâèé ðàäióñ çáiæíîñòi. Äàëi ïåðåâiðèìî,
ùî âèðàç (ezsϕ(s))(Lg)(s) íàëåæèòü äî ïðî-
ñòîðó C[[z]][[s, 1

s
]], òîáòî ¹ ñòåíåâèì ðÿäîì

Ëîðàíà âiäíîñíî s ç êîåôiöi¹íòàìè, ùî ¹ ñòå-
ïåíåâèìè ðÿäàìè âiä z, à òîìó iíòåãðàë (2)
ìà¹ ñåíñ â öüîìó âèïàäêó. Ìà¹ìî

ezsϕ(s) =
∞∑

n=0

(
n∑

k=0

an−kz
k

k!

)
sn ∈ C[z][[s]].

Ïîçíà÷èâøè ezsϕ(s) =
∞∑

n=0

dn(z)sn, îòðèìó¹-
ìî

(ezsϕ(s))(Lg) (s) =

=
∞∑

n=0

( ∞∑

k=0

dk(z)cn+k(n + k)!

)
1

sn+1
+

+
∞∑

n=0

( ∞∑

k=0

dn+k+1(z)ckk!

)
sn.

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî êîæåí êîåôiöi¹íò
ïðè sn, n ∈ Z ¹ öiëîþ ôóíêöi¹þ. Äëÿ ñòåïåíi
1
s
öåé êîåôiöiåíò äîðiâíþ¹

∞∑

k=0

( ∞∑
n=0

ancn+k(n + k)!

)
zk

k!
=

=
∞∑

n=0

an

∞∑

k=n

ck
k!zk−n

(k − n)!
=

∞∑
n=0

ang(n)(z) = w(z),

i îñêiëüêè w(z) ¹ öiëîþ, ïîðÿäîê ïiäñóìîâó-
âàííÿ ìîæå áóòè çìiíåíèé. Òàêèì ÷èíîì,

1

2πi

∮
ezsϕ(s)(Lg)(s)ds = w(z).

Çàóâàæèìî, ùî áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ
ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìíîæåííÿ ezs íà
ϕ(s) òà (Lg)(s) ¹ àñîöiàòèâíèì. Òåîðåìó äî-
âåäåíî.

Â àíàëîãi÷íèé ñïîñiá ìîæå áóòè äîâåäåíà
ñëiäóþ÷à òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Íåõàé öiëà ôóíêöiÿ ϕ(z) =
∞∑

n=0

anz
n ìà¹ íóëüîâèé åêñïîíåíöiàëüíèé

òèï, à ôóíêöiÿ g(z) ¹ ãîëîìîðôíóþ â êðóçi

DR. Òîäi ðÿä
∞∑

n=0

ang(n)(z) çáiãà¹òüñÿ â DR,

éîãî ñóìà w(z) =
∞∑

n=0

ang(n)(z) òàêîæ ¹ ãî-
ëîìîðôíîþ i

w(z) =
1

2πi

∮
ezsϕ(s)(Lg) (s) ds.
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