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ÑÈÍÒÅÇ ÊÎÍÒÓÐÀ ÑÀÌÎÍÀÑÒÐÎÞÂÀËÜÍÎ� ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÎ�
ÄÈÍÀÌI×ÍÎ� ÑÈÑÒÅÌÈ Ç ÅÒÀËÎÍÍÎÞ ÌÎÄÅËËÞ

Äîñëiäæåíà ñòiéêiñòü ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì àâòîìàòè÷íîãî ðåãóëþâàííÿ ç ñàìîíàñòðîþ-
âàííÿì áåç ïiñëÿäi¨ òà ç åòàëîííîþ ìîäåëëþ. Ïðîâåäåíî ñèíòåç êîíòóðà ñàìîíàñòðîþâàííÿ
çà äîïîìîãîþ äðóãîãî ìåòîäó Ëÿïóíîâà. Íàâåäåíî äâà àëãîðèòìè ïîáóäîâè äàíîãî êîíòóðà.

The stability of stochastic autocontrol self-adjusting systems without aftere�ect and with
etalon model is investigated. A self-adjusting circuit was constructed with the help of the second
Liapunov's method. Two algorithms for constructing of this circuit are stated.

�1. Âñòóï
Â òåîði¨ àâòîìàòè÷íîãî ðåãóëþâàííÿ âà-

æëèâå ìiñöå çàéìà¹ çàäà÷à ÿêiñíîãî êåðó-
âàííÿ îá'¹êòàìè ç âèïàäêîâèìè äiàïàçîíà-
ìè çáóðåíü äèíàìè÷íèõ âëàñòèâîñòåé iç çíà-
÷íèìè ïåðåøêîäàìè, ç íåïîâíîþ iíôîðìàöi-
¹þ ïðî óìîâè ðîáîòè ñèñòåìè òîùî.

Îäíèì ç ïiäõîäiâ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨
çàäà÷i ÿâëÿ¹òüñÿ âèêîðèñòàííÿ àäàïòèâíèõ
ìåòîäiâ êåðóâàííÿ òàêèìè îá'¹êòàìè.

Ïiä àäàïòàöi¹þ ðîçóìiòèìåìî [1] ïðîöåñ
çìiíè ïàðàìåòðiâ, ñòðóêòóðè àáî êåðóâàííÿ
ÿê äåòåðìiíîâàíî¨ äèíàìi÷íî¨, òàê i ñòîõà-
ñòè÷íî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè íà îñíîâi iíôîð-
ìàöi¨, ÿêà íàêîïè÷ó¹òüñÿ ïiä ÷àñ êåðóâàííÿ.
Öå çäiéñíþ¹òüñÿ ç ìåòîþ îïòèìiçàöi¨ äåÿêèõ
ïîêàçíèêiâ ôóíêöiîíóâàííÿ äèíàìi÷íî¨ ñè-
ñòåìè çà çìiíîþ çîâíiøíiõ âèïàäêîâèõ óìîâ
àáî ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè.

Ñåðåä àäàïòèâíèõ ñèñòåì îñîáëèâå ìi-
ñöå çàéìàþòü òàê çâàíi ñàìîíàñòðîþâàëü-
íi ñèñòåìè [2], â ÿêèõ íà îñíîâi iíôîðìà-
öi¨ ïðî ïàðàìåòðè çîâíiøíiõ ÿê äåòåðìiíîâà-
íèõ, òàê i âèïàäêîâèõ çáóðåíü, äèíàìi÷íèõ
õàðàêòåðèñòèê îá'¹êòà àáî ñèñòåìè, êîòðà
âèçíà÷à¹òüñÿ â ðåàëüíîìó ÷àñi ðîáîòè, çäié-
ñíþ¹òüñÿ àêòèâíà çìiíà ïàðàìåòðiâ ðåãóëÿ-
òîðà.

Â äàíié ðîáîòi áóäåìî âèâ÷àòè âèïàäêî-
âi ñòîõàñòè÷íi ñàìîíàñòðîþâàëüíi ñèñòåìè ç
åòàëîííîþ ìîäåëëþ (ÂÑÍÑÅ). Òàê, ÂÑÍÑÅ
ç âðàõóâàííÿì âèïàäêîâèõ çáóðåíü ìîæå áó-

òè îïèñàíà ñòðóêòóðíîþ ñõåìîþ (äèâ. Ðèñ.
1).

Êîíôèãóðàöiþ, çîáðàæåíó íà Ðèñ.1, íà-
çèâàþòü ÂÑÍÑÅ ç ïàðàëåëüíèì âêëþ÷åí-
íÿì âèïàäêîâî¨ åòàëîííî¨ ìîäåëi [3 � 14, 18
� 22], äå f(t, ω), x(t, ω), y(t, ω), ε(t, ω) � âè-
ïàäêîâi ïðîöåñè [28]. Áóäåìî ââàæàòè, ùî
ðåàëüíèé îá'¹êò îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ ñòîõà-
ñòè÷íèõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
[23 � 26].

Ìåòîþ ÂÑÍÑÅ áóäåìî ââàæàòè çíàõî-
äæåííÿ òàêîãî êîíòóðà ñàìîíàñòðîþâàííÿ,
ÿêèé çàáåçïå÷ó¹ áëèçüêiñòü âèçíà÷åíîãî ïî-
êàçíèêà ÿêîñòi ðîáîòè ðåàëüíîãî îá'¹êòà äî
âiäïîâiäíîãî ïîêàçíèêà åòàëîííî¨ ìîäåëi.

Â íàøîìó âèïàäêó áóäåìî âèìàãàòè, ùîá
ÂÑÍÑÅ áóëà ñòiéêîþ çà ôàçîâîþ íåóçãî-
äæåíiñòþ ε(t, ω) [21].

Iíøèìè ñëîâàìè, çíàéäåìî óìîâè, ïðè
ÿêèõ âèõiäíèé ñèãíàë (âèïàäêîâèé ïðîöåñ)
îá'¹êòà x(t, ω) ∈ R1, ùî âèâ÷à¹òüñÿ, ïðÿìó¹
äî âèõiäíîãî ñèãíàëó y(t, ω) ∈ R1 â ñåðåäíüî-
ìó êâàäðàòè÷íîìó (l.i.m.) ïðè t → +∞, òîá-
òî lim

t→∞
M{x2(t, ω)− y2(t, ω)} = 0.

�2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
Íà éìîâiðíiñíîìó áàçèñi (Ω,F ,F,P), äå

F ≡ {F t, t ≥ 0} � ïîòiê σ-àëãåáð, âiä-
íîñíî ÿêîãî âèçíà÷åíèé ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê
x(t) ≡ x(t, ω) ∈ R1 ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåí-
öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (ÑÄÐ) n-ãî ïîðÿäêó ç ií-
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ÂÑÍÑÅ

òåãðàëîì Âiíåðà-Iòî [28, 32]:

dnx(t)

dtn
+

n∑
i=1

[ai+∆ai+δai(t)]
dn−ix(t)

dtn−i
= f(t, ω)

(1)
ç íåâèïàäêîâèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

x(t0) = x0,
dx(t0)

dt
= x10, . . . ,

dn−1x(t0)

dtn−1
= xn−1,0. (2)

Òóò âèïàäêîâèé ïðîöåñ

f(t, ω) ≡
n∑

i=1

bi
dn−ix(t)

dtn−i

dwi(t, ω)

dt
∈ R1, (3)

äå bi � âiäîìi êîåôiöi¹íòè äèôóçi¨ âiíåðî-
âèõ ïîïàðíî íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöå-
ñiâ {wi(t, ω); i = 1, n} ⊂ R1 (bi, i = 1, n) �
âèçíà÷àþòüñÿ ìåòîäàìè ñòàòèñòè÷íîãî ìî-
äåëþâàííÿ âiäíîñíî çàçäàëåãiäü ïðîâåäåíié
âèáiðöi [33]), dwi(t,ω)

dt
, � ò.ç. "áiëi øóìè"[30],

{∆ai, i = 1, n} ⊂ R1 � ñòàëi, ïîêè ùî íå
âèçíà÷åíi, äiéñíi ÷èñëà, âàðiàöi¨ {δai(t), i =

1, n} ⊂ R1 ïðîäóêóþòüñÿ êîíòóðîì ñàìîíà-
ñòðîþâàííÿ.

Åòàëîííà ìîäåëü îïèñó¹òüñÿ ÑÄÐ n-ãî
ïîðÿäêó

dy(t)

dtn
+

n∑
i=1

ai
dn−iy(t)

dtn−i
= f(t, ω). (4)

Òóò {y(t) ≡ y(t, ω)} ⊂ R1 � âèõiä ìîäåëi,
ÿêèé ñëiä ðîçãëÿäàòè ÿê ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ÑÄÐ (4) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè òèïó (2)

y(t0) = y0,
dy(t0)

dt
= y10, . . . ,

dn−1y(t0)

dtn−1
= yn−1,0; (5)

f(t, ω) ∈ R1 � êåðóþ÷à âèïàäêîâà äiÿ, âè-
çíà÷åíà âõiäíèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì (3).

Ìåòîþ ÂÑÍÑÅ ¹ ïîáóäîâà òàêîãî êîíòó-
ðà ñàìîíàñòðîþâàííÿ, òîáòî âèçíà÷åííÿ òà-
êîãî àëãîðèòìó çìiíè {δai(t)}, ïðè ÿêîìó
lim

t→∞s
M{x2(t)− y2(t)} = 0.

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ðåàëüíîãî îá'¹êòà
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ÑÄÐ (1) i åòàëîííî¨ ìîäåëi � ÑÄÐ (4) â ìà-
òðè÷íîìó âèãëÿäi:
d~x(t, ω)

dt
= A~x(t, ω)+ [∆A+ δA(t, ~x, ~y(t, ω))]×

×~x(t, ω) + B
d~w(t, ω)

dt
(6)

çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

~x(t0) = ~x0 ≡ (x0, x10, ..., xn−1,0)
T , (7)

à åòàëîííî¨ ìîäåëi âiäïîâiäíî
d~y(t, ω)

dt
= A~y(t, ω) + B

d~w(t, ω)

dt
, (8)

çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

~y(t0, ω) = ~y0 ≡ (y0, y10, ..., yn−1,0)
T . (9)

Òóò ~x(t) ≡ ~x(t, ω), ~y ≡ ~y(t, ω) ⊂ Rn � âå-
êòîðè ôàçîâèõ êîîðäèíàò ñòîõàñòè÷íî¨ ñè-
ñòåìè i åòàëîííî¨ ñòîõàñòè÷íî¨ ìîäåëi; A �
äiéñíà ãóðâiöåâà ñòàëà ìàòðèöÿ ç êîåôiöi¹í-
òàìè äèôóçi¨ íåçàëåæíèõ âiíåðîâèõ ïðîöå-
ñiâ:

A ≡




0 −1 0 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 0 −1
−a1 −a2 −a3 ... −an−1 −an


 ;

B ≡




0 0 0 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 0 0
b1 b2 b3 ... bn−1 bn


 ; (10)

d~w(t, ω)

dt
≡

(
dw1(t, ω)

dt
,
dw2(t, ω)

dt
,
dw3(t, ω)

dt
, . . . ,

dwn−1(t, ω)

dt
,
dwn(t, ω)

dt

)T

. (10∗)

Âèïàäêîâèé âåêòîð êåðîâíèõ âïëèâiâ ìà¹
âèãëÿä ~f(t, ω) ≡ B d~w(t,ω)

dt
;

~x(t) ≡
(

x(t), x1(t) ≡ dx(t)

dt
, . . . ,

xn−1(t) ≡ dn−1x(t)

dtn−1

)T

;

∆A � äiéñíà ñòàëà ìàòðèöÿ ç ïîêè ùî íåâi-
äîìèìè êîåôiöi¹íòàìè, çàëåæíèìè âiä îá'-
¹êòà êåðóâàííÿ; δA(t, ~x, ~y) � ìàòðèöÿ ïà-
ðàìåòðiâ, ÿêi çìiíþþòüñÿ êîíòóðîì ñàìîíà-
ñòðîþâàííÿ [21]:

∆A ≡




0 ... 0
... ... ...
0 ... 0

−∆a1 ... −∆an


 ;

δA(t, ~x, ~y) ≡

≡




0 ... 0
... ... ...
0 ... 0

−δa1(t, ~x, ~y) ... −δan(t, ~x, ~y)


 . (11)

Âèêëþ÷àþ÷è ç ÑÄÐ (6) ñòîõàñòè÷íå äè-
ôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (8), äëÿ âåêòîðà ïî-
êîîðäèíàòíî¨ íåóçãîäæåíîñòi

~ε(t) ≡ ~x(t)− ~y(t)

îäåðæèìî ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâ-
íÿííÿ

d~ε(t)

dt
= A~ε(t) + [∆A + δA(t, ~x, ~y)]~x(t), (12)

çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

~ε(t0) = ~ε0. (13)

Çàïèøåìî ÑÄÐ (12) â çðó÷íié ñòàíäàð-
òíié ôîðìi

d~ε

dt
= A~ε(t) + D(t)~α(t, ~x, ~y), (14)

çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (13), äå ìàòðèöÿ D(t)
ìà¹ ïðåäñòàâëåííÿ

D(t) ≡




0 ... 0
0 ... 0
... ... ...
x1 ... xn


 ; (15)

~α(t, ~x, ~y) � âåêòîð ïàðàìåòðè÷íî¨ íåóçãî-
äæåíîñòi

~α(t, ~x, ~y) ≡ (∆a1 + δa1(t, ~x, ~y), . . . ,

∆an + δan(t, ~x, ~y))T . (16)
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Â ïîäàëüøîìó ñëiä ââàæàòè ñèñòåìó
ÑÄÐ (8), ÿê åòàëîííó ìîäåëü, àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêîþ â ñåðåäíüîì êâàäðàòè÷íîìó [15 � 26,
29, 34].

Îçíà÷åííÿ 2. Òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çà-
äà÷i (8), (9) íàçâåìî àñèìïòîòè÷íî ñòié-
êèì â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó (l.i.m.),
ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ δ > 0
òàêå, ùî ç |~y0| < δ âèïëèâà¹ |~y| < ε è
lim
t→∞

M{|~y(t, t0, y0)|2} = 0.
Òåîðåìà 1. Ðîçâ'ÿçîê ~y(t, t0, ~y0) ≡ 0 çà-

äà÷i Êîøi (8), (9) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé â
l.i.m. òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ
óìîâè:

1) ìàòðèöÿ A � ãóðâiöåâà (åêñïîíåíöi-
àëüíî ñòiéêà);

2) iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê H ≡ HT > 0n×n ìà-
òðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ñèëüâåñòðà

AT H + HA + BT HB = −G, (17)

äå ìàòðèöÿ G ≡ GT > 0n×n � äîâiëüíà ñòà-
ëà (íàïðèêëàä, G ≡ E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ,
à ìàòðèöÿ B ìà¹ âèãëÿä (10)).

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 6 ñòàòòi
[34]. Âèáèðà¹ìî ñòîõàñòè÷íó ôóíêöiþ Ëÿïó-
íîâà ó âèãëÿäi êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè

v(~x) = ~xT H~x, (18)

äå íåâiäîìà ïîêè ùî ñèìåòðè÷íà äîäàòíî
âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ H ≥ 0n×n âèçíà÷à¹òüñÿ
íèæ÷å. Òîäi âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 6
[34] äëÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè (18).

Óìîâà (41) çi ñòàòòi [34] íà êâàäðàòè÷íó
ôîðìó v(x) (18), çãiäíî ç âiäîìèìè îöiíêàìè
äëÿ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì [35], íàáóäå âèãëÿ-
äó

k1|~x(t)|2 ≤ v(~x(t)) ≡ ~xT (t)H~x(t) ≤ k2|~x(t)|2,
∀ t ≥ t0, (19)

äå k1 ≡ λmin(H) � ìiíiìàëüíå äîäàòíå âëà-
ñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi H, à k2 ≡ λmax(H) �
ìàêñèìàëüíå äîäàòíå âëàñíå çíà÷åííÿ H.

Îïåðàòîð Lv (ñì.(17), (44) [34]) íà
ðîçâ'ÿçêàõ ÑÄÐ (8) íàáóäå âèãëÿäó

Lv(~x(t)) = (∇v(~x(t)), A~x(t))+
1

2
sp (∇2v(x(t))×

×B~x(t)(B~x(t))T ) = ~x(t)AT H~x(t) + ~xT (t)×
×HA~x(t) + ~xT (t)BT HB~x(t) =

= ~xT [AT H + HA + BT HB]~x(t).

Çàóâàæèìî, ùî

Lv(~x(t)) < 0 (20)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè áóäå âiä'¹ìíî âèçíà-
÷åíîþ ìàòðèöÿ

AT H + HA + BT HB < 0n×n.

Öå ìîæëèâî ëèøå òîäi, êîëè H > 0n×n

¹ ðîçâ'ÿçêîì ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ñèëüâå-
ñòðà (17), ÿêå çàâæäè ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
ïðè G ≡ E > 0n×n [35, 36].

�3. Ñèíòåç êîíòóðà ñàìîíàñòðîþâà-
ííÿ äðóãèì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà

Ñèíòåç êîíòóðà â äåòåðìiíîâàíîìó âè-
ïàäêó çäiéñíåíî â ðiçíèé ÷àñ ðiçíèìè ñïîñî-
áàìè [6�11]. Îñîáëèâå ìiñöå çàéìà¹ ïðî-
âåäåííÿ ñèíòåçà äðóãèì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà
äëÿ äåòåðìiíîâàíîãî âèïàäêó â ðîáîòàõ [2�
5, 12�14].

Âèêëàäåìî iäåþ àëãîðèòìà ñèíòåçó ÂÑÍ-
ÑÅ ç âèêîðèñòàííÿì ñòîõàñòè÷íî¨ ôóíêöi¨
Ëÿïóíîâà [19, 21, 23 � 26, 29, 37], ÿêà ïî-
ëÿãà¹ â íàñòóïíîìó.

1. Âèáèðà¹ìî äåÿêó êâàäðàòè÷íó ôóí-
êöiþ Ëÿïóíîâà

v(t, ~ε, ~α) = ~εT H~ε + ~αT ~α (21)

äëÿ ëiíiéíî¨ ÂÑÍÑÅ (6) i åòàëîííî¨ ìîäåëi
(8).

2. Ðiâíÿííÿ êîíòóðà ñàìîíàñòðîþâàííÿ

d~α(t)

dt
= ~θ(t, ~ε, ~x, ~y)

âèáèðà¹ìî òàêèì, ùîá iíôiíiòåçèìàëüíèé
îïåðàòîð Lv(·) êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè v(t, ~ε, ~α)
âèãëÿäó (21) áóâ âiä'¹ìíî âèçíà÷åíèì çãiäíî
ç òåîðåìîþ 1, òîáòî

Lv(t, ~ε, ~α) < 0.

Ïðè öüîìó ìåòîä ñèíòåçà êîíòóðà ñàìî-
íàñòðîþâàííÿ âîëîäi¹ òi¹þ ïåðåâàãîþ, ùî
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â òàêié ñèòóàöi¨ àâòîìàòè÷î çàáåçïå÷ó¹òüñÿ
ñòiéêiñòü ñèíòåçîâàíî¨ ÂÑÍÑÅ.

Çàóâàæåííÿ 1. Ñëiä âiäìiòèòè, ùî ñòðó-
êòóðà êîíòóðà çàëåæèòü âiä âèãëÿäó âèáðà-
íî¨ ñòîõàñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà v, à ïðè
íåâäàëîìó âèáîði ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà îäåð-
æàíèé êîíòóð âîëîäi¹ òiëüêè âëàñòèâiñòþ
ñòiéêîñòi çà ïàðàìåòðè÷íîþ i ôàçîâîþ ïî-
ìèëêàìè ~α è ~ε, àëå ïðè öüîìó íå âîëîäi¹ ií-
øèìè âàæëèâèìè âëàñòèâîñòÿìè îäåðæàíî-
ãî êîíòóðà [21]. Â äåòåðìiíîâàíîìó âèïàäêó
íà öå áóëî çâåðíóòî óâàãó â ðîáîòi [8 � 10].

Îäåðæèìî àëãîðèòì ñèíòåçà êîíòóðà ñà-
ìîíàñòðîþâàííÿ äëÿ (6) i ìîäåëi (8):

1. Çàäàìî äåÿêó âiä'¹ìíî âèçíà÷åíó êâà-
äðàòè÷íó ôîðìó v1(~ε) = ~εT~ε = |~ε|2.

2. Çíàéäåìî äîäàòíî âèçíà÷åíó ìàòðèöþ
H > 0n×n, ÿê ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íîãî ðiâíÿí-
íÿ

AT H + HA + BT HB = −CE, (22)

äå C > 0n×n.
Âiäîìî [35, 36], ùî ìàòðè÷íèé ðîçâ'ÿçîê

H > 0n×n iñíó¹ ïðè çàäàíîìó C > 0n×n.
3. Äàëi ââåäåìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó

v2(t, ~ε, ~α) = ~εT H~ε + ~αT · ~α (23)

i îá÷èñëèìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âiä
ïîâíî¨ ïîõiäíî¨ (ñëàáêèé iíôiíiòåçèìàëüíèé
îïåðàòîð) â ñèëó ñèñòåìè (14)

Lv2(t, ~ε, ~α) = −C|~ε|2 + ~αT DT H~ε + ~εT HD~α+

+

(
d~α

dt

)T

~α + ~αT d~α

dt
. (24)

4. Äëÿ ñèíòåçà êîíòóðà íàñòðîþâàííÿ áó-
äåìî ââàæàòè âèêîíàííÿ äëÿ âåêòîðà ïàðà-
ìåòðè÷íî¨ íåóçãîäæåíîñòi ðiâíÿííÿ

d~α(t)

dt
= −DT (t)H~ε(t), (25)

êîòðå äà¹ àëãîðèòì àäàïòàöi¨.
Òîäi ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âiä ïîâíî¨

ïîõiäíî¨ (ñëàáêèé iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðà-
òîð (24)) áóäå âiä'¹ìíî âèçíà÷åíèì

Lv2(t, ~ε, ~α) = −C|~ε|2, (26)

îñêiëüêè ïðè âèáîði (25)

~αT DH~ε + ~εT HD~α +

(
d~α

dt

)T

~α + ~αT d~α

dt
= 0.

Çàóâàæåííÿ 2. Áiëüø âñåîõîïëþþ÷èì,
â ïîðiâíÿííi ç (25), áóäå íàñòóïíèé àëãî-
ðèòì àäàïòàöi¨ [21]

d~α(t)

dt
= −DT (t)H(t, ~x, ~y)~ε(t), (27)

~αT (t0) = ~αT
0 ≡ (∆a1, ∆a2, ..., ∆an). (28)

Îäåðæàíèé àëãîðèòì (27) îõîïëþ¹ áiëü-
øiñòü äåòåðìiíîâàíèõ âiäîìèõ àëãîðèòìiâ,
ïðè÷îìó éîãî ñëiä ââàæàòè åôåêòèâíèì i
äëÿ ÂÑÍÑÅ.

Çàóâàæåííÿ 3. ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî
ìåòîäàìè ñòàòèñòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ [33]
ìîæíà âèìiðÿòè âåêòîðè ~x(t), ~y(t), ~ε(t), òî
àëãîðèòì (27) (à, âiäïîâiäíî, i (25)) ìîæíà
ðåàëiçóâàòè íà êîìï'þòåði. Ïðè öüîìó iç
ñïîñîáó ñèíòåçà âèïëèâà¹, çãiäíî ç òåîðåìîþ
6 [33], ùî ÂÑÍÑÅ (14) i (27) áóäå ñòiéêîþ â
l.i.m. çà ~ε(t) i ~α(t), àëå íå àñèìïòîòè÷íî ñòié-
êîþ â l.i.m. â öiëîìó çà ôàçîâîþ ïîìèëêîþ
~ε(t). Öå íå âèïëèâà¹ ç ìåòîäó ñèíòåçà i öå
ïîâèííî áóòè äîâåäåíî îêðåìî.

�4. Åêñïîíåíöiàëüíà p-ñòiéêiñòü â öi-
ëîìó ó ÂÑÍÑÅ

Äîâåäåìî, ùî ó ÂÑÍÑÅ (14), (27) ïðè
äåÿêèõ îáìåæåííÿõ íà ìàòðèöþ H(t, ~x, ~y)
îäåðæèìî åêñïîíåíöiàëüíó p-ñòiéêiñòü â öi-
ëîìó.

Îçíà÷åííÿ 3. Òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çà-
äà÷i (14), (13); (27), (28) åêñïîíåíöiàëüíî
p-ñòiéêèé (äëÿ p > 0), ÿêùî iñíóþòü êîí-
ñòàíòè Bp > 0 è λp > 0, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹-
òüñÿ íåðiâíiñòü

M{|~ε(t, t0, y0)|p} ≤ Bpe
−λpt|ε0|p. (29)

Ñëiä âèêîðèñòàòè òåîðåìó 5 ([25], C.230�
233).

Ëåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè iñíó-
âàííÿ ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi (14),
(27) (çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (13), (28)).
Òîäi òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ~ε(t, t0, y0) = 0
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äëÿ ∀ p > 0 åêñïîíåíöiàëüíî p-ñòiéêèé â öi-
ëîìó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ ôóíêöiÿ
Ëÿïóíîâà v òàêà, ùî äëÿ äåÿêèõ k1 > 0,
k2 > 0 i k3 > 0 i ∀ ~y0 ∈ Rn âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

k1|~ε0|p ≤ v(t, ~ε, ~α) ≤ k2|~ε0|p; (30)

Lv(t, ~ε, ~α) ≤ −k3|~ε0|p. (31)

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåíî â [25], c.230�233.
Îäåðæèìî äåÿêi óìîâè íà ìàòðèöþ H ≡

H(t, ~x, ~y) ÑÄÐ (14), (27).
Òåîðåìà 2. ßêùî äëÿ ìàòðèöi H âèêî-

íóþòüñÿ óìîâè

k1|~ε0|p ≤ H(t, ~x, ~y) ≤ k2|~ε0|p, (32)

AT H + HA + BT HB ≤ −k3|~ε0|p, (33)

òî ðîç'ÿçîê ÂÑÍÑÅ (14), (27) ¹ åêñïîíåíöi-
àëüíî p-ñòiéêèì â öiëîìó.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Ëÿïó-
íîâà

v(t, ~ε, ~α) = ~εT H(t, ~x, ~y)~ε + ~αT ~α,

äå ìàòðèöÿ H(t, ~x, ~y) ñïiâïàäà¹ ç òàêîþ æ
ìàòðèöåþ â (22).

Ñëàáêèé iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð Lv
â ñèëó ÑÄÐ (14), (27) äîðiâíþ¹

Lv(t) = ~εT (AT H+HA+BT HB+
dH

dt
)~ε. (35)

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 1, îäåðæèìî
òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2. ¥

Çàóâàæåííÿ 3. Íàâåäåìî äåêiëüêà ïðè-
êëàäiâ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà, ÿêi iëþ-
ñòðóþòü òîé ôàêò, ùî ïðè íåâäàëîìó âèáîði
¨¨ âèãëÿäó îäåðæàíèé êîíòóð ñàìîíàñòðîþ-
âàííÿ ïîâíiñòþ íå îõîïëþ¹ âàæëèâi âëàñòè-
âîñòi îá'¹êòà.

Ìîäåëüíà çàäà÷à �1. Ðîçãëÿíåìî, íà-
ñëiäóþ÷è [6], ÂÑÍÑÅ, â ÿêié îá'¹êò i åòàëîíà
ìîäåëü îïèñóþòüñÿ äèôóçiéíèìè ñòîõàñòè-
÷íèìè ðiâíÿííÿìè

d2x(t, ω)

dt2
+ a1

dx(t, ω)

dt
+ a0x(t, ω) =

= K ·K(t)g(t, ω), (36)

d2y(t, ω)

dt2
+ a1

dy(t, ω)

dt
+ a0y(t, ω) =

= KMg(t, ω), (37)

äå KM � êîåôiöi¹íò ïiäñèëåííÿ ìîäåëi, K �
ñòàëèé, àëå íåâiäîìèé êîåôiöi¹íò ïiäñèëåí-
íÿ îá'¹êòà, K(t) � ïåðåíàñòðîþ÷èé êîåôi-
öi¹íò ïiäñèëåííÿ îá'¹êòà, g(t, ω) � âõiäíèé
âèïàäêîâèé ïðîöåñ âèãëÿäó

g(t, ω) ≡
2∑

j=0

bj
d2−jx(t, ω)

dt2−j
· dwj(t, ω)

dt
∈ R1,

(38)
äå bj � âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè äèôóçi¨ âiíå-
ðîâèõ ïðîöåñiâ wj(t, ω) ∈ R1, j = 0, 2.

Çíàéäåìî çàêîí íàñòðîþâàííÿ êîåôiöi¹í-
òà ïiäñèëåííÿ K(t) òàê, ùîá ÂÑÍÑÅ áóëà
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà â l.i.m.

Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïîëÿãà¹ â ðîçãëÿäi
ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ äëÿ ôàçîâî¨ ïîìèë-
êè ~ε(t, ω) = ~x(t, ω)− ~y(t, ω), ÿêå ñëiä çàïèñà-
òè, âèõîäÿ÷è ç ÑÄÐ (36), (37), ó ôîðìi
d2ε(t, ω)

dt2
+ a1

dε(t, ω)

dt
+ a0ε(t, ω) = γ(t)g(t, ω),

(39)
äå γ(t) ≡ K ·K(t)−KM , � ïàðàìåòðè÷íà íå-
óçãîäæåíiñòü îá'¹êòà (36) i åòàëîííî¨ ìîäåëi
(37).

Âèáîðîì ðiçíîãî âèãëÿäó ôóíêöié Ëÿïó-
íîâà ðîçâ'ÿçó¹ìî ïîñòàâëåíó çàäà÷ó.

Âiçüìåìî ñïî÷àòêó ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà v
ðiâíîþ

v(ε) =

(
dε

dt

)2

+ a0ε
2 + λ[γ(t)]2, (40)

λ = const > 0.
Çíàéäåìî iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð â

ñèëó (39)

Lv(t, ε) = 2
dε

dt

d2ε

dt2
+ 2a0ε

dε

dt
+ 2λγ

dγ(t)

dt
=

= 2
dε

dt
γ(t)g(t, ω)− 2a1

(
dε

dt

)2

+ 2λγ
dγ(t)

dt
.

ßêùî âçÿòè â ÿêîñòi àëãîðèòìà íàñòðîþ-
âàííÿ êîåôiöi¹íòà K(t) ïiäñèëåííÿ ó âèãëÿäi

dγ(t)

dt
= −1

λ

dε

dt
g(t, ω), (41)
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òî
2
dε

dt
γ(t)g(t, ω) + 2λγ

dγ(t)

dt
= 0

è

Lv(t, ε) = −2a1

(
dε

dt

)2

≤ 0.

Òîäi ñèíòåçîâàíà çà àëãîðèòìîì (41) ÂÑÍ-
ÑÅ (36), (37) ñòiéêà â l.i.m., àëå íå àñèìïòî-
òè÷íî ñòiéêà â l.i.m.

Íàïðèêëàä, ÿêùî â (36), (37) âèáðàòè
a1 = 3, a0 = 1, K ·K(t) = γg,

dγ

dt
= −dε

dt
g, (41∗)

òîáòî (36) íàáóäå âèãëÿäó
d2ε

dt2
+ 3

dε

dt
+ ε = γg (36∗)

Îòæå, ïðè g(t) ≡ 1, ðiâíÿííÿ (36∗) ìà¹
ðîçâ'ÿçîê ε(t) = C(1 − e−t), γ(t) = C(−1 +
e−t), C = const, ÿêèé ñòiéêèé, àëå íå àñèì-
ïòîòè÷íî ñòiéêèé.

ßêùî äëÿ äîñëiäæåííÿ âèáðàòè ôóíêöiþ
Ëÿïóíîâà

v(ε,
dε

dt
, γ) = (a2

1 + a2
0 + a0)ε

2 + 2a1ε
dε

dt
+

+(1 + a0)

(
dε

dt

)2

+ λγ2,

òîäi ëåãêî çàïèñàòè àëãîðèòì êîíòóðà íà-
ñòðîþâàííÿ ïiäñèëåííÿ γ(t), ÿêå ¹ ðîçâ'ÿç-
êîì ðiâíÿííÿ

dγ(t)

dt
= −

dε
dt

(1 + a0) + a1ε

λ
g(t). (42)

Ïðè öüîìó Lv(ε,
dε

dt
, γ) = −2a0a1(ε

2 +

(
dε

2
)2). ßêùî âèáðàòè a0a1 > 0, òîáòî êîåôi-

öi¹íòè a0, a1 îäíîãî çíàêó, òî âèêîíóþòüñÿ
óìîâè òåîðåìè 2 ïðî åêñïîíåíöiàëüíó ñòié-
êiñòü â öiëîìó çà ôàçîâîþ ïîìèëêîþ ε(t).

Òàêèì ÷èíîì, äîñòàòíüî ñòiéêà ÂÑÍÑÅ
(36), (37), (42) áóäåò îäåðæàíà, ÿêùî âäà-
ëî âèáðàòè ñòîõàñòè÷íó ôóíêöiþ Ëÿïóíî-
âà. Ìåòîäà ïiäáîðó ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà âêà-
çàòè íà äàíîìó åòàïi ðîçâèòêó äîïîìiæíèõ

ôóíêöié Ëÿïóíîâà â ñèëó ñèñòåìè òàê çâà-
íîãî äðóãîãî ìåòîäó Ëÿïóíîâà, íå ïðåäñòàâ-
ëÿ¹òüñÿ ìîæëèâèì. Öå äiëî "ðóê-ãîëîâè"
ìàòåìàòèêà-àíàëiòèêà.

�5. Âèïàäîê ÂÑÍÑÅ ç ìàòðèöåþ êî-
åôiöi¹íòiâ, çàëåæíèõ âiä ñêií÷åííîãî
÷èñëà ïàðàìåòðiâ

5.1. Ìàòðèöi îá'¹êòà, çàëåæíîãî âiä
âåêòîð-ïàðàìåòðà

ßêùî ìàòðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ çàëåæèòü âiä
ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïàðàìåòðiâ, òî êîíòóð ñà-
ìîíàñòðîþâàííÿ çíà÷íî ñïðîùó¹òüñÿ ïîðiâ-
íÿíî ç êîíòóðîì, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
(25).

Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ
îá'¹êòà (Ðèñ.1) ¹ ÑÄÐ

d~x(t, ω)

dt
= A(~q)~x(t, ω) + δ~z(t, ω) + ~f(t, ω),

(43)
à åòàëîííîþ ìîäåëëþ � ÑÄÐ

d~y(t, ω)

dt
= A(~q0)~y(t, ω) + δ~z(t, ω) + ~f(t, ω),

(44)

äå ~f(t, ω) � âèïàäêîâèé ïðîöåñ, çàäàíèé íà
éìîâiðíiñíîìó áàçèñi (Ω,F ,F,P) ç ïîòîêîì
σ-àëãåáð F = {F t, t ≥ t0} ëiíiéíîþ êîìáiíà-
öi¹þ ïîïàðíî íåçàëåæíèõ "áiëèõ øóìiâ"[32]
(3).

Òóò âåêòîð ïàðàìåòðiâ ~q ∈ Rm, A(~q0) �
ãóðâiöåâà ìàòðèöÿ, δ~z(t, ω) � âåêòîð, ÿêèé
ïðîäóêó¹òüñÿ êîíòóðîì ñàìîíàñòðîþâàííÿ
(ñì. Ðèñ. 1).

Çàäà÷à. Âèçíà÷èòè ñòðóêòóðó i àëãî-
ðèòì çìiíè âåêòîðà δ~z, äëÿ ÿêîãî ~ε(t, ω) ≡
x(t, ω)− y(t, ω) → 0 ïðè t → +∞.

Ïðè öüîìó âåêòîð ôàçîâî¨ ïîìèëêè ~ε(t) ∈
Rn, î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ
d~ε(t, ω)

dt
= A(~q0)~ε(t, ω)+[A(~q)−A(~q0)]x(t, ω)+

+δz(t, ω). (45)

Çàïèøåìî ðîçêëàä ìàòðèöi A(~q) â ðÿä
[35]:

A(~q)− A(~q0) =
m∑

i=1

∆~qi
∂A(~q)

∂qi

∣∣∣∣∣
~q=~q0

+ o(|∆~q|).

(46)
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Ââåäåìî, ÿê öå áóëî çðîáëåíî âèùå, âå-
êòîð

δ~z(t, ω) =
m∑

i=1

δqi(t)Bi(t), (47)

äå

Bi(t, ω) ≡ ∂A(~q)

∂qi

∣∣∣∣∣
~q=~q0

x(t, ω),

à äëÿ ñêàëÿðíèõ ôóíêöié δqi(t), i = 1, m, ïî-
áóäó¹ìî àëãîðèòì, ÿêèé ñôîðìóëþ¹ìî íèæ-
÷å.

Äàëi, ïåðåïèøåìî ÑÄÐ äëÿ âåêòîðà ôà-
çîâî¨ ïîìèëêè (45) ç óðàõóâàííÿì (46) i (47):

d~ε(t, ω)

dt
= A(~q0)~ε(t, ω) +

m∑
i=1

(∆~qi + δqi(t))×

×∂A

∂qi

x(t, ω) + o(|∆~q|)x(t, ω). (48)

Ïðèïóñòèìî, ùî åëåìåíòè ìàòðèöi A(~q)
ëiíiéíî çàëåæàòü âiä ~q (äëÿ áiëüøîñòi ðåàëü-
íèõ çàäà÷ öüîãî äîñòàòíüî çà çàäàíîþ ïî-
õèáêîþ ìåòîäó). Îòæå, îñòàííié äîäàíîê â
(48) áóäå äîðiâíþâàòè íóëþ i (48) íàáóäå âè-
ãëÿäó

dε(t, ω)

dt
= A(~q0)~ε(t, ω) +

m∑
i=1

βi(t)
∂A

∂qi

x(t, ω),

(49)
äå

βi(t) = ∆qi + δqi(t).

Ïîäàëüøèé àëãîðèòì ñèíòåçà êîíòóðà ñà-
ìîíàñòðîþâàííÿ ïîëÿãà¹ ó âèáîði ôóíêöi¨
Ëÿïóíîâà âèãëÿäó

v(~ε, ~β, t) = ~εT H(t, ~x, ~y)~ε +
m∑

i=1

β2
i (t),

H = HT > 0n×n.

Ñëàáêèé iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð Lv
â ñèëó (49) ëåãêî ïîðàõóâàòè:

Lv(~ε, ~β, t) = ~εT (AT (~q0)H + HA(~q0)+

+BT HB +
dH

dt
)~ε+

m∑
i=1

βi(t)

[
BT

i H~ε+~εT HBi+

+2
dβi(t)

dt

]
. (50)

Â ñèëó ñèìåòðè÷íîñòi ìàòðèöi H ïiä çíà-
êîì ñóìè â (50) BT

i H~ε + ~εT HBi = 0 i àë-
ãîðèòì íàëàøòóâàííÿ ïàðàìåòðiâ δqi(t) ñëiä
âèçíà÷èòè ñèñòåìîþ ÑÄÐ

d

dt
(δqi(t)) =

dβi(t)

dt
= −BT

i H~ε =

= −~xT (t, ω)

(
∂A

∂qi

)T

H~ε, (51)

çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

βi(0) = ∆qi, δqi(0) = 0 t0 = 0. (52)

Òåîðåìà 3. Íåõàé: 1) îá'¹êò îïèñó¹òüñÿ
ñèñòåìîþ ÑÄÐ (43) ç åòàëîíîþ ìîäåëëþ
(44); 2) ìàòðèöÿ H(t, ~x, ~y) çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âè (32), (33), äå A ≡ A(~q0), åëåìåíòè ìà-
òðèöi A(~q) ëiíiéíî çàëåæàòü âiä ïàðàìå-
òðiâ, ïðè÷îìó A(~q0) � ãóðâiöåâà ìàòðèöÿ.

Òîäi ÂÑÍÑÅ (49), (52) àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêà â l.i.m. çà ~ε(t, ω) i βi(t, ω) i åêñïîíåí-
öiàëüíî p-ñòiéêà â öiëîìó çà ôàçîâîþ ïî-
ìèëêîþ ~ε(t, ω).

Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, ÿê i
äîâåäåííÿ òåîðåì 1, 2.

5.2. Âèïàäîê ìàòðèöi îá'¹êòiâ, êâà-
äðàòè÷íî çàëåæíèõ âiä ïàðàìåòðiâ

Íåõàé â ñèñòåìi ÑÄÐ (43), ÿêîþ îïèñó¹-
òüñÿ îá'¹êò ç óðàõóâàííÿì âèïàäêîâèõ çáó-
ðåíü âiíåðîâîãî òèïó, ìàòðèöÿ A(~q) êâàäðà-
òè÷íî çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ. Òîäi

A(~q)− A(~q0) =
m∑

i=1

∆qi
∂A

∂qi

∣∣∣∣∣
~q=~q0

+

+
m∑

i=1

m∑
j=1

∆qi∆qj
∂2A

∂qi∂qj

∣∣∣∣∣
~q=~q0

,

à âiäïîâiäíà ñèñòåìà ÑÄÐ äëÿ ôàçîâî¨ ïî-
ìèëêè ~ε(t, ω) íàáóäå âèãëÿäó ñèñòåìè ÑÄÐ

d~ε(t, ω)

dt
= A(~q0)~ε(t, ω) +

n∑
i=1

βi(t)
∂A

∂qi

~x(t, ω)+
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+
m∑

i=1

m∑
j=1

γij(t)
∂2A

∂qi∂qj

~x(t, ω), (53)

äå γij(t) ≡ ∆qi∆qj + δγij(t).
Òîäi âåêòîðíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ

δ~z(t, ω) : [0,∞) × Ω → Rn ñëiä âèáðàòè ó
âèãëÿäi

δ~z(t, ω) =
m∑

i=1

δqi(t)
∂A

∂qi

~x(t, ω)+

+
m∑

i=1

m∑
j=1

δγij(t)
∂2A

∂qi∂qj

~x(t, ω).

Ëîãi÷íî, ùî ñòîõàñòè÷íó ôóíêöiþ Ëÿïó-
íîâà v ñëiä âèáðàòè ó ôîðìi

v(t, ~ε, βi, γij) = ~εT H~ε +
m∑

i=1

β2
i +

m∑
i=1

n∑
j=1

γ2
ij.

(54)
Òîäi àíàëîãi÷íî äî ïóíêòà 5.1 äëÿ βi(t)

îäåðæèìî àëãîðèòì (51), (52), à äëÿ γij(t)
íàñòóïíèé àëãîðèòì:

d

dt
(δγij(t)) =

dγij(t)

dt
= −~x(t, ω)

∂2AT

∂qi∂qj

H~ε(t, ω),

(55)

γij(0) = ∆qi∆qj. (56)

Äëÿ ÂÑÍÑÅ (51), (52), (55) ìà¹ ìiñöå
àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü â l.i.m. çà ~ε, βi, γij i
åêñïîíåíöiàëüíà p-ñòiéêiñòü â öiëîìó çà ôà-
çîâîþ ïîìèëêîþ ~ε(t, ω).

Çàóâàæåííÿ 4. Äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó
ìàòðèöi A(~q), åëåìåíòè ÿêî¨ äîâiëüíî çàëå-
æàòü âiä ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè (43), (44), íå
ìîæå áóòè íàâiòü ñòiéêîþ â l.i.m.

6. Äåÿêi çàóâàæåíÿ ïðî íåëiíiéíi
îá'¹êòè

Íåõàé íà éìîâiðíiñíîìó áàçè-
ñi (Ω,F ,F,P) ç ïîòîêîì σ-àëãåáð
F = {F t, t ≥ 0} íåëiíiéíèé îá'¹êò îïè-
ñó¹òüñÿ íåëiíiéíîþ ñèñòåìîþ ÑÄÐ âèãëÿäó

d~x(t, ω)

dt
= (A + ∆A)~x(t, ω)+

+δA(t)~x(t, ω) + F (t, ~x(t, ω)) (57)

ç åòàëîííèì ç'ÿçêîì
d~y(t, ω)

dt
= A~y(t, ω) + F (t, ~y(t, ω)). (58)

Òóò ìàòðèöi A, ∆A i δA âèçíà÷åíi â �2.

F (t, x(t, ω)) ≡ B(t, ~x(t, ω))
d~w(t, ω)

dt
, (59)

äå
B(t, ~x(t, ω)) ≡

≡




0 0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 0

b1(t, ~x) b2(t, ~x) ... bn(t, ~x)


 ,

à d~w(t, ω)

dt
âèçíà÷åíî ó (10∗).

Äëÿ ïðîñòîòè áóäåìî ââàæàòè, ùî íåëi-
íiéíà ÷àñòèíà F (t, ~x(t, ω)) âiäîìà, à íåâèçíà-
÷åíîñòi ìîæóòü áóòè òiëüêè â ëiíiéíié ÷àñòè-
íi.

Çàäà÷à. Ïîáóäóâàòè òàêèé êîíòóð ñàìî-
íàñòðîþâàííÿ, ïðè ÿêîìó

l.i.m.~ε(t, ω) ≡ l.i.m.(~x(t, ω)− ~y(t, ω)) = 0

ïðè t → +∞.
6.1. Ïåðøèé àëãîðèòì ïîáóäîâè

êîíòóðà ñàìîíàñòðîþâàííÿ äëÿ íåëi-
íiéíèõ ÂÑÍÑÅ

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ñèñòåìà ÑÄÐ äëÿ ôà-
çîâî¨ ïîìèëêè ~ε(t) íàáóäå âèãëÿäó

d~ε(t, ω)

dt
= A~ε(t, ω) + D(t)~α(t, ω)+

+F (t, ~x(t, ω))− F (t, ~y(t, ω)) = A~ε(t, ω)+

+D(t)~α(t, ω) +

(
dF

dy
(t, ~y(t, ω))

)T

~ε(t, ω)+

+o(|~ε(t, ω)|) = M(t, ω)~ε(t, ω) + D(t)~α(t, ω)+

+o(|~ε(t, ω)|), (60)

äå

M(t, ω) = A +

[
∂F

∂y
(t, ~y(t, ω))

]T

~α(t, ω)+

+o(|~ε(t, ω)|),
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à ~α(t, ω) è D(t) ìàþòü âèãëÿä �2�5.
Àëãîðèòì ïîáóäîâè êîíòóðà ñàìîíàñòðî-

þâàííÿ âiçüìåìî ó âèãëÿäi (27), (28). Äîñëi-
äèìî ñòiéêiñòü îäåðæàíî¨ ÂÑÍÑÅ (60), (27),
(28). Äëÿ öüîãî âèáèðà¹ìî ôóíêöiþ Ëÿïó-
íîâà

v(t, ~ε, ~α) = ~εT H(t, ~x, ~y)~ε + ~αT ~α

ç ìàòðèöåþ H, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (32),
(33) òåîðåìè 2. Òîäi ñëàáêèé iíôiíiòåçè-
ìàëüíèé îïåðàòîð â ñèëó (27), (28), (60) ëåã-
êî ïîðàõóâàòè:

Lv(t, ~ε, ~α) = E{−~εT [MT (t, ω)H(t)+

+H(t)M(t, ω)+BT H(t)B+
dH

dt
]~ε}+E{0|ε|2}.

ßêùî âèìàãàòè âèêîíàííÿ óìîâè

MT (t, ω)H(t) + H(t)M(t, ω) + BT H(t)B+

+
dH

dt
≤ −k3|~ε0|2

ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ, òî, ÿê i â �5, âñòàíîâ-
ëþ¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü â l.i.m. (60),
(27), (28) çà ~ε è ~α i åêñïîíåíöiàëüíà ñòiéêiñòü
çà ~ε.

Çàóâàæåííÿ 5. Ñòîõàñòè÷íà ñòiéêiñòü
ÂÑÍÑÅ (60), (27), (28) âñòàíîâëþ¹òüñÿ äëÿ
îäíîãî ôiêñîâàíîãî ðåæèìà y(t, ω) ∈ Rn åòà-
ëîííî¨ ìîäåëi. À öå îçíà÷à¹, ùî ïðè îäíî-
ìó êîíòóði ñàìîíàñòðîþâàííÿ ÂÑÍÑÅ ìî-
æå áóòè ñòiéêîþ íà ïåâíîìó ðåæèìi i íå-
ñòiéêîþ íà iíøîìó ðåæèìi. Äî òîãî æ íå
áóäü-ÿêèé ðåæèì íåëiíiéíî¨ ÂÑÍÑÅ ìîæå
áóòè çðîáëåíèé ñòiéêèì. Äëÿ öüîãî íåîáõi-
äíî, ùîá âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ñòîõàñòè÷íî¨

ìàòðèöi A +

[
dF

dy
(t, y(t, ω))

]T

∀ t ≥ t0 ëåæà-

ëè â ëiâié ïiâïëîùèíi. Àëå, íåçâàæàþ÷è íà
öå, äëÿ äîñòàòíüî øèðîêèõ êëàñiâ íåëiíiéíî-
ñòåé âêàçàíèé àëãîðèòì äîçâîëÿ¹ ñèíòåçóâà-
òè ñòiéêi ó éìîâiðíiñíîìó ðîçóìiííi ÂÑÍÑÅ.

Ìîäåëüíà çàäà÷à �2. Ðîçãëÿíåìî ñòî-
õàñòè÷íi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ÿêi îïè-
ñóþòü îá'¹êò i åòàëîííó ìîäåëü

d2x(t, ω)

dt2
+ a1

dx(t, ω)

dt
+ a0x(t, ω) =

= f(x(t, ω)) + k · k(t)g; (61)

d2y(t, ω)

dt2
+ a1

dy(t, ω)

dt
+ a0y(t, ω) =

= f(y(t, ω)) + KMg. (62)

Òóò f(x) i f(y) ìiñòÿòü íåëiíiéíèì ÷èíîì âi-
íåðîâi ïðîöåñè.

Ïîáóäó¹ìî êîíòóð íàñòðîþâàííÿ êîåôi-
öi¹íòà ïiäñèëåííÿ k(t).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî íåëiíié-
íiñòü f(y(t, ω)) ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ:

|f(y)− f(y + ε)| ≤ L|ε|. (63)

Çà óìîâè L < a0 âèáèðà¹ìî êîíòóð íà-
ñòðîþâàííÿ äëÿ k(t), ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

dk(t)

dt
= −

dε
dt

(a0 − L + 1) + a1ε

λ
g,

ÿêèé çàáåçïå÷ó¹ àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü â
l.i.m. ÂÑÍÑÅ i åêñïîíåíöiàëüíó p-ñòiéêiñòü
â öiëîìó çà ε(t). Äëÿ öüîãî ñëiä ïîâòîðèòè
ìiðêóâàííÿ ìîäåëüíî¨ çàäà÷i �1.

6.2. Äðóãèé àëãîðèòì ïîáóäîâè êîí-
òóðà ñàìîíàñòðîþâàííÿ äëÿ íåëiíié-
íèõ ÂÑÍÑÅ

Ðîçãëÿíåìî íåëiíiéíó ÂÑÍÑÅ (57), (58),
â ÿêié íåëiíiéíà åòàëîííà ìîäåëü (58) ìà¹
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé â l.i.m. ðîçâ'ÿçîê
~y∗(t, ω) ∈ Rn.

Çàäà÷à. Çíàéòè àëãîðèòì êîíòóðà ñà-
ìîíàñòðîþâàííÿ, ïðè ÿêîìó ôàçîâi çìiííi
îá'¹êòà x(t, ω) ∈ Rn çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
lim
t→∞

E{|x(t, ω)− ~y∗(t, ω)|2} = 0.
Äëÿ öüîãî áóäåìî ââàæàòè, ùî äëÿ âè-

ïàäêîâîãî ïðîöåñó ~y∗(t, ω) âiäîìà äîäà-
òíî âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà v1(t, ~ξ),
ñëàáêèé iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð ÿêî¨
Lv1(t, ~ξ) < 0 â ñèëó ÑÄÐ

d~ξ(t, ω)

dt
= Aξ(t, ω) + F (t, ~y∗(t, ω) + ~ξ(t, ω))−

−F (t, ~y∗(t, ω)).

Ïîçíà÷èâøè ÷åðåç ~ε(t, ω) ≡ ~x(t, ω)− ~y∗(t, ω)
ôàçîâó ïîõèáêó îá'¹êòà ïî âiäíîøåííþ äî
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ðîçâ'ÿçêó ~y∗(t, ω), ðiâíÿííÿ äëÿ ÿêî¨ íàáóäå
âèãëÿäó

d~ε(t, ω)

dt
= A~ε(t, ω) + F (t, ~y∗(t) + ~ε(t, ω))−

−F (t, ~y∗(t, ω))−D(t)~α(t, ω). (63)

Äàëi ñëiä ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà
âèãëÿäó v(t, ~ε, ~α) = v1(t, ~ε) + ~αT ~α.

Ïðè öüîìó, î÷åâèäíî, ðiâíÿííÿ êîíòóðà
ñàìîíàñòðîþâàííÿ ìà¹ âèãëÿä

dα(t, ω)

dt
= −DT (t)

∂v1(t, ε)

∂ε
. (64)

Òîäi ñëàáêèé iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðà-
òîð Lv â ñèëó ðiâíÿííü (63), (64) äîðiâíþ¹
Lv = v1 ≤ 0.

Òàêèì ÷èíîì, Lv íå äîäàòíèé i âiä'¹ìíî
âèçíà÷åíèé âiäíîñíî ε. Îòæå, â ñèëó òåîðåì
2 i 3 âèïëèâà¹ àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü â l.i.m.
ÂÑÍÑÅ (63), (64) çà ~ε i ~α òà åêñïîíåíöiàëüíà
p-ñòiéêiñòü çà ~ε.

Çàóâàæåííÿ 6. Â ðåàëüíèõ ïðàêòè÷íèõ
ñèòóàöiÿõ ~ε(t, ω) âiäîìî ç äåÿêîþ ïîõèáêîþ
δε(t), à ìàòðèöÿ ∆A ïîâiëüíî çìiíþ¹òüñÿ ç
ïëèíîì ÷àñó.

Òîäi çàìiòü àëãîðèòìó àäàïòàöi¨ (27), (28)
äëÿ ïàðàìåòðè÷íî¨ íåóçãîäæåíîñòi ~α(t, ω)
ìîæíà îäåðæàòè ñèñòåìó ÑÄÐ

dα(t, ω)

dt
= −DT (t)H(t, ~x, ~y)~ε(t, ω) =

=
d

dt
[∆A(t)−DT (t)H(t, ~x, ~y)δ~ε(t, ω)] =

= −DT (t)H(t, ~x, ~y)~ε(t, ω) + g(t, ω). (65)

Ñèñòåìó ÑÄÐ (65) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê
ñèñòåìó ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü (27), íà ÿêó äiþòü ïîñòiéíî äiþ÷i âè-
ïàäêîâi çáóðåííÿ, ìàëi çà àáñîëþòíîþ âåëè-
÷èíîþ.

Äëÿ ñèñòåì ÑÄÐ òèïó (65) ìàþòü ìiñöå
òåîðåìè ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü â l.i.m.
i åêñïîíåíöiàëüíó p-ñòiéêiñòü [23�25].

Çàóâàæèìî, ùî âèêëàäåíó òåîðiþ àäà-
ïòèâíèõ ñàìîíàñòðîþâàëüíèõ ñèñòåì ìîæíà
åôåêòèâíî âèêîðèñòîâóâàòè â ÿêîñòi îäíî-
ãî iç ìåòîäiâ iäåíòèôiêàöi¨ ñòîõàñòè÷íèõ ñè-
ñòåì.
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