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Ðîçãëÿíóòî êëàñ ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî àñîöiþþòüñÿ ç âiäîìèì àäèòèâíèì ãîìî-
ëîãi÷íèì ðiâíÿííÿì äëÿ iððàöiîíàëüíîãî ïîâîðîòó êîëà i ïîâ'ÿçàíi ç äèíàìi÷íèìè ñèñòåìàìè
ç äèñêðåòíèì ÷àñîì íà äâîâèìiðíîìó öèëiíäði, ÿêi ç'ÿâëÿþòüñÿ çîêðåìà ÿê ìàòåìàòè÷íi ìî-
äåëi ïåâíèõ åëåêòðîííèõ ïðèñòðî¨â. Äëÿ öèõ ðiâíÿíü íàâåäåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi
íåïåðåðâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà ïîêàçàíî, ùî ðåøòà ðîçâ'ÿçêiâ íå ¹ âèìiðíèìè.

We consider a class of functional equations associated with the renowned additive homologic
equation for an irrational circle rotation. They are connected with discrete-time dynamical systems
on a two-dimensional cylinder which appear in particular as mathematical models of certain
electronic devices. For these equations, we establish conditions for the existence and uniqueness of
continuous solutions and show that the rest of the solutions are not measurable.

1. Ïiäãîìîëîãi÷íå ðiâíÿííÿ.
Íà îäèíè÷íîìó êîëi S = R/Z ðîçãëÿíåìî

ëiíiéíèé ïîâîðîò Tρ : θ 7→ θ + ρ ç iððàöiî-
íàëüíèì ÷èñëîì îáåðòàííÿ ρ àáî áóäü-ÿêèé
ãîìåîìîðôiçì T êîëà S, òîïîëîãi÷íî åêâiâà-
ëåíòíèé Tρ. Òàêèé ãîìåîìîðôiçì T ¹ ñòðîãî
åðãîäè÷íèì [1] i ïîðîäæó¹ íà S iíâàðiàíòíó
ìiðó µ, ÿêà ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ âiäíî-
ñíî ìiðè Ëåáåãà (à ó âèïàäêó ëiíiéíîãî ïî-
âîðîòó çáiãà¹òüñÿ ç íåþ).

Ïiäãîìîëîãi÷íèì ðiâíÿííÿì äëÿ ïîâîðî-
òó êîëà T íàçâåìî ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ
âèãëÿäó

f(Tθ) = f(θ) + G(θ, f(θ)) (1)

ñòîñîâíî íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ f : S→ R, â ÿêî-
ìó âiäîìà ôóíêöiÿ G : S × R → R ¹ íåïå-
ðåðâíîþ çà äâîìà çìiííèìè i çàäîâîëüíÿ¹
íàñòóïíi îáìåæåííÿ íà íàõèë çà çìiííîþ x:

−1 ≤ G(θ, x1)−G(θ, x2)

x1 − x2

≤ 0 (2)

äëÿ âñiõ θ ∈ S, x1, x2 ∈ R, x1 6= x2.
Ðiâíÿííÿ çàçíà÷åíîãî âèãëÿäó ïðèðî-

äíî âèíèêàþòü ïðè äîñëiäæåííi ìàòåìàòè-
÷íèõ ìîäåëåé ïåâíèõ åëåêòðîííèõ ïðèñòðî-
¨â [2, 3], à ¨õíi íåïåðåðâíi ðîçâ'ÿçêè çàäàþòü
ìåæi ãîëîâíèõ äèíàìi÷íèõ ñòðóêòóð ó òàêèõ
ìîäåëÿõ [4, 5]. Ðiâíÿííÿ (1), (2) íàçèâàþòü

ïiäãîìîëîãi÷íèì âíàñëiäîê éîãî àñîöiàöi¨ ç
âiäîìèì ãîìîëîãi÷íèì ðiâíÿííÿì

f(Tθ) = f(θ) + F (θ), (3)

ÿêå äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë îáåðòàííÿ ìîæå íå ìà-
òè iíòåãðîâíèõ çà Ëåáåãîì (âiäíîñíî ìiðè µ)
ðîçâ'ÿçêiâ íàâiòü êîëè F àíàëiòè÷íà [6] i ìà¹
íóëüîâå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ (îñòàííÿ óìîâà ¹,
î÷åâèäíî, íåîáõiäíîþ äëÿ òîãî, àáè ðiâíÿí-
íÿ (3) ìàëî iíòåãðîâíèé ðîçâ'ÿçîê). Çà íà-
øèì îçíà÷åííÿì, ðiâíÿííÿ (3) ñêëàäà¹ ÷à-
ñòèííèé âèïàäîê ðiâíÿííÿ (1), (2) (êîëè G
ìà¹ íóëüîâèé íàõèë çà x), àëå äîäàòêîâi óìî-
âè, çà ÿêèõ ìè âèâ÷àòèìåìî ïiäãîìîëîãi÷íå
ðiâíÿííÿ, ôàêòè÷íî âèêëþ÷àòèìóòü ç ðîç-
ãëÿäó ãîìîëîãi÷íå.

Çàóâàæèìî îäíàê, ùî âèïàäîê, êîëè íà-
õèë G çà x ¹ âiäîêðåìëåíèì âiä íóëÿ (âiä'¹ì-
íîþ ñòàëîþ), ¹ çíà÷íî ïðîñòiøèì äëÿ àíàëi-
çó. Â ìîäåëÿõ [2, 3] ôóíêöi¨ G(θ, ·), θ ∈ S, ¹
êóñêîâî-ëiíiéíèìè, i â íèõ ñàìå âiäðiçêè íà-
õèëó 0 ÷åðãóþòüñÿ ç âiäðiçêàìè íàõèëó −1.

Îñêiëüêè G íå çðîñòà¹ çà çìiííîþ x, äëÿ
âñiõ θ ∈ S ¹ âèçíà÷åíèìè õàðàêòåðèñòèêè

m(θ) = lim
x→+∞

G(θ, x) ∈ [−∞, +∞),

M(θ) = lim
x→−∞

G(θ, x) ∈ (−∞, +∞].

Çà òåîðåìîþ ïðî iíòåãðóâàííÿ ìîíîòîííî¨
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ïîñëiäîâíîñòi [7] ìîæíà âèçíà÷èòè âiäïîâiä-
íi iíòåãðàëüíi õàðàêòåðèñòèêè

m =

∫

S
m(θ)dµ = lim

x→+∞

∫

S
G(θ, x)dµ,

M =

∫

S
M(θ)dµ = lim

x→−∞

∫

S
G(θ, x)dµ,

−∞ ≤ m ≤ M ≤ +∞,

ïðè÷îìó ðiâíiñòü m = M ìà¹ ìiñöå ëèøå
òîäi, êîëè G íå çàëåæèòü âiä x, òîáòî ðiâíÿ-
ííÿ ¹ íàñïðàâäi ãîìîëîãi÷íèì. Ñàìå â òåð-
ìiíàõ õàðàêòåðèñòèê m òà M ìè â íàñòóïíî-
ìó ïóíêòi ñôîðìóëþ¹ìî óìîâè iñíóâàííÿ òà
¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1), (2) ó êëà-
ñàõ íåïåðåðâíèõ òà âèìiðíèõ çà µ ôóíêöié.

2. Ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ.
Òåîðåìà 1 (ïðî iñíóâàííÿ íåïåðåðâ-

íîãî ðîçâ'ÿçêó). ßêùî iíòåãðàëüíi õà-
ðàêòåðèñòèêè çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi
m < 0 < M , òî ïiäãîìîëîãi÷íå ðiâíÿííÿ (1),
(2) ìà¹ íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê. ßêùî m > 0
àáî M < 0, òî òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåìà¹.

Òåîðåìà 2 (ïðî ¹äèíiñòü íåïåðåðâ-
íîãî ðîçâ'ÿçêó). Ìíîæèíà âñiõ íåïåðåðâ-
íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1), (2) ìà¹ âèãëÿä
{f0(·) + C |C ∈ Ξ}, äå Ξ � ïåâíà çâ'ÿçíà
çàìêíåíà ïiäìíîæèíà R. Ïðè m 6= 0 ìíî-
æèíà Ξ ¹ îáìåæåíîþ çãîðè òà ïðè M 6= 0
¹ îáìåæåíîþ çíèçó.

Òåîðåìà 3 (ïðî âèìiðíi ðîçâ'ÿçêè).
ßêùî m 6= 0 òà M 6= 0, òî áóäü-ÿêèé âèìið-
íèé çà µ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1), (2) ìàéæå
ñêðiçü äîðiâíþ¹ ÿêîìóñü éîãî íåïåðåðâíîìó
ðîçâ'ÿçêó.

3. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.
Äëÿ äîâåäåííÿ çàñòîñó¹ìî iäå¨, ÿêi âèêî-

ðèñòîâóâàëèñÿ ïiä ÷àñ äîñëiäæåííÿ òðèêó-
òíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì iç iððàöiîíàëüíèì
ïîâîðîòîì êîëà â ÿêîñòi áàçè [4, 5].

Ïåðø çà âñå, çàçíà÷èìî, ùî ðiâíÿííþ (1)
âiäïîâiäà¹ äèíàìi÷íà ñèñòåìà ç äèñêðåòíèì
÷àñîì íà öèëiíäði S × R, ÿêó ïîðîäæó¹ íå-
ïåðåðâíå òðèêóòíå âiäîáðàæåííÿ

F : (θ, x) 7→ (Tθ, x + G(θ, x)).

Ðîçâ'ÿçêàì ðiâíÿííÿ (1) âiäïîâiäàþòü ií-
âàðiàíòíi êîíòóðè öi¹¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè.

(Êîíòóðîì íà öèëiíäði S×R ìè íàçèâà¹ìî
ãðàôiê áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ç S â R, à òàêîæ
i âëàñíå öþ ôóíêöiþ, îñêiëüêè îñòàíí¹ íå
âèêëèêà¹ çíà÷íî¨ ïëóòàíèíè.)

Iíòåãðóâàííÿ (1) çà θ ïî S çà óìîâ iíòå-
ãðîâíîñòi f ïðèçâîäèòü äî ðiâíîñòi

∫

S

G(θ, f(θ))dµ = 0. (4)

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî m > 0, òî∫
S

G(θ, x)dµ > 0 äëÿ êîæíîãî x ∈ R. ßê-

áè ðiâíÿííÿ (1) ïðè m > 0 ìàëî íåïåðåðâ-
íèé ðîçâ'ÿçîê f , òî äëÿ fmax = max

θ∈S
f(θ)

ìàëè á ìiñöå íåðiâíîñòi
∫
S

G(θ, f(θ))dµ ≥
∫
S

G(θ, fmax)dµ > 0, ùî ïðîòèði÷èòü (4). Öå
ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü òåîðåìó äëÿ m > 0; âè-
ïàäîê M < 0 ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî m < 0 < M . Íà-
øà ïî÷àòêîâà ìåòà � ïîáóäóâàòè íåñïàäíó
ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ êîíòóðiâ Ln, ïî-
â'ÿçàíèõ ñïiââiäíîøåííÿì Ln+1 = FLn, òîá-
òî Ln+1(Tθ) = Ln(θ) + G(θ, Ln(θ)), äëÿ âñiõ
θ ∈ S, n ≥ 0. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ öüîãî äî-
ñèòü ïîáóäóâàòè íåïåðåðâíèé êîíòóð L0 òà-
êèé, ùî FL0 ≥ L0, à äàëi ïîñëiäîâíiñòü iòå-
ðàöié öüîãî êîíòóðó áóäå àâòîìàòè÷íî íå-
ñïàäíîþ (âíàñëiäîê íåñïàäíîñòi x + G(θ, x)
çà x) i ñêëàäàòèìåòüñÿ ç íåïåðåðâíèõ êîíòó-
ðiâ (âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi F). Â çàãàëü-
íîìó âèïàäêó öÿ êîíñòðóêöiÿ íå ¹ òðèâiàëü-
íîþ, i ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ ïiäõîäîì, ùî âèêî-
ðèñòîâó¹ åðãîäè÷íi âëàñòèâîñòi iððàöiîíàëü-
íîãî ïîâîðîòó êîëà.

Äëÿ çðó÷íîñòi òðîõè çìiíèìî ôóíêöiþ G,
à ñàìå � ðîçãëÿíåìî çàìiñòü íå¨ ôóíêöiþ

G∗ : (θ, x) 7→ min{G(θ, x), κ(x)}

äå κ : R→ R � äîâiëüíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî:

−1 <
κ(x1)− κ(x2)

x1 − x2

< 0, x1 6= x2,

lim
x→−∞

κ(x) = +∞,

lim
x→−∞

(x + κ(x)) = −∞.
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Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôóíêöiÿ G∗ ¹ íå-
ïåðåðâíîþ, çàäîâîëüíÿ¹ îáìåæåííÿ âèãëÿäó
(2), i äëÿ íå¨ lim

x→−∞
G∗(θ, x)dθ = M(θ).

Çà òåîðåìîþ ïðî iíòåãðóâàííÿ
ìîíîòîííî¨ ïîñëiäîâíîñòi [7] ìà¹ìî
lim

x→−∞
∫
SG∗(θ, x)dµ =

∫
SM(θ)dµ = M > 0,

òîìó iñíó¹ x∗ ∈ R òàêå, ùî
∫
SG∗(θ, x∗)dµ >

0. Ç ïîñèëåíî¨ òåîðåìè Áiðêãîôà-Õií÷èíà [1]
ç óðàõóâàííÿì ñòðîãî¨ åðãîäè÷íîñòi
T òà êîìïàêòíîñòi S âèïëèâà¹, ùî∫
SG∗(θ, x∗)dµ = lim

N→+∞
1
N

∑N−1
i=0 G∗(T iθ, x∗),

äå çáiæíiñòü ¹ ðiâíîìiðíîþ çà θ ∈ S. Òîìó
iñíó¹ N∗ ≥ 1 òàêå, ùî

N∗−1∑
i=0

G∗(T iθ, x∗) > 0 äëÿ âñiõ θ ∈ S. (5)

Ôóíêöi¨ κ òà Id + κ, äå Id � òîòîæí¹ âiä-
îáðàæåííÿ, ñòðîãî ìîíîòîííi. Îáåðåìî äî-
âiëüíå ÷èñëî a0 ≤ (Id + κ)−N∗(x∗) i ðîçãëÿ-
íåìî òðà¹êòîðiþ (θi, xi) = F i

∗(θ0, x0), i ≥ 0,
âiäîáðàæåííÿ

F∗ : (θ, x) 7→ (Tθ, x + G∗(θ, x))

iç x0 = a0 òà äîâiëüíèì θ0 ∈ S. Ç êîíñòðóêöi¨
G∗ òà âèáîðó x∗ âèïëèâà¹, ùî κ(x∗) > 0, òî-
ìó (Id+κ)(x∗) > x∗, à îòæå (Id+κ)−i−1(x∗) <
(Id + κ)−i(x∗), i ≥ 0. Îñêiëüêè xi+1 = xi +
G∗(θi, xi) ≤ (Id + κ)(xi), òî â ñèëó âèáîðó a0

ç öüîãî âèïëèâà¹ îáìåæåííÿ xi ≤ x∗ äëÿ âñiõ
0 ≤ i ≤ N∗. Âiäïîâiäíî, íåðiâíiñòü (5) òÿãíå
çà ñîáîþ òå, ùî xN∗ = x0+

∑N∗−1
i=0 G∗(θi, xi) ≥

x0 +
∑N∗−1

i=0 G∗(θi, x∗) > x0. Îòæå, â ïîñëi-
äîâíîñòi íåïåðåðâíèõ êîíòóðiâ Ai = F i

∗A0,
i ≥ 0, äå A0(θ) ≡ a0, ìà¹ ìiñöå ñòðîãà
íåðiâíiñòü AN∗ > A0. Ïîêëàâøè L0(θ) =
min

0≤i≤N∗
Ai(θ) = min

0≤i<N∗
Ai(θ), θ ∈ S, îäåðæè-

ìî íåïåðåðâíèé êîíòóð L0 ≤ a0 òàêèé, ùî
(F∗L0)(θ) = min

0≤i<N∗
Ai+1(θ) = min

0<i≤N∗
Ai(θ) ≥

L0(θ), θ ∈ S. À îñêiëüêè G ≥ G∗, òî FL0 ≥
F∗L0 ≥ L0, îòæå êîíòóð L0 øóêàíèé.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü Ln = FnL0,
n ≥ 0, iòåðàöié öüîãî êîíòóðó ïiä äi¹þ âiä-
îáðàæåííÿ F . Â ïîïåðåäíüîìó àáçàöi äîâå-
äåíî, ùî L1 ≥ L0. Âèõîäÿ÷è ç ðiâíîñòi

Ln+1(Tθ) = Ln(θ) + G(θ, Ln(θ)) (6)

äëÿ âñiõ θ ∈ S òà îáìåæåíü (2), ç ÿêèõ âèïëè-
âà¹ íåñïàäàííÿ ôóíêöié Id + G(θ, ·), θ ∈ S,
ëåãêî äîâåñòè çà iíäóêöi¹þ, ùî Ln+1 ≥ Ln,
n ≥ 0, i äî òîãî æ óñi öi êîíòóðè íåïåðåðâíi
(âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi F).

Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì áóäó¹òüñÿ íåïåðåðâ-
íèé êîíòóð U0 òàêèé, ùî U1 = FU0 ≤ U0.
Îñêiëüêè çà ïîáóäîâîþ L0 ≤ a0, äå a0 ìè
ìîãëè îáðàòè ÿê çàâãîäíî ìàëèì (â ñåíñi �
áëèçüêèì äî −∞), òî ìîæíà ââàæàòè, ùî
L0 < U0, i âiäïîâiäíî Ln = FnL0 ≤ FnU0 ≤
U0, îòæå íåñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü êîíòóðiâ
Ln, n ≥ 0, ¹ îáìåæåíîþ çãîðè, à òîìó ìà¹
ïîòî÷êîâó ãðàíèöþ � êîíòóð L, ÿêèé âíà-
ñëiäîê ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó â (6) ¹ ðîçâ'ÿç-
êîì ðiâíÿííÿ (1).

Íåïåðåðâíiñòü êîíòóðó L äîâîäèòüñÿ ïî-
äiáíî äî [4,5]. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿäà¹ìî ñòðè-
áîê ôóíêöi¨ L â òî÷öi θ ∈ S:

jmp L(θ) = lim sup
θ1,θ2→θ

(L(θ2)− L(θ1)).

Íåõàé Lsup = sup
θ∈S

L(θ) ∈ R. Äëÿ áóäü-ÿêîãî
çàäàíîãî ε > 0 çíàéäóòüñÿ n ≥ 1 òà θ0 ∈ S
òàêi, ùî Ln(θ0) > Lsup − ε. Îñêiëüêè êîí-
òóð Ln íåïåðåðâíèé, iñíó¹ îêië I ⊂ S òî-
÷êè θ0 òàêèé, ùî Ln(θ) ≥ Lsup − ε äëÿ âñiõ
θ ∈ I. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî Lsup − ε ≤
L(θ) ≤ Lsup i îòæå jmp L(θ) ≤ ε äëÿ âñiõ
θ ∈ I. Äëÿ L(θ2) > L(θ1) ìà¹ìî L(Tθ2) −
L(Tθ1) = L(θ2) + G(θ2, L(θ2)) − L(θ1) −
G(θ1, L(θ1)) ≤ L(θ2) − L(θ1) + G(θ2, L(θ2)) −
G(θ1, L(θ2)). Âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi G çái-
æíiñòü lim

θi→θ
G(θi, x) = G(θ, x), i ∈ {1, 2}, ¹

ðiâíîìiðíîþ çà x íà îáìåæåíèõ ïðîìiæêàõ.
Îñêiëüêè êîíòóð L îáìåæåíèé, òî ç öüîãî
âèïëèâà¹ lim

θ1,θ2→θ
(G(θ2, L(θ2))−G(θ1, L(θ2))) =

0, à òîìó jmp L(Tθ) ≤ jmp L(θ), θ ∈ S.
Îñêiëüêè ρ iððàöiîíàëüíå, ìíîæèíà òî÷îê
{Tmθ |m ≥ 0, θ ∈ I} ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñóöiëüíå
êîëî S. Îòæå, jmp L(θ) ≤ ε äëÿ âñiõ θ ∈ S.
Àëå ε > 0 ìè âçÿëè äîâiëüíå, òîìó íàñïðàâäi
jmp L(θ) ≡ 0, òîáòî êîíòóð L íåïåðåðâíèé.

Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.
4. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.
Íåõàé f1 òà f2 � äâà íåïåðåðâíi ðîçâ'ÿçêè
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ðiâíÿííÿ (1), (2), i d = max
θ∈S

(f2(θ)−f1(θ)) > 0,
à θ0 ∈ S � ÿêàñü òî÷êà, â ÿêié öåé ìàêñèìóì
äîñÿãà¹òüñÿ. Ç ðiâíÿííÿ (1) âèïëèâà¹, ùî
f2(T

−1θ0)+G(T−1θ0, f2(T
−1θ0))−f1(T

−1θ0)−
G(T−1θ0, f1(T

−1θ0)) = f2(θ0)−f1(θ0) = d > 0,
çâiäêè ç óðàõóâàííÿì îáìåæåíü (2) äiñòà¹-
ìî f2(T

−1θ0) > f1(T
−1θ0) i äàëi f2(T

−1θ0) −
f1(T

−1θ0) ≥ d, îòæå f2(T
−1θ0)− f1(T

−1θ0) =
d. Òàêèì ÷èíîì ìè ïîêàçàëè, ùî ÿêùî äîäà-
òíèé ìàêñèìóì ðiçíèöi f2− f1 äîñÿãà¹òüñÿ â
òî÷öi θ0 ∈ S, òî âií òàêîæ äîñÿãà¹òüñÿ â òî-
÷öi θ−1 = T−1θ0. Çà iíäóêöi¹þ îòðèìó¹ìî,
ùî f2(θ−n) − f1(θ−n) = d äëÿ âñiõ n ≥ 0, äå
θ−n = T−nθ0. Îñêiëüêè ρ iððàöiîíàëüíå, òðà-
¹êòîðiÿ θ−n = T−nθ0, n ≥ 0, ñêðiçü ùiëüíà
â S, òîìó çà íåïåðåðâíiñòþ f1 òà f2 ìà¹ìî
ðiâíiñòü f2(θ)− f1(θ) = d äëÿ âñiõ θ ∈ S.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ðiâíÿííÿ (1), ç äîâå-
äåíî¨ ðiâíîñòi f2 = f1 + d äiñòà¹ìî, ùî
G(θ, f1(θ) + d) = G(θ, f1(θ)) äëÿ âñiõ θ ∈
S. Îáìåæåííÿ (2) òÿãíóòü çà ñîáîþ òå,
ùî ôóíêöi¨ G(θ, ·) ¹ ñòàëèìè íà âiäðiçêàõ
[f1(θ), f1(θ) + d], θ ∈ S, i ðiâíÿííÿ (1) äà¹
äëÿ íèõ ôîðìóëó G(θ, x) = f1(Tθ) − f1(θ),
x ∈ [f1(θ), f1(θ) + d], θ ∈ S. Ç öüîãî çîêðå-
ìà âèïëèâà¹, ùî ôóíêöi¨ âèãëÿäó f1 + c ¹
ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (1), (2) äëÿ âñiõ 0 ≤
c ≤ d.

Òàêèì ÷èíîì ìè äîâåëè, ùî áóäü-ÿêi íå-
ïåðåðâíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1), (2) âiäði-
çíÿþòüñÿ íà àäèòèâíó êîíñòàíòó, äî òîãî æ
ÿêùî ôóíêöi¨ f1 òà f1 + d ¹ ðîçâ'ÿçêàìè, òî
ôóíêöiÿ f1 + c ¹ ðîçâ'ÿçêîì äëÿ êîæíîãî
0 ≤ c ≤ d. Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíî ïåðøå
òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2 (çàìêíåíiñòü ìíîæè-
íè Ξ âèïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi G).

Ç òåîðåìè 1 çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó m >
0 àáî M < 0 ìíîæèíà Ξ ¹ ïîðîæíîþ, à ó âè-
ïàäêó m < 0 < M âîíà àáî ñêëàäà¹òüñÿ ç
¹äèíî¨ òî÷êè, àáî ¹ ñêií÷åííèì çàìêíåíèì
âiäðiçêîì. ßêùî æ âiäîìî ëèøå, ùî M > 0,
òî çãàäà¹ìî ïðî iñíóâàííÿ òî÷êè x∗ ∈ R òà-
êî¨, ùî

∫
S

G(θ, x∗)dµ > 0 (âîíà âèêîðèñòî-
âóâàëàñÿ ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 1 ó ïîïå-
ðåäíüîìó ïóíêòi), ç ÿêîãî âèïëèâà¹ íåìî-
æëèâiñòü íàÿâíîñòi â (1), (2) íåïåðåðâíîãî
ðîçâ'ÿçêó, ùî ïîâíiñòþ ëåæèòü íèæ÷å çà x∗,

áî öå ïðîòèði÷èëî á ðiâíîñòi (4). Òîìó ó âè-
ïàäêó M > 0 ìíîæèíà Ξ ¹ îáìåæåíîþ çíèçó.
Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî ïðè m < 0 ìíî-
æèíà Ξ ¹ îáìåæåíîþ çãîðè.

Òåîðåìó 2 äîâåäåíî.

5. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.
Ó öüîìó äîâåäåííi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî çà-

ãàëüíi âiäîìîñòi ç òåîði¨ ìiðè, äèâ. [7]. Íå-
õàé f∗ � âèìiðíèé çà µ ðîçâ'ÿçîê (1). Iñíó¹
a0 ∈ R, äëÿ ÿêîãî µ({θ | f∗(θ) ≥ a0}) > 0.

Ïðèïóñòèìî, ùî M > 0. Òîäi, ÿê öå ïî-
êàçàíî â äîâåäåííi òåîðåìè 1, ìîæíà çíà-
éòè íåïåðåðâíèé êîíòóð L0 ≤ a0 òàêèé, ùî
FL0 ≥ L0, à îòæå, âñÿ ïîñëiäîâíiñòü íå-
ïåðåðâíèõ êîíòóðiâ Ln = FnL0, n ≥ 0,
¹ íåñïàäíîþ. Âîíà ìà¹ ïîòî÷êîâó ãðàíèöþ
L : S → (−∞, +∞]. Ïîêàæåìî, ùî f∗ ≥ L
ì. ñ. (ùî îçíà÷à¹ �ìàéæå ñêðiçü íà S�).

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó B =
{θ | f∗(θ) ≥ L0(θ)} ⊂ S. Çà âèáîðîì ÷è-
ñëà a0 ìà¹ìî µ(B) > 0. Ìíîæèíà B∗ =⋃+∞

n=0 T nB âèìiðíà i ìiñòèòü B, òîìó µ(B∗) >

0. Ìíîæèíà B∗∗ =
⋂+∞

m=0 TmB∗ òàêîæ âè-
ìiðíà i µ(B∗∗) = lim

m→+∞
µ(TmB∗) = µ(B∗) >

0, îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí TmB∗ =⋃+∞
n=m T nB, m ≥ 0, ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ,

à ìiðà µ iíâàðiàíòíà âiäíîñíî T . Ëåãêî ïå-
ðåêîíàòèñÿ, ùî ìíîæèíà B∗∗ ⊂ S iíâàðiàí-
òíà âiäíîñíî T , òîìó âíàñëiäîê ñòðîãî¨ åð-
ãîäè÷íîñòi T ìà¹ìî µ(B∗∗) = 1. Çà çìiñòîì
îçíà÷åííÿ ìíîæèíè B∗∗, íàëåæíiñòü θ ∈ B∗∗
îçíà÷à¹, ùî ∀m ≥ 0 ∃n ≥ m : T−nθ ∈ B,
òîáòî f∗(T−nθ) ≥ L0(T

−nθ), à îòæå, f∗(θ) ≥
Ln(θ). Îñêiëüêè îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó-
¹òüñÿ äëÿ ÿê çàâãîäíî âåëèêîãî n, ç íå¨ âè-
ïëèâà¹, ùî äiéñíî f∗(θ) ≥ L(θ), θ ∈ B∗∗.

Ó âèïàäêó m > 0 ïîìiòèìî, ùî ç äî-
âåäåíîãî âèïëèâà¹ f∗ ≥ L0 ì. ñ. Ïîêëà-
äåìî gn = min{f∗, L0 + n}, n ≥ 0. Îçíà-
÷åíà ïîñëiäîâíiñòü âèìiðíèõ ôóíêöié ¹ íå-
ñïàäíîþ, i g0 = L0 ì. ñ. Âiäïîâiäíî, ïî-
ñëiäîâíiñòü ôóíêöié Gn = G(·, gn(·)) ¹ íå-
çðîñòàþ÷îþ i îáìåæåíîþ çãîðè ì. ñ. íåïå-
ðåðâíîþ ôóíêöi¹þ G0 = G(·, L0(·)). Ìà¹ìî
lim

n→+∞
Gn(θ) = G(θ, f∗(θ)), θ ∈ S. Çà òåî-

ðåìîþ ïðî iíòåãðóâàííÿ ìîíîòîííî¨ ïîñëi-
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äîâíîñòi
∫
S

G(θ, f∗(θ))dµ = lim
n→+∞

∫
S

Gn(θ)dµ,

i ç îöiíîê m ≤ ∫
S

G(θ, max
τ∈S

L0(τ) + n)dµ ≤
∫
S

Gn(θ)dµ ≤ ∫
S

G0(θ)dµ < +∞ âèïëèâà¹, ùî

0 < m ≤ ∫
S

G(θ, f∗(θ))dµ < +∞. Àëå çà òåî-

ðåìîþ 1 ç [6] ïîâèííî áóòè
∫
S

G(θ, f∗(θ))dµ =

0. Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü, ùî ïðè
M ≥ m > 0 ðiâíÿííÿ (1) íå ìà¹ âèìiðíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ òàêèé ñàìèé ðå-
çóëüòàò äëÿ m ≤ M < 0.

Ó âèïàäêó m < 0 < M êîíòóð L ¹ íåïå-
ðåðâíèì ðîçâ'ÿçêîì (1), i àíàëîãi÷íî äî íüî-
ãî ìîæíà ïîáóäóâàòè íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê
U òàêèé, ùî f∗ ≤ U ì. ñ. Âiäïîâiäíî äî òå-
îðåìè 2 ìà¹ìî L = f0 + C1, U = f0 + C2,
i íåïåðåðâíèé êîíòóð f0 + C ¹ ðîçâ'ÿçêîì
äëÿ áóäü-ÿêîãî C ∈ [C1, C2]. Îñêiëüêè òðà-
¹êòîðiÿ F íå ìîæå ïåðåñòðèáíóòè ÷åðåç ií-
âàðiàíòíèé êîíòóð, à T ñòðîãî åðãîäè÷íèé,
òî äëÿ êîæíîãî C ∈ [C1, C2] õî÷à á îäíà ç
íåðiâíîñòåé f∗ ≤ f0 + C òà f∗ ≥ f0 + C âè-
êîíó¹òüñÿ ì. ñ. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî iñíó¹
C∗ ∈ [C1, C2] òàêå, ùî f∗ = f0 + C∗ ì. ñ.

Òåîðåìó 3 äîâåäåíî.
6. Ïðèêiíöåâi çàóâàæåííÿ.
Ïiäñóìîâóþ÷è, ¹ ñåíñ îïèñàòè ñèòóàöiþ

â ðiçíèõ âèïàäêàõ, îá'¹äíàíèõ ôîðìóëþâàí-
íÿìè ùîéíî äîâåäåíèõ òåîðåì. Óñi íàñòóïíi
òâåðäæåííÿ ¹ ëîãi÷íèìè íàñëiäêàìè òåîðåì
1�3.

Ó âèïàäêó m > 0 àáî M < 0 ìíîæèíà
Ξ ïîðîæíÿ; óñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1), (2) ¹
íåâèìiðíèìè.

Ó âèïàäêó m = 0 àáî M = 0 íåïåðåðâíi
ðîçâ'ÿçêè ïiäãîìîëîãi÷íîãî ðiâíÿííÿ (1), (2)
ìîæóòü ÿê iñíóâàòè, òàê i íå iñíóâàòè. Êðiì
òîãî, ìîæóòü iñíóâàòè âèìiðíi ðîçâ'ÿçêè, ÿêi
íå äîðiâíþþòü ìàéæå ñêðiçü íåïåðåðâíèì (i
íàâiòü íå ¹ iíòåãðîâíèìè çà Ëåáåãîì). Âiä-
ïîâiäíi ïðèêëàäè äà¹ ãîìîëîãi÷íå ðiâíÿííÿ
(3), äîñëiäæåíå â [6].

ßêùî æ m < 0 < M , òî ãîëîâíèì ¹ âè-
ïàäîê, êîëè ìíîæèíà Ξ ñêëàäà¹òüñÿ ç ¹äè-
íî¨ òî÷êè, òîäi ÿê âèïàäîê ïðîìiæêó íåíó-

ëüîâî¨ äîâæèíè ¹ âèðîäæåíèì, ìàþ÷è ìi-
ñöå ëèøå äëÿ ôóíêöié G ñïåöiàëüíîãî âè-
ãëÿäó, à ñàìå � òîäi, êîëè âñåðåäèíi ñìó-
ãè {(θ, x) | θ ∈ S, x − f0(θ) ∈ Ξ} ðiâíÿííÿ
(1), (2) ¹ ãîìîëîãi÷íèì, ìàþ÷è âèãëÿä (3)
iç F = f0 ◦ T − f0.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî êîíòóðè L òà U ç
äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 ó âèïàäêó m < 0 < M
¹ âëàñíå êîíòóðàìè f0 + min Ξ òà f0 + max Ξ
ç òåîðåìè 2 âiäïîâiäíî.

Âñi áîðåëiâñüêi ìíîæèíè ¹ âèìiðíèìè çà
µ, îòæå òåîðåìà 3 çàëèøàòèìåòüñÿ âiðíîþ,
ÿêùî â ¨¨ ôîðìóëþâàííi çàìiíèòè ñëîâà �âè-
ìiðíèé çà µ� ñëîâîì �áîðåëiâñüêèé�.
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