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КРИТЕРIЙ IСНУВАННЯ УНIВЕРСАЛЬНОГО ПЕРЕТВОРЕННЯ
КООРДИНАТ У КIНЕМАТИЧНИХ МIНЛИВИХ МНОЖИНАХ

Дана робота присвячена дослiдженню кiнематичних мiнливих множин (“абстрактних кi-
нематик”), тобто математичних об’єктiв, в яких мiнливi множини оснащенi рiзноманiтними
геометричними та топологiчними структурами, а саме, метричними, топологiчними, лiнiй-
ними, банаховими, гiльбертовими та iншими просторами. В роботi дано означення реально-
го i унiверсального перетворення координат у кiнематичних мiнливих множинах, а також
встановлено необхiдну i достатню умову iснування унiверсального перетворення координат.
Дослiдження в цьому напрямку можуть бути цiкавими для астрофiзики, оскiльки iснує при-
пущення, що у великих масштабах Всесвiту закони фiзики (зокрема, закони кiнематики)
можуть бути вiдмiнними вiд тих, якi дiють в околi нашої сонячної системи.

This work is devoted to the investigation of kinematic changeable sets (“abstract kinematics”),
that is the mathematical objects, in which changeable sets are equipped with different geometrical
or topological structures, namely metric, topological, linear, Banach, Hilbert and other spaces.
In the paper a definition of actual and universal coordinate transforms in kinematic changeable
sets is presented, and necessary and sufficient condition for the existence of universal coordinate
transform is obtained. Investigations in this direction may be interesting for astrophysics, because
there exists the hypothesis, that in a large scale of the Universe, physical laws (in particular, the
laws of kinematics) may be different from the laws, acting in a neighborhood of our solar System.

1. Вступнi зауваження. Питання про
загальний вигляд довiльних просторово-
часових перетворень координат для iнерцiй-
них систем вiдлiку у випадку, коли простiр
геометричних змiнних є тривимiрним i ев-
клiдовим, дослiджувалось в роботi [1]. Ча-
стинним випадком перетворень координат
[1] є (тривимiрнi) класичнi, а також узагаль-
ненi [2–4] перетворення Лоренца (для систем
вiдлiку, що рухаються зi швидкiстю, бiль-
шою за швидкiсть свiтла). В [5,6] було да-
но загальне означення лiнiйних перетворень
координат та узагальнених перетворень Ло-
ренца у випадку, коли коли простiр геоме-
тричних змiнних є довiльним дiйсним гiль-
бертовим простором.

Дана робота присвячена дослiдженню аб-
страктних перетворень координат у кiне-
матичних мiнливих множинах i базується
на загальнiй теорiї мiнливих множин [7–10].
Для розумiння подальшого тексту ознайом-
лення хоча б з однiєю iз цих робiт є необ-
хiдним. Слiд зазначити, що математичний
апарат робiт [1–6] не базується на теорiї мiн-

ливих множин, що iстотно зменшує його за-
гальнiсть, зокрема дає змогу вивчати лише
унiверсальнi перетворення координат.

2. Основнi поняття i позначення теорiї мiн-
ливих множин. Мiнливi та базовi мiнли-
вi множини позначатимемо великими калi-
графiчними або готичними буквами. Нада-
лi, для довiльної базової мiнливої множини
B будемо використовувати такi позначення:

Bs(B) – базова множина, або множина всiх
елементарних станiв B.

Bs(B) – множина всiх елементарно-часових
станiв B.

Tm(B) – множина моментiв часу B.
≤B – вiдношення часового порядку B.
Tm(B) = (Tm(B),≤B).
Bs←
B
– напрямне вiдношення змiн B.

Bs←
B
– база елементарних процесiв B.
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Елементи множин Bs(B) та Bs(B) буде-
мо називати, вiдповiдно, елементарними та
елементарно-часовими станами B.

Безпосередньо з [11, означення 2.4], [8,
definition 7.4] випливають наступнi власти-
востi довiльної базової мiнливої множини B.

Властивостi 1. 1. Bs←
B

— рефлексивне бi-
нарне вiдношення, задане на Bs(B),
тобто для довiльного елементарного
стану x ∈ Bs(B) справедливе спiввiд-
ношення x

Bs←
B

x.

2. ≤B — вiдношення (нестрогого) лiнiйно-
го порядку, задане на Tm(B) (тобто
Tm(B) = (Tm(B),≤B) — лiнiйно упо-
рядкована множина в сенсi [12, с. 12]).

3. Bs(B) ⊆ Tm(B)×Bs(B).

4. Bs←
B

— рефлексивне бiнарне вiдношення
на Bs(B).

Зауваження 1. У тому випадку, коли на-
перед вiдомо, про яку базову мiнливу мно-
жину йде мова у позначеннях ≤B, Bs←

B
, Bs←
B

,
символ “B ” будемо опускати, застосовую-
чи позначення ≤, Bs←, Bs←. У тих випадках,
коли зi змiсту попереднього тексту мо-
жна визначити, що вiдношення Bs←

B
або Bs←

B
застосовуються саме до елементарних чи
елементарно-часових станiв в заданих по-
значеннях послiдовностi символiв “Bs” чи
“Bs” будемо опускати, використовуючи за-
мiсть них позначення ←

B
, чи просто ←.

Нехай, T = (T,≤) — довiльна лiнiйно
упорядкована множина i X — довiльна мно-
жина. Для довiльної пари ω = (t, x) ∈ T×X
будемо використовувати позначення:

bs (ω) := x, tm (ω) := t. (1)

Тут T×X = {(t, x) | t ∈ T, x ∈ X} — де-
картовий добуток множин T i X .

В роботах [8, 11, 13] доведено, що для до-
вiльних базових мiнливих множин B,B1,B2

справджуються такi властивостi:

Властивостi 2. 1. Якщо ω1, ω2 ∈ Bs(B) i
ω2←ω1, то bs (ω2)← bs (ω1) i tm (ω1) ≤
tm (ω2). Якщо, додатково, ω1 6= ω2, то
tm (ω1) < tm (ω2).

2. Для довiльних x1, x2 ∈ Bs(B) умова
x2←x1 має мiсце тодi i тiльки тодi,
коли iснують елементарно-часовi ста-
ни ω1, ω2 ∈ Bs(B) такi, що bs (ω1) = x1,
bs (ω2) = x2 i ω2←ω1.

3. Якщо Tm (B1) = Tm (B2) , Bs (B1) =

Bs (B2) ,
Bs←
B1

=
Bs←
B2

, то B1 = B2.

Надалi, для довiльної мiнливої множини
Z будемо використовувати такi позначення:

Ind (Z) – Множина iндексiв мiнливої мно-
жини Z.

Lk (Z) – Множина областей сприйман-
ня Z.

При цьому для довiльних областей сприйма-
ння l,m ∈ Lk (Z) будемо використовувати
такi позначення:

ind (l) – Iндекс областi сприймання l.

Bs(l), Bs(l), Tm(l), ≤l,
Bs←
l
, Bs←

l
— множина

всiх елементарних станiв l, множина
всiх елементарно-часових станiв l,
множина моментiв часу l, вiдношення
часового порядку l, напрямне вiдноше-
ння змiн l, база елементарних процесiв
l вiдповiдно.

Tm(l) = (Tm(l),≤l).

〈m← l, Z〉 – вiдображення унiфiкацiї з
областi сприймання l в область спри-
ймання m.

Зауваження 2.

1. Безпосередньо з означення мiнливої
множини ([10, означення 3.1], [8, defi-
nition 9.6]) випливає, що для довiльної
областi сприймання l ∈ Lk (Z) довiль-
ної мiнливої множини Z мають мiсце
властивостi 1 та властивостi 2 (з за-
мiною символу “B ” на символ “l”).
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2. При цьому використовуються всi ско-
роченi варiанти позначень, описанi в
зауваженнi 1 (але, з замiною симво-
лу “B ” на символ “l ” i термiну “ба-
зова мiнлива множина” на термiн
“область сприймання”).

Також з означення мiнливої множини ви-
пливають властивостi 3 та твердження 1.

Властивостi 3. Нехай Z — довiльна мiн-
лива множина. Тодi:

1. Множини Lk (Z) та Ind (Z) завжди
непорожнi.

2. Ind (Z) = {ind (l) | l ∈ Lk (Z)}.
3. Для довiльних l,m ∈ Lk (Z) рiвнiсть

l = m має мiсце тодi i тiльки тодi,
коли ind (l) = ind (m).

4. Для довiльних l,m ∈ Lk (Z) вiдображе-
ння унiфiкацiї 〈m← l, Z〉 є вiдображен-
ням з 2Bs(l) в 2Bs(m), де 2M означає мно-
жину всiх пiдмножин множини M.

Твердження 1. Нехай, Z1, Z2 — мiнливi
множини, причому:

1. Lk (Z1) = Lk (Z2).

2. Для довiльних областей сприймання
l,m ∈ Lk (Z1) = Lk (Z2) справедлива
рiвнiсть: 〈m← l,Z1〉 = 〈m← l,Z2〉.

Тодi, Z1 = Z2.

Нехай l,m ∈ Lk (Z) — довiльнi обла-
стi сприймання мiнливої множини Z. Тодi
для довiльної пiдмножини A ⊆ Bs(l) через
〈m← l, Z〉A будемо позначати дiю вiдобра-
ження унiфiкацiї 〈m← l, Z〉 на множину A.
Тобто:

〈m← l, Z〉A := 〈m← l, Z〉 (A).

Якщо вiдомо про яку мiнливу множину Z
йде мова, у позначеннi 〈m← l, Z〉 символ Z
будемо опускати, вживаючи замiсть нього
позначення, 〈m← l〉.

В роботах [8, 10] доведено, що для довiль-
ної мiнливої множин Z справджуються такi
властивостi:

Властивостi 4. 1. Довiльну область
сприймання l ∈ Lk (Z) можна по-
дати у виглядi упорядкованої па-
ри, l = (ind (l) , lˆ), де lˆ є базовою
мiнливою множиною. При цьому
Bs(l) = Bs (lˆ), Bs(l) = Bs (lˆ),
Tm(l) = Tm (lˆ), Tm(l) = Tm (lˆ),
≤l=≤lˆ,

Bs←
l

=
Bs←
lˆ
, Bs←

l
=

Bs←
lˆ

2. Для довiльних l ∈ Lk (Z) i A ⊆ Bs(l)
справедлива рiвнiсть:

〈l← l〉A = A.

3. Якщо l,m ∈ Lk (Z) i A ⊆ B ⊆ Bs(l),
то 〈m← l〉A ⊆ 〈m← l〉B;

4. Для довiльних l,m, p ∈ Lk (Z) i A ⊆
Bs(l) справедливе включення:

〈p←m〉 〈m← l〉A ⊆ 〈p← l〉A.

Означення 1. Мiнливу множину Z буде-
мо називати чiтко видимою, якщо для
довiльних l,m ∈ Lk (Z) i A ⊆ Bs(l) з умови
A 6= ∅ випливає, що 〈m← l〉A 6= ∅.
Зауваження 3. В роботi [9, означення 3.3]
було дано дещо iнше означення чiтко види-
мої мiнливої множини, а мiнливi множи-
ни чiтко видимi в сенсi означення 1 було
названо нормально видимими (див [9, озна-
чення 3.3 та твердження 3.3]), проте з [9,
наслiдок 4.1] випливає, що на рiвнi мiнли-
вих множин поняття нормальної i чiткої
видимостi — еквiвалентнi. Тому означен-
ня 1 еквiвалентне означенню чiтко види-
мих мiнливих множин в [9].

Твердження 2 ([9,8]). Нехай l,m ∈ Lk (Z)
— довiльнi областi сприймання довiльної
чiтко видимої мiнливої множини Z. Тодi
для довiльного ω ∈ Bs(l) iснує, причому єди-
ний елемент ω′ =: 〈! m← l,Z〉ω ∈ Bs(m)
такий, що {ω′} = 〈m← l〉 {ω}.

Таким чином, в чiтко видимiй мiнливiй
множинi для довiльних l, m ∈ Lk (Z) i ω ∈
Bs(l) виконується рiвнiсть:

{〈! m← l,Z〉ω} = 〈m← l〉 {ω} .
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Вiдображення 〈! m← l,Z〉 : Bs(l) 7→ Bs(m)
будемо називати вiдображеннями чiткої
унiфiкацiї . У тих випадках, коли мiнлива
множина Z є наперед заданою, замiсть по-
значення 〈! m← l,Z〉 будемо використовува-
ти позначення 〈! m← l〉 .
Твердження 3 ([9,8]). Нехай l,m ∈ Lk (Z),
де Z — чiтко видима мiнлива множина.
Тодi множини Bs(l) i Bs(m) є рiвнопоту-
жними. При цьому вiдображення:

f(ω) = 〈! m← l〉ω, ω ∈ Bs(l) (2)

є бiєкцiєю (взаємно-однозначною вiдповiднi-
стю) мiж цими множинами.

З властивостi 4(2), а також [9, теореми
5.2, 5.1] або [8, theorems 11.2, 11.1] випли-
вають наступнi властивостi вiдображень чi-
ткої унiфiкацiї у чiтко видимих мiнливих
множинах. У властивостях 5 Z — довiльна
чiтко видима мiнлива множина, i l, m, p ∈
Lk (Z) — довiльнi областi сприймання Z.

Властивостi 5.

1. ∀ ω ∈ Bs(l) 〈! l← l〉ω = ω;

2. ∀ A ⊆ Bs(l)
〈m← l〉A = {〈! m← l〉ω | ω ∈ A};

3. ∀ ω ∈ Bs(l)
〈! p←m〉 〈! m← l〉ω = 〈! p← l〉ω.

3. Математичнi об’єкти для побудови геоме-
тричних оточень мiнливих множин. Даний
роздiл носить суто технiчний характер. В
цьому роздiлi не вводяться нiякi принци-
пово новi поняття, а лише робиться спроба
вкласти найбiльш часто вживанi математи-
чнi простори, якi хоч якимось чином пов’я-
занi з геометрiєю, в одну математичну стру-
ктуру, зручну для побудови абстрактних кi-
нематик.

Означення 2. Трiйку L = (K,⊕,⊗) буде-
мо називати лiнiйною структурою над
множиною X, якщо:

1. K = (K, +K,×K) — поле.
2. ⊕ : X × X 7→ X — бiнарна операцiя над

X;

3. ⊗ : K × X 7→ X — бiнарна операцiя з
K× X в X.

4. Трiйка (X,⊕,⊗) є лiнiйним простором
над полем K.

Якщо K ∈ {R,C}, то лiнiйну структуру
L будемо називати числовою лiнiйною
структурою над X.

Якщо L = (K,⊕,⊗) є лiнiйною структу-
рою над X, то лiнiйний простiр над полем
K, породжений цiєю структурою будемо по-
значати через Lp (X,L):

Lp (X,L) = (X,⊕,⊗) .

Наступне означення базується на конце-
пцiї, що бiльшiсть найбiльш часто вживаних
математичних об’єктiв (в тому числi фун-
кцiї, вiдношення, алгебраїчнi операцiї, упо-
рядкованi пари або набори) є множинами.

Означення 3. Шестiрку множин Q =
(X, T ,L, ρ, ‖·‖ , (·, ·)) будемо називати коор-
динатним простором, якщо виконую-
ться наступнi умови:

1. X 6= ∅.
2. T ∪ L 6= ∅.
3. Якщо T 6= ∅, то T — топологiя на X.
4. Якщо L 6= ∅, то L — числова лiнiйна

структура над X.
5. Якщо L 6= ∅ i T 6= ∅, то пара

(Lp (X,L) , T ) є лiнiйним топологiчним
простором.

6. Якщо ρ 6= ∅, то:

6.1) ρ — метрика на X;
6.2) T 6= ∅;
6.3) топологiя T породжена метри-

кою ρ.

7. Якщо ‖·‖ 6= ∅, то:

7.1) L 6= ∅;
7.2) ‖·‖ — норма на лiнiйному просто-

рi Lp (X,L);
7.3) ρ 6= ∅;
7.4) метрика ρ породжена нормою

‖·‖.
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8. Якщо (·, ·) 6= ∅, то:

8.1) ‖·‖ 6= ∅ (а отже, згiдно з 7.1), i
L 6= ∅);

8.2) (·, ·) — скалярний добуток на лi-
нiйному просторi Lp (X,L);

8.3) норма ‖·‖ породжена скалярним
добутком (·, ·).

Зауваження про позначення. Нехай Q =
(X, T ,L, ρ, ‖·‖ , (·, ·)) — координатний про-
стiр, де у випадку L 6= ∅, L = (K,⊕,⊗) —
числова лiнiйна структура над X. Надалi бу-
демо використовувати такi позначення:

1. Zk(Q) := X (множину Zk(Q) будемо
називати множиною значень коор-
динат Q).

2. T p(Q) := T (T p(Q) будемо називати
топологiєю Q).

3. Ls(Q) := L (Ls(Q) будемо називати
лiнiйною структурою Q).

4. Ps(Q) :=

{
K, Ls(Q) 6= ∅
∅, Ls(Q) = ∅ (Ps(Q)

будемо називати полем скалярiв Q).

5. Для елементiв x1, . . . , xn ∈ Zk(Q),
λ1, . . . , λn ∈ Ps(Q) (n ∈ N) будемо вжи-
вати позначення:

(λ1x1 + · · ·+ λnxn)Q := λ1⊗x1⊕· · ·⊕λn⊗xn.

6. diQ := ρ (diQ будемо називати ди-
станцiєю на Q).

7. ‖·‖Q := ‖·‖ (‖·‖Q будемо називати
нормою на Q).

8. (·, ·)Q := (·, ·) ((·, ·)Q будемо називати
скалярним добутком на Q).

Елементи x ∈ Zk(Q) будемо називати коор-
динатами координатного простору Q, а у
випадку Ls(Q) 6= ∅ цi елементи будемо та-
кож називати векторами (векторними
координатами) Q.

У випадку, коли це не викликає непоро-
зумiнь у позначеннях (λ1x1 + · · ·+ λnxn)Q,
diQ, ‖·‖Q, (·, ·)Q символ Q будемо опуска-
ти, вживаючи замiсть них позначення λ1x1+
· · ·+ λnxn, di, ‖·‖, (·, ·) вiдповiдно.

4. Кiнематичнi мiнливi множини

Означення 4.

1. Пару G0 = (Q, k) будемо називати
геометричним оточенням базової
мiнливої множини B, якщо:

а) Q — координатний простiр;

б) k : Bs(B) 7→ Zk(Q) — вiдображен-
ня з Bs(B) в Zk(Q).

При цьому пару Cb = (B,G0) =
(B, (Q, k)) будемо називати базовою
кiнематичною мiнливою множи-
ною, або, скорочено — базовою кiне-
матичною множиною.

2. Нехай, Z — мiнлива множи-
на. Iндексовану сiм’ю пар виду
G = ((Ql, kl) | l ∈ Lk (Z)) будемо нази-
вати геометричним оточенням
мiнливої множини Z, якщо для до-
вiльної областi сприймання l ∈ Lk (Z)
пара (Ql, kl) є геометричним оточе-
нням базової мiнливої множини lˆ,
породженої областю сприймання l,
тобто якщо пара (lˆ, (Ql, kl)) є базовою
кiнематичною множиною для довiль-
ного l ∈ Lk (Z).
При цьому пару C = (Z,G) будемо
називати кiнематичною мiнли-
вою множиною, або, скорочено —
кiнематичною множиною.

Пiдкреслимо, що в цiй статтi розглядаю-
ться лише кiнематичнi множини зi сталою
(не змiнною в часi) геометрiєю. Такi кiне-
матичнi множини достатнi для побудови аб-
страктних кiнематик в iнерцiйних системах
вiдлiку. Зробивши певну модифiкацiю озна-
чення 4, визначити кiнематичнi множини з
мiнливою геометрiєю, в принципi, можливо.

Система позначень для базових кiнемати-
чних множин Нехай, Cb = (B,G0) де G0 =
(Q, k) — довiльна базова кiнематична мно-
жина. Надалi будемо використовувати на-
ступну систему позначень.
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а) Позначення, iндукованi з теорiї базо-
вих мiнливих множин:

Bs
(
Cb

)
:= Bs(B); Bs

(
Cb

)
:= Bs(B);

Bs←
Cb

:=
Bs←
B

;
Bs←
Cb

:=
Bs←
B

;

Tm
(
Cb

)
:= Tm(B); Tm

(
Cb

)
:= Tm(B);

≤Cb := ≤B;
б) Позначення, iндукованi з позначень

для координатних просторiв:

Zk
(
Cb

)
:= Zk (Q) ; T p

(
Cb

)
:= T p (Q) ;

Ls
(
Cb

)
:= Ls (Q) ; Ps

(
Cb

)
:= Ps (Q) ;

diCb := diQ; ‖·‖Cb := ‖·‖Q ;
(·, ·) Cb := (·, ·)Q .

Також у випадку Ls
(
Cb

) 6= ∅ для
довiльних a1, . . . , an ∈ Zk

(
Cb

)
, λ1, . . . λn ∈

Ps
(
Cb

)
будемо використовувати наступне

позначення:

(λ1a1 + · · ·+ λnan)Cb := (λ1a1 + · · ·+ λnan)Q .

в) Власнi позначення для базових кiнема-
тичних множин:

BE
(
Cb

)
:= B; BG

(
Cb

)
:= Q;

qCb(x) := k(x)
(
x ∈ Bs

(
Cb

))
.

Зауважимо, що функцiя qCb(·) ставить у
вiдповiднiсть кожному елементарному ста-
ну x ∈ Bs

(
Cb

)
його координату qCb(x).

г) Скороченi варiанти позначень

• Використовуються всi скороченi варi-
анти позначень, описанi в зауваженнi 1
(але, з замiною символу “B ” на символ
“Cb” i термiну “базова мiнлива множи-
на” на термiн “базова кiнематична мно-
жина”).

• У тих випадках, коли наперед вiдомо
про яку базову кiнематичну множину
йде мова замiсть позначень diCb , ‖·‖Cb ,
(·, ·) Cb , qCb(x) будемо використовувати
позначення di, ‖·‖, (·, ·), q(x) вiдповiд-
но.

Система позначень для кiнематичних мно-
жин Нехай, C = (Z,G), де G = ((Ql, kl) |
l ∈ Lk (Z)) — кiнематична множина.

а) Множини:

Ind (C) := Ind (Z) ;

Lk (C) := Lk (Z) .

будемо називатимножиною iндексiв
та множиною систем вiдлiку кiне-
матичної множини C (вiдповiдно). При-
чому у випадку кiнематичних множин,
на вiдмiну вiд абстрактних мiнливих
множин буде використовуватись термiн
“система вiдлiку”, а не “область спри-
ймання”.

б) Мiнливу множину

BE (C) := Z
будемо називати базою еволюцiї кiне-
матичної множини C.

в) Для довiльної системи вiдлiку l ∈
Lk (C) = Lk (Z) зберiгаються всi позна-
чення, введенi для областей сприйма-
ння в теорiї мiнливих множин (ind (l),
Bs(l), Bs←

l
, Bs(l), Bs←

l
, Tm(l), Tm(l), ≤l).

г) Для довiльних систем вiдлiку l,m ∈
Lk (C) iндукуються позначення для вiд-
ображень унiфiкацiї:

〈m← l, C〉 := 〈m← l, Z〉 .
Зокрема, у випадку, коли мiнлива мно-
жина Z є чiтко видимою (у цьому ви-
падку будемо говорити, що кiнемати-
чна множина C є чiтко видимою),
вводимо позначення:

〈! m← l, C〉 := 〈! m← l,Z〉 .

д) Для довiльної системи вiдлiку l ∈ Lk (C)
введемо позначення C ¹ l = (lˆ,Gl), де
Gl = (Ql, kl). За означенням кiнемати-
чної множини, для довiльної системи
вiдлiку l ∈ Lk (C) пара C ¹ l є базовою
кiнематичною множиною. Базову кiне-
матичну множину C ¹ l будемо назива-
ти образом кiнематичної множи-
ни C в системi вiдлiку l.
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е) Для довiльної системи вiдлiку l ∈ Lk (C)
введемо наступнi позначення:

Zk(l; C) := Zk (C ¹ l) = Zk (Ql) ;

Ls(l; C) := Ls (C ¹ l) = Ls (Ql) ;

T p(l; C) := T p (C ¹ l) = T p (Ql) ;

Ps(l; C) := Ps (C ¹ l) = Ps (Ql) ;

‖·‖l,C := ‖·‖C¹l = ‖·‖Ql
;

dil (·; C) := diC¹l = diQl
;

(·, ·)l,C := (·, ·)C¹l = (·, ·)Ql
;

BE(l) := BE(C ¹ l) = lˆ;
BG(l; C) := BG(C ¹ l) = Ql.

Також для систем вiдлiку l ∈ Lk (C)
таких, що Ls(l) 6= ∅ i довiльних
a1, . . . , an ∈ Zk(l; C), λ1, . . . λn ∈
Ps(l; C) будемо використовувати насту-
пне позначення:

(λ1a1 + · · ·+ λnan)l,C :=

:= (λ1a1 + · · ·+ λnan)Ql
.

є) Для довiльної системи вiдлiку l ∈ Lk (C)
введемо таке позначення:

ql (x; C) := qC¹l (x) = kl(x), x ∈ Bs (l) .

ж) Скороченi варiанти позначень:

• У тих випадках, коли наперед вiдо-
мо про яку кiнематичну множину C
йде мова замiсть позначень 〈m← l, C〉,
〈! m← l, C〉 , Zk(l; C), Ls(l; C), dil (·; C),
(·, ·)l,C, T p(l; C), Ps(l; C), ‖·‖l,C, BG(l; C),
ql (x; C) будемо використовувати позна-
чення, 〈m← l〉, 〈! m← l〉 , Zk(l), Ls(l),
dil, (·, ·)l, T p(l), Ps(l), ‖·‖l, BG(l), ql (x)
вiдповiдно.

• У тих випадках, коли наперед вiдомо
про яку систему вiдлiку l ∈ Lk (C) йде
мова замiсть позначень dil, ‖·‖l, (·, ·) l,
ql (x), (λ1a1 + · · ·+ λnan)l,C будемо ви-
користовувати позначення di, ‖·‖, (·, ·),
q(x), λ1a1+ · · ·+λnan вiдповiдно. Також
будемо користуватися скороченими ва-
рiантами позначень для областей спри-
ймання мiнливих множин, описаними в
зауваженнi 2 (пункт 2).

5. Елементарнi властивостi кiнематичних
множин

Твердження 4. Нехай, C1, C2 — кiнемати-
чнi множини, причому:

1. Lk (C1) = Lk (C2).

2. Для довiльної системи вiдлiку l ∈
Lk (C1) = Lk (C2) справедлива рiвнiсть,
C1 ¹ l = C2 ¹ l.

3. Для довiльних систем вiдлiку l,m ∈
Lk (C1) = Lk (C2) справедлива рiвнiсть,
〈m← l,C1〉 = 〈m← l,C2〉.

Тодi, C1 = C2.

Доведення.
Нехай, C1 = (Z1,G1), C2 = (Z2,G2),

де G1 =
((

Q
(1)
l , k

(1)
l

)
| l ∈ Lk (Z1)

)
, G2 =((

Q
(2)
l , k

(2)
l

)
| l ∈ Lk (Z2)

)
— кiнематичнi

множини, що задовольняють умови твер-
дження 4. Тодi мiнливi множини Z1 i Z2

задовольняють умови твердження 1. Отже,
Z1 = Z2.

За умовою, для довiльної системи вiд-
лiку l ∈ Lk (Z1) = Lk (Z2), виконується
рiвнiсть C1 ¹ l = C2 ¹ l. Отже, згi-
дно з позначеннями, прийнятими в роздi-
лi 4,

(
lˆ,

(
Q

(1)
l , k

(1)
l

))
= C1 ¹ l = C2 ¹

l =
(
lˆ,

(
Q

(2)
l , k

(2)
l

))
. Тобто,

(
Q

(1)
l , k

(1)
l

)
=(

Q
(2)
l , k

(2)
l

)
(∀l ∈ Lk (Z1) = Lk (Z2)). Звiдси:

G1 =
((

Q
(1)
l , k

(1)
l

)
| l ∈ Lk (Z1)

)

=
((

Q
(2)
l , k

(2)
l

)
| l ∈ Lk (Z2)

)
= G2.

Отже, C1 = (Z1,G1) = (Z2,G2) = C2.

Наслiдок 1. Нехай, C1, C2 — кiнематичнi
множини, причому:

1. Lk (C1) = Lk (C2).

2. Для довiльної системи вiдлiку l ∈
Lk (C1) = Lk (C2) справедливi рiвностi:

BG (l; C1) = BG (l; C2)

ql (x, C1) = ql (x, C2) (∀x ∈ Bs(l)) .
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3. Для довiльних систем вiдлiку l,m ∈
Lk (C1) = Lk (C2) справедлива рiвнiсть,
〈m← l,C1〉 = 〈m← l,C2〉.

Тодi, C1 = C2.

Доведення.
Нехай, кiнематичнi множини C1 i C2 за-

довольняють умови наслiдку. Тодi, згiдно iз
системою позначень, прийнятою в роздiлi 4,
для довiльної системи вiдлiку l ∈ Lk (C1) =
Lk (C2) отримуємо:

C1 ¹ l = (BE(l), (BG (l, C1) , ql (·; C1))) =

= (BE(l), (BG (l, C2) , ql (·; C2))) = C2 ¹ l.

Отже, за твердженням 4, C1 = C2.

Зауваження 4. Iз системи позначень,
прийнятої в роздiлi 4, випливає, що для до-
вiльної кiнематичної множини C зберiга-
ються властивостi 3, властивостi 4 та
твердження 3, а у випадку, коли C є чi-
тко видимою, — властивостi 5 (з замiною
скрiзь символу Z на символ C).

6. Перетворення координат у кiнематичних
множинах. Нехай, Cb – базова кiнематична
множина. Введемо настунi позначення.

1. Множину:

Mk
(
Cb

)
:= Tm

(
Cb

)× Zk
(
Cb

)
,

будемо називати множиною Мiнков-
ського базової кiнематичної множини Cb.

2. Через Q〈Cb〉 будемо позначати вiдобра-
ження з Bs

(
Cb

)
в Mk

(
Cb

)
, що задається

формулою:

Q〈Cb〉(ω) := (tm (ω) , qCb(bs (ω))) ,

ω ∈ Bs
(
Cb

)
.

Для елементарно-часового стану ω ∈
Bs

(
Cb

)
значення Q〈Cb〉(ω) будемо називати

координатами Мiнковського ω.
3. Якщо C — довiльна кiнематична мно-

жина, то для довiльної системи вiдлiку l ∈
Lk (C) вводимо позначення:

Mk(l; C) := Mk (C ¹ l) = Tm(l)× Zk(l).

Q〈l〉(ω; C) := Q〈C¹l〉(ω) = (tm (ω) , ql(bs (ω))) ∈
∈Mk(l; C), ω ∈ Bs(l).

Для елементарно-часового стану ω ∈ Bs (l)
значення Q〈l〉(ω; C) будемо називати коор-
динатами Мiнковського ω у системi
вiдлiку l.

У тих випадках, коли наперед вiдомо, про
яку кiнематичну множину C йде мова, за-
мiсть позначень Mk(l; C), Q〈l〉(ω; C) будемо
використовувати позначення Mk(l), Q〈l〉(ω)
вiдповiдно.

Означення 5. Нехай, C — чiтко видима кi-
нематична множина i l,m ∈ Lk (C) — до-
вiльнi системи вiдлiку C.

1. Вiдображення Q〈m← l〉 ( · ; C) : Bs(l) 7→
Mk(m), що задається формулою:

Q〈m← l〉(ω; C) =

= Q〈m〉(〈! m← l〉ω), ω ∈ Bs(l)

будемо називати реальним перетво-
ренням координат з l в m.
Для елементарно-часового стану ω ∈
Bs (l) значення Q〈m← l〉(ω; C) можна на-
звати координатами Мiнковського ω у
(iншiй) системi вiдлiку m ∈ Lk (C).

2. Вiдображення Q̃ : Mk(l) 7→ Mk(m)
будемо називати унiверсальним пе-
ретворенням координат з l в m,
якщо:

• Q̃ є бiєкцiєю з Mk(l) на Mk(m).
• Для довiльного елементарно-
часового стану ω ∈ Bs(l) справе-
длива рiвнiсть:

Q〈m← l〉(ω; C) = Q̃
(
Q〈l〉(ω)

)
.

3. Будемо говорити, що системи вiдлiку
l,m ∈ Lk (C) допускають унiверса-
лiзацiю перетворення координат,
якщо iснує хоч одне унiверсальне пе-
ретворення координат Q̃ : Mk(l) 7→
Mk(m) з l в m.
Якщо системи вiдлiку l, m ∈ Lk (C) до-
пускають унiверсалiзацiю перетворен-
ня координат будемо використовува-
ти позначення:

l À
C

m,
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у випадку, коли наперед вiдомо, про
яку кiнематичну множину C йде мо-
ва, будемо використовувати позначен-
ня l À m.

4. Iндексовану сiм’ю
(
Q̃m,l

)
l,m∈Lk(C)

буде-

мо називати унiверсальним пере-
творенням координат для кiне-
матичної множини C, якщо:

• Для довiльних l, m ∈ Lk (C) Q̃m,l є
унiверсальним перетворенням ко-
ординат з l в m.

• Для довiльних l,m, p ∈ Lk (C) i w ∈
Mk(l) справедливi рiвностi:

Q̃l,l(w) = w;

Q̃p,m

(
Q̃m,l(w)

)
= Q̃p,l(w).

5. Будемо говорити, що кiнематична
множина C допускає унiверсаль-
не перетворення координат, якщо
iснує хоч одне унiверсальне перетворе-
ння координат

(
Q̃m,l

)
l,m∈Lk(C)

для C.

Зауваження 5. У тих випадках, коли на-
перед вiдомо, про яку кiнематичну мно-
жину C йде мова, замiсть позначення
Q〈m← l〉(ω; C) будемо використовувати по-
значення Q〈m← l〉(ω).

Твердження 5. Нехай C — чiтко видима
кiнематична множина. Тодi:

1. Для довiльного l ∈ Lk (C) тотожне
вiдображення на Mk(l):

Il(w) := w, w ∈Mk(l)

є унiверсальним перетворенням коор-
динат з l в l.

2. Якщо Q̃ — унiверсальне перетворен-
ня координат з l в m (l,m ∈ Lk (C)),
то Q̃[−1] — унiверсальне перетворен-
ня координат з m в l (вiдображення
Q̃[−1], обернене до Q̃ iснує, оскiльки, за
означенням 5, пункт 2, Q̃ є бiєкцiєю з
Mk(l) на Mk(m)).

3. Якщо Q̃(m,l) є унiверсальним перетворе-
нням координат з l в m, а Q̃(p,m) — унi-
версальним перетворенням координат
з m в p (l, m, p ∈ Lk (C)), то компози-
цiя вiдображень Q̃(p,m) i Q̃(m,l), тобто
вiдображення:

Q̃(p,l)(w) = Q̃(p,m)
(
Q̃(m,l)(w)

)
,

w ∈Mk(l).

є унiверсальним перетворенням коор-
динат з l в p.

Доведення.
1. Нехай, l ∈ Lk (C). Очевидно, що вiд-

ображення Il є бiєкцiєю зMk(l) наMk(l). Ви-
користовуючи означення 5 (пункт 1) та вла-
стивiсть 5(1), для довiльного елементарно-
часового стану ω ∈ Bs(l) отримуємо:

Q〈l← l〉(ω) = Q〈l〉(〈! l← l〉ω) =

= Q〈l〉(ω) = Il
(
Q〈l〉(ω)

)
.

Отже, за означенням 5 (пункт 2), Il є унi-
версальним перетворенням координат з l в
l.

2. Нехай, Q̃ — унiверсальне перетворен-
ня координат з l в m (l,m ∈ Lk (C)). Тодi,
для довiльного ω ∈ Bs(l), за означенням 5
(пункти 1 та 2), отримуємо:

Q〈m〉 (〈! m← l〉ω) = Q〈m← l〉(ω) =

= Q̃
(
Q〈l〉(ω)

)
.

Звiдси:

Q〈l〉(ω) = Q̃[−1]
(
Q〈m〉 (〈! m← l〉ω)

)
.

Отже, для довiльного ω1 ∈ Bs(m)
(〈! l←m〉ω1 ∈ Bs(l)), внаслiдок власти-
востей 5(1,3) будемо мати:

Q〈l〉 (〈! l←m〉ω1) =

= Q̃[−1]
(
Q〈m〉 (〈! m← l〉 〈! l←m〉ω1)

)
=

= Q̃[−1]
(
Q〈m〉 (〈! m←m〉ω1)

)
=

= Q̃[−1]
(
Q〈m〉 (ω1)

)
.

Тобто, за означенням 5 (пункт 1):

Q〈l←m〉 (ω1) = Q̃[−1]
(
Q〈m〉 (ω1)

)

(∀ω1 ∈ Bs(m)) .
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Отже, за означенням 5 (пункт 2), Q̃[−1] є унi-
версальним перетворенням координат з m в
l.

3. Нехай, Q̃(m,l) є унiверсальним перетво-
ренням координат з l в m, а Q̃(p,m) — унi-
версальним перетворенням координат з m в
p (l,m, p ∈ Lk (C)). Покладемо: Q̃(p,l)(w) :=

Q̃(p,m)
(
Q̃(m,l)(w)

)
, w ∈ Mk(l). Очевидно, що

вiдображення Q̃(p,l) є бiєкцiєю з Mk(l) на
Mk(p). При цьому, використовуючи означе-
ння 5, пункти 1,2 та властивостi 5, для до-
вiльного ω ∈ Bs(l) отримуємо:

Q〈p← l〉(ω) = Q〈p〉 (〈! p← l〉ω) =

= Q〈p〉 (〈! p←m〉 〈! m← l〉ω) =

= Q〈p←m〉 (〈! m← l〉ω) =

= Q̃(p,m)
(
Q〈m〉 (〈! m← l〉ω)

)
=

= Q̃(p,m)
(
Q〈m← l〉(ω)

)
=

= Q̃(p,m)
(
Q̃(m,l)

(
Q〈l〉(ω)

))
=

= Q̃(p,l)
(
Q〈l〉(ω)

)
.

Отже, за означенням 5, пункт 2, Q̃(p,l) є унi-
версальним перетворенням координат з l в
p.

З твердження 5 випливає такий наслiдок:

Наслiдок 2. Вiдношення À є вiдношен-
ням еквiвалентностi на множинi Lk (C)
систем вiдлiку довiльної чiтко видимої кi-
нематичної множини C.

Твердження 6. Для довiльної чiтко ви-
димої кiнематичної множини C наступнi
твердження рiвносильнi:

1. C допускає унiверсальне перетворення
координат.

2. Для довiльних систем вiдлiку l,m ∈
Lk (C) має мiсце спiввiдношення l À m
(тобто довiльнi двi системи вiдлiку
l,m ∈ Lk (C) допускають унiверсалiза-
цiю перетворення координат).

3. Iснує система вiдлiку l ∈ Lk (C) та-
ка, що для довiльної системи вiдлiку
m ∈ Lk (C) виконується спiввiдношен-
ня l À m.

Доведення.
1. Iмплiкацiя 1 =⇒ 2 випливає з означен-

ня 5, пункти 3 i 4.
2. За властивiстю 3(1), множина Lk (C)

— непорожня. Тому, для того, щоб переко-
натись у справедливостi iмплiкацiї 2 =⇒ 3
досить зафiксувати довiльну систему вiдлi-
ку l ∈ Lk (C).

3. Отже, залишилось довести iмплiка-
цiю 3 =⇒ 1. Нехай iснує система вiдлiку
l ∈ Lk (C) така, що для довiльної m ∈
Lk (C) виконується спiввiдношення l À m.
Тодi, для довiльної системи вiдлiку m ∈
Lk (C) iснує унiверсальне перетворення ко-
ординат Q(m,l) : Mk(l) 7→ Mk(m). Для до-
вiльних систем вiдлiку m, p ∈ Lk (C) покла-
демо:

Q̃p,m(w) := Q(p,l)
((

Q(m,l)
)[−1]

(w)
)

, (3)

w ∈Mk(m).

Згiдно з твердженням 5 (пункти 2 i 3), для
довiльних m, p ∈ Lk (C) вiдображення Q̃p,m :
Mk(m) 7→Mk(p) є унiверсальним перетворе-
нням координат з m в p. Крiм того, згiдно з
рiвнiстю (3), для довiльних m, p, k ∈ Lk (C) i
w ∈Mk(m) отримуємо:

Q̃m,m(w) = Q(m,l)
((

Q(m,l)
)[−1]

(w)
)

= w;

Q̃k,p

(
Q̃p,m(w)

)
= Q(k,l)

((
Q(p,l)

)[−1]

(
Q(p,l)

((
Q(m,l)

)[−1]
(w)

)))
=

= Q(k,l)
((

Q(m,l)
)[−1]

(w)
)

=

= Q̃k,m(w).

Отже, за означенням 5 (пункт 4), сiм’я вiд-
ображень

(
Q̃p,m

)
m,p∈Lk(C)

є унiверсальним

перетворенням координат для кiнематичної
множини C. Тому, за означенням 5 (пункт
5), кiнематична множина C допускає унiвер-
сальне перетворення координат.

Нехай, Cb — базова кiнематична множи-
на. Для довiльної множини A ⊆ Bs

(
Cb

)
по-
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кладемо:

trjCb [A] := Q〈Cb〉(A) =

=
{
Q〈Cb〉(ω) | ω ∈ A

}
⊆Mk

(
Cb

)
. (4)

Множину trjCb [A] будемо називати трає-
кторiєю множини A ⊆ Bs

(
Cb

)
. Для до-

вiльної базової кiнематичної множини Cb по-
кладемо:

Trj
(
Cb

)
:= trjCb

[
Bs

(
Cb

)]
=

=
{
Q〈Cb〉(ω) | ω ∈ Bs

(
Cb

)} ⊆Mk
(
Cb

)
,

Trj
(
Cb

)
:= Mk

(
Cb

) \ Trj
(
Cb

)
.

Множину Trj
(
Cb

)
будемо називати (за-

гальною) траєкторiєю базової кiнемати-
чної множини Cb, а множину Trj

(
Cb

)
— до-

повненням (загальної) траєкторiї Cb.
Вiдповiдно для довiльної системи вiдлiку
l ∈ Lk (C) довiльної кiнематичної множини
C можна визначити траєкторiєю довiльної
мiнливої системи A ⊆ Bs(l), а також загаль-
ну траєкторiю i доповнення загальної трає-
кторiї системи вiдлiку l:

trjl [A; C] := trjC¹l [A] =
{
Q〈l〉(ω) | ω ∈ A

}
;

Trj(l; C) := Trj(C ¹ l)

=
{
Q〈l〉(ω) | ω ∈ Bs(l)

}
; (5)

Trj(l; C) := Trj(C ¹ l) = Mk(l) \ Trj(l; C)

(у тих випадках, коли кiнематична множи-
на C є наперед вiдомою, замiсть позначень
trjl [A; C], Trj(l; C), Trj(l; C) будемо викори-
стовувати позначення trjl [A], Trj(l), Trj(l)
вiдповiдно).

Наступна теорема встановлює необхiдну
i достатню ознаку iснування унiверсального
перетворення координат мiж системами вiд-
лiку чiтко видимої кiнематичної множини.

Теорема 1. Нехай C — чiтко видима кiне-
матична множина i l,m ∈ Lk (C) — довiль-
нi фiксованi системи вiдлiку C.

Системи вiдлiку l,m допускають унiвер-
салiзацiю перетворення координат (тобто
l À m) тодi i тiльки тодi, коли виконую-
ться наступнi умови:

1. card
(
Trj(l)

)
= card

(
Trj(m)

)
, де

card(M) означає потужнiсть мно-
жини M.

2. Для довiльних ω1, ω2 ∈ Bs(l) рiвнiсть
Q〈m← l〉 (ω1) = Q〈m← l〉 (ω2) справедлива
тодi i тiльки тодi, коли Q〈l〉 (ω1) =
Q〈l〉 (ω2).

Доведення.
1. Нехай l,m ∈ Lk (C) i l À m. То-

дi, за означенням 5 iснує бiєкцiя Q̃ :
Mk(l) 7→ Mk(m) така, що для довiльного
елементарно-часового стану ω ∈ Bs(l) спра-
ведлива рiвнiсть:

Q〈m← l〉(ω) = Q̃
(
Q〈l〉(ω)

)
. (6)

1.а) Використовуючи означення загальної
траєкторiї системи вiдлiку (див. (5)), вла-
стивостi 5(1,3) означення 5 (пункт 1) та рiв-
нiсть (6) отримуємо:

Trj(m) =
{
Q〈m〉(ω) | ω ∈ Bs(m)

}
=

=
{
Q〈m〉 (〈! m← l〉〈! l←m〉ω) | ω ∈ Bs(m)

}
=

=
{
Q〈m〉 (〈! m← l〉ω1) | ω1 ∈ Bs(l)

}
=

=
{
Q〈m← l〉 (ω1) | ω1 ∈ Bs(l)

}
=

=
{

Q̃
(
Q〈l〉 (ω1)

) | ω1 ∈ Bs(l)
}

=

= Q̃(Trj(l)).

Згiдно з рiвностями (5), враховуючи, що Q̃
— бiєкцiя мiж Mk(l) та Mk(m), отримуємо:

Trj(m) = Mk(m) \ Trj(m) =

= Q̃(Mk(l)) \ Q̃(Trj(l)) =

= Q̃(Mk(l) \ Trj(l)) = Q̃(Trj(l)).

Звiдси, оскiльки Q̃ — бiєкцiя, випливає, що
card

(
Trj(m)

)
= card

(
Trj(l)

)
.

1.б) Нехай, ω1, ω2 ∈ Bs(l) i Q〈l〉 (ω1) =
Q〈l〉 (ω2). Тодi, згiдно (6):

Q〈m← l〉 (ω1) = Q̃
(
Q〈l〉 (ω1)

)
=

= Q̃
(
Q〈l〉 (ω2)

)
= Q〈m← l〉 (ω2) .

Навпаки, якщо Q〈m← l〉 (ω1) = Q〈m← l〉 (ω2),
то, згiдно (6), Q̃

(
Q〈l〉 (ω1)

)
= Q̃

(
Q〈l〉 (ω2)

)
,
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а отже, оскiльки Q̃ — бiєкцiя, Q〈l〉 (ω1) =
Q〈l〉 (ω2).

2. Навпаки, нехай для систем вiдлiку
l,m ∈ Lk (C) виконуються умови 1,2 да-
ної теореми. Для w = Q〈l〉ω ∈ Trj(l), де
ω ∈ Bs(l) покладемо:

Q̃0(w) := Q〈m← l〉(ω). (7)

З означення (5) траєкторiї системи вiдлiку
та другої умови даної теореми випливає, що
формула (7) коректним чином визначає вiд-
ображення Q̃0 : Trj(l) 7→ Mk(m). Доведемо,
що це вiдображення є бiєкцiєю мiж Trj(l) i
Trj(m). Згiдно з означенням 5 (пункт 1) та
рiвностями (5), для довiльного w = Q〈l〉ω ∈
Trj(l) (ω ∈ Bs(l)), отримуємо,

Q̃0(w) = Q〈m← l〉(ω) =

= Q〈m〉 (〈! m← l〉ω) ∈ Trj(m). (8)

Крiм того, використовуючи властивостi 5,
для довiльного w1 = Q〈m〉 (ω1) ∈ Trj(m)
(ω1 ∈ Bs(m)) отримуємо:

w1 = Q〈m〉 (ω1) =

= Q〈m〉 (〈! m← l〉 〈! l←m〉ω1) =

= Q〈m← l〉 (〈! l←m〉ω1) =

= Q̃0

(
Q〈l〉 (〈! l←m〉ω1)

)
, (9)

де Q〈l〉 (〈! l←m〉ω1) ∈ Trj(l).

Iз спiввiдношень (8) та (9) випливає, що Q̃0

є вiдображенням з Trj(l) на Trj(m). З другої
умови теореми випливає, що для довiльних
w, w′ ∈ Trj(l) таких, що w 6= w′ виконується
умова Q̃0(w) 6= Q̃0(w

′). Отже, вiдображення
Q̃0 є бiєкцiєю мiж Trj(l) та Trj(m).

За умовою теореми, множини Trj(l) та
Trj(m) — рiвнопотужнi. Тому, iснує бiє-
кцiя Q̃1 : Trj(l) 7→ Trj(m) мiж Trj(l)
i Trj(m). Враховуючи, що, за означенням
загальної траєкторiї системи вiдлiку (5),
Trj(l) t Trj(l) = Mk(l) (де символ “t” озна-
чає диз’юнктне об’єднання), для ω ∈ Mk(l)
покладемо:

Q̃(w) :=

{
Q̃0(w), w ∈ Trj(l)

Q̃1(w), w ∈ Trj(l).
(10)

Оскiльки (згiдно з доведеним вище) Q̃0 є
бiєкцiєю мiж Trj(l) та Trj(m), а Q̃1 — бiє-
кцiєю мiж Trj(l) та Trj(m), то Q̃ є бiєкцi-
єю мiж Mk(l) = Trj(l) t Trj(l) та Mk(m) =
Trj(m) t Trj(m). Крiм того, для довiльного
ω ∈ Bs(l), за означенням вiдображень Q̃ та
Q̃0 отримуємо:

Q̃
(
Q〈l〉ω

)
= Q̃0

(
Q〈l〉ω

)
= Q〈m← l〉(ω).

Отже, за означенням 5 (пункт 2), Q̃ є унi-
версальним перетворенням координат з l в
m.

Зауваження 6. З доведення теореми 1
(рiвнiсть (10)) випливає, що у випадку, ко-
ли умови 1,2 цiєї теореми виконуються,
унiверсальне перетворення координат мiж
системами вiдлiку l, m визначається нео-
днозначно. А саме, коли Trj(l) та Trj(m)
мiстять бiльше, нiж один елемент, iснує
бiльше, нiж одне унiверсальне перетворен-
ня координат з l в m, оскiльки iснує бiльше,
нiж одна бiєкцiя Q̃1 : Trj(l) 7→ Trj(m).

Наслiдок 3. Для довiльної чiтко видимої
кiнематичної множини C наступнi твер-
дження рiвносильнi:

1. C допускає унiверсальне перетворення
координат.

2. Довiльнi системи вiдлiку l,m ∈ Lk (C)
задовольняють умови 1,2 теореми 1.

3. Iснує система вiдлiку l ∈ Lk (C) така,
що для довiльної системи вiдлiку m ∈
Lk (C) виконуються мови 1,2 теореми
1.

4. Для довiльних систем вiдлiку l,m ∈
Lk (C) виконуються наступнi умови:

(a) card
(
Trj(l)

)
= card

(
Trj(m)

)
;

(b) Для довiльних ω1, ω2 ∈ Bs(l) з рiв-
ностi Q〈l〉 (ω1) = Q〈l〉 (ω2) випливає
рiвнiсть Q〈m← l〉 (ω1) = Q〈m← l〉 (ω2).

Доведення.
Рiвносильнiсть перших трьох тверджень

даного наслiдку випливає з твердження 6 та
теореми 1.
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Отже, для того, щоб довести даний наслi-
док залишається довести, наприклад, рiвно-
сильнiсть четвертого та другого тверджень.
З другого твердження, очевидно, випливає
четверте. Тому залишається довести оберне-
ну iмплiкацiю.

Отже, нехай для чiтко видимої кiнемати-
чної множини C виконується твердження 4
даного наслiдку. Розглянемо довiльнi систе-
ми вiдлiку l, m ∈ Lk (C).

Якщо для елементарно-часових ста-
нiв ω1, ω2 ∈ Bs(l) виконується рiвнiсть
Q〈l〉 (ω1) = Q〈l〉 (ω2), то Q〈m← l〉 (ω1) =
Q〈m← l〉 (ω2), згiдно з пунктом (b) четверто-
го твердження даного наслiдку.

Навпаки, припустимо, що для
ω1, ω2 ∈ Bs(l) виконується рiвнiсть
Q〈m← l〉 (ω1) = Q〈m← l〉 (ω2), тобто (за озна-
ченням 5) рiвнiсть Q〈m〉 (〈! m← l〉ω1) =
Q〈m〉 (〈! m← l〉ω2). Тодi, оскiльки пункт
(b) четвертого твердження даного на-
слiдку виконується для довiльної пари
систем вiдлiку кiнематичної множини C,
отримуємо рiвнiсть, Q〈l←m〉 (〈! m← l〉ω1) =
Q〈l←m〉 (〈! m← l〉ω2), тобто (за означенням
5) рiвнiсть Q〈l〉 (〈! l←m〉 〈! m← l〉ω1) =
Q〈l〉 (〈! l←m〉 〈! m← l〉ω2). З останньої рiв-
ностi з використанням властивостей 5 ви-
пливає бажана рiвнiсть Q〈l〉 (ω1) = Q〈l〉 (ω2).
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