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ÒÈÏÓ
Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà àñèìïòîòè÷íié ñòiéêîñòi â l.i.m. ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíî-

ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü íåéòðàëüíîãî òèïó òà ïîøóêó ìàêñèìàëüíîãî çàïiçíåííÿ, ÿêå íå ïîðóøó¹
ñòiéêiñòü.

The asymptotical mean square stability of solution of stochastic di�erential equation of neutral
type is considered in the article. The search of maximal delay witch doesn't disturb stability is
complete.

Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ ìà-
êñèìàëüíîãî çàïiçíåííÿ, ïðè ÿêîìó ñòîõà-
ñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ
íåéòðàëüíîãî òèïó (ÍÑÄÐÐ) íå çìiíèòü ñâî-
¨õ àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé. Ðîçãëÿíåìî
äåÿêi ðåçóëüòàòè, ùî ðàíiøå áóëè îòðèìàíi
ç äàíîãî ïèòàííÿ. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äå-
òåðìiíîâàíå ðiâíÿííÿ

dx(t)

dt
= (1−D)−1(A + B)x(t) (1)

òà âiäïîâiíå éîìó äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâå
ðiâíÿííÿ íåéòðàëüíîãî òèïó
dx(t)

dt
−D

dx(t− τ)

dt
= Ax(t)+Bx(t− τ), (2)

äå D,A, B � ìàòðèöi ç äiéñíèìè êîåôiöi¹í-
òàìè.

Òîäi âiðíà
Òåîðåìà 1 [5]. Íåõàé ðiâíÿííÿ (1) àñèì-

ïòîòè÷íî ñòiéêå. Òîäi ïðè 0 ≤ τ < τ0 ðîçâ'ÿ-
çîê ðiâíÿííÿ (2) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé, äå

τ0 =
λmin(C)

2l(0)
√

ϕ(H)

[|H(E −D)−1Dl(0)|+

|H(E −D)−1B|]−1
, (3)

ìàòðèöi H,C � ìàòðèöi ç ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà
[
(E −D)−1(A + B)

]T
H+

H
[
(E −D)−1(A + B)

]
= −C,

λmin(•) � ìiíiìàëüíå âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðè-
öi, l(0) := |A|+|B|

1−|D| , ϕ(H) = λmax(H)
λmin(H)

.
Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ [8]:

dx(t) = (A1x(t) + A2x(t− τ1))dt+

(B1x(t) + B2x(t− τ2))dw(t), (4)
äå w(t) � âiíåðiâ ïðîöåñ [7].

Òåîðåìà 2 [8]. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü
äîäàòíi êîíñòàíòè q òà θ òàêi, ùî

λ1 > λ2,

äå

λ1 := −[λmax(A1 + A2) + λmax(B1) + θ − 1]q,

λ2 := λmax(B2).

Íåõàé

τ ∗ :=
1

λmax(A1) + λmax(A2)
∗

(√
(λmax(B1 − q))2 + K − λmax(B1)− λmax(B2)

)
,

K = 2θ(λ1 − λ2)
(λmax(A1) + λmax(A2)

qλmax(A2)
.

ßêùî τ1 < τ ∗ òà τ1 << τ2, òî òðèâiàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4) àñèìïòîòè÷íî ñòié-
êèé â l.i.m..

Ó äâîõ ïîïåðåäíiõ òâåðäæåííÿõ ÿê ìåòîä
äîâåäåííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äðóãèé ìåòîä
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Ëÿïóíîâà. Â äàíié ðîáîòi ñêîðèñòà¹ìîñü ií-
øèì ìåòîäîì, ùî â äåÿêié ìiði ñïðîùó¹ çíà-
õîäæåííÿ �ìàêñèìàëüíîãî çàïiçíåííÿ�. Òà-
êîæ ñëiä çâåðíóòè óâàãó íà òå ùî â áiëü-
øîñòi ðîáiò ïî çíàõîäæåííþ ìàêñèìàëüíî-
ãî çàïiçíåííÿ, ùî íå çìiíþ¹ àñèìïòîòèêó
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ, ðîçãëÿäà¹òüñÿ îäíå, ó
êðàùîìó âèïàäêó � äâà çàïiçíåííÿ. Â öié
ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìà çi ñêií÷åííèì
÷èñëîì çàïiçíåíü.

Íà iìîâiðíiñíîìó áàçèñi [7] (Ω, F, P,=),
äå = ≡ {Ft := σ(w(s), s ≤ t), t ≥ 0} - íà-
òóðàëüíà ôiëüòðàöiÿ âiíåðîâîãî ïðîöåñó,
F ∈ lim

t→∞
Ft, çàäàíî âèïàäêîâèé ïðîöåñ

x(t) := xh(t), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ñòîõà-
ñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ
íåéòðàëüíîãî òèïó (ÍCÄÐÐ)

dDxt = Lxtdt + Gxtdw(t) (5)

òà ïî÷àòêîâó óìîâó

x0 = ϕ, (6)

äå

Dψ :=
n∑

i=0

Aiψ(−hτi); Lψ :=
n∑

i=0

Biψ(−hτi),

Gψ :=
n∑

i=0

Ciψ(−hτi), (7)

Ai, Bi, Ci � ìàòðèöi ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòà-
ìè, A0 = E,

0 = τ0 < τ1 < ... < τn = 1.

Äëÿ çàäà÷i (5), (6) ìà¹ ìiñöå òåðåìà iñíó-
âàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâÿçêó [3].

Ïîðÿä ç ðiâíÿííÿì (5) ðîçãëÿíåìî âiäïî-
âiäíå ðiâíÿííÿ áåç çàïiçíåííÿ, à ñàìå

Ãx(t) = B̃dt + C̃dw(t), (8)

äå

Ã :=
n∑

i=0

Ai, B̃ :=
n∑

i=0

Bi, C̃ :=
n∑

i=0

Ci.

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿ-
ííÿ (8) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé â ñåðåäíüîìó

êâàäðàòè÷íîìó, à ñàìå, ñïðàâåäëèâå òâåð-
äæåííÿ:

Òåîðåìà 3 [1]. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8)
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé â ñåðåäíüîìó êâàäðà-
òè÷íîìó, ÿêùî Ã−1B̃ � ìàòðèöÿ Ãóðâiöà òà
iñíó¹ äîäàòíî âèçíà÷åíèé ðîçâ'ÿçîê H(H =
HT > 0) ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ñiëüâåñòðà

(Ã−1B̃)T H + HÃ−1B̃+

+(Ã−1C̃)T HÃ−1C̃ = −E,

äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.
Äàíà óìîâà ïðè h = 0 ¹ �ïî÷àòêîâîþ� â

äåÿêîìó ñåíñi.
Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó äåòåðìiíîâàíå

äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ íåéò-
òðàëüíîãî òèïó, ùî âiäïîâiäà¹ (5):

dDxt = Lxtdt. (9)

Òîäi ìà¹ ìiñöå
Òåîðåìà 4 [6]. Íåõàé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿí-

íÿ (9) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé. Ðîçâ'ÿçîê ðiâ-
íÿííÿ (5) áóäå àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì â ñå-
ðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi

U(h) :=

∞∫

0

X1(t; h)⊗XT
1 (t; h)dt (10)

ìåíøi 1 çà ìîäóëåì, äå

X1(t; h) =
n∑

i=0

CiX(t; h),

X(t; h) � ìàòðèöÿ Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (9).
Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí ðåçóëüòàò, íåîáõi-

äíèé äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíîãî òâåðäæåííÿ
ðîáîòè:

Ëåìà 1 [4]. ßêùî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5)
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé â ñåðåäíüîìó êâàäðà-
òè÷íîìó, òî ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíîãî äåòåðìi-
íîâàíîãî ðiâíÿííÿ (9) ¹ òàêîæ àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêèé.

Ñëiä âiäìiòèòè, ùî äàíèé ïðèíöèï âiðíèé
äëÿ âñiõ ëiíiéíèõ ñèñòåì. Ïiäòâåðäæåííÿ äà-
íîãî ôàêòó ìîæíà çíàéòè â [1] àáî [4]. Õî-
÷à ñëiä çàçíà÷èòè, ùî äëÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì
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öåé ïðèíöèï íå ñëiä çàñòîñîâóâàòè, ïðî ùî
ñâiä÷èòü ïðèêëàä, íàâåäåíèé â [4].

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîáî-
òè ó âèãëÿäi òåîðåìè:

Òåîðåìà 5. Íåõàé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8)
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé(âèïàäîê h = 0).

Òîäi ìàêñèìàëüíå çàïiçíåííÿ çíàõîäè-
òüñÿ ç ñïiââiäíîøåííÿ

τmax = sup
h∈Q

h, (11)

äå
Q = {h > 0 : λmax(U(h)) < 1}.

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ìíî-
æèíó Q1, ùî ìiñòèòü ëèøå òi h, ïðè ÿêèõ
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (9) àñèìïòîòè÷íî ñòié-
êèé.

Íà îñíîâi ëåìè 1 ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê
ïðî òå, ùî Q ⊆ Q1.

Îòæå, ñëiä âðõîâóâàòè ëèøå àñèìïòîòè-
÷íó ïîâåäiíêó ðiâíÿííÿ (5).

Ïðè çðîñòàííi çàïiçíåííÿ (â íàøîìó âè-
ïàäêó ïðè çáiëüøåííi h) ìîæëèâi òðè âèïàä-
êè çìiíè àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó
ðiâíÿííÿ (5)[4]:
• ïðè äåÿêîìó h0 > 0 ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

(5) ñòàíå íåñòiéêèì;
• ïðè áóäü-ÿêîìó h > 0 ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿí-

íÿ (5) áóäå àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì;
• ïðè æîäíîìó h > 0 ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

(5) áóäå íåñòiéêèì.
Â ïåðøîìó âèïàäêó áóäå ìàòè ìiñöå ñïiâ-

âiäíîøåííÿ Q = [0, h), â äðóãîìó � Q =
[0,∞), â òðåòüîìó � Q = ®.

Îòæå, çàâæäè ìîæíà âêàçàòè ìàêñè-
ìàëüíå h.

Ðîçãëÿíåìî ïî ÷åðçi âñi âèïàäêè:
1. Îñêiëüêè ∃h > 0, äëÿ ÿêîãî ðiâíÿííÿ

(5) ¹ àñèìïòîòè÷íî íåñòiéêèì, òî, âðàõîâó-
þ÷è íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü
ìàòðèöi U(h) âiä h òà λmaxU(0) < 1, ìîæíà
âêàçàòè 0 ≤ h0 ≤ h, òàêå ùî λmaxU(h0) = 1.
Äàíå h0 i áóäå ìàêñèìàëüíèì çàïiçíåííÿì.

2. Îñêiëüêè ïðè êîæíîìó h > 0 ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (5) ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì, òî, âè-
êîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 4, ìîæíà ñòâåðäæó-
âàòè ùî äëÿ ∀h > 0 λmaxU(h) < 1. Â öüîìó
âèïàäêó çðîçóìiëî ¹ òå, ùî h0 = ∞.

3. Òðåòié âèïàäîê, òàê ÿê i äðóãèé, ¹ �êðè-
òè÷íèì� â äåÿêîìó ðîçóìiííi. Çíîâó òàêè
æ âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 4, ìîæíà ñòâåð-
äæóâàòè, ùî äëÿ ∀h > 0 λmaxU(h) < 1.

Òåîðåìà 5 äîâåäåíà.
ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

d(x(t)− 0.5x(t− h)) = (x(t)− 2x(t− 2h))dt+

(0.5x(t) + 0.4x(t− 3h))dw(t). (12)
Ïðè h = 0 ðiâíÿííÿ (12) àñèìïòîòè-

÷íå ñòiéêå â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó[2],
îñêiëüêè α = 2 − 4 = −2 < 0 òà α + σ2

2
=

−2 + 1, 82 = −0.18 < 0.
Îá÷èññëèìî U(h)[6]:

U(h) =
1

π

∞∫

0

|0.5 + 0.4e−3his|2
|is(1− 0.5e−ish)− 1 + 2e−2his|2ds.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàêñèìàëüíîãî çàïi-
çíåííÿ, çíàéäåìî h0, äëÿ ÿêîãî

U(h0) = 1.

Äàíå çíà÷åííÿ h0 áóäå ðiâíèì 0, 046. Òîìó
íà îñíîâi òåîðåìè 5 ìîæíà ñòâåðæóâàòè, ùî
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (12) ïðè 0 ≤ h < 0, 046 ¹
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì â ñåðåäíüîìó êâàäðà-
òè÷íîìó.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó âäÿ÷íiñòü çà
óâàãó äî äàíî¨ ðîáîòè òà öiííi ïîðàäè
ä. ô.-ì. íàóê, ïðîôåñîðó ßñèíñüêîìó
Â.Ê.
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