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Îïèñàíi ðîçâ'ÿçêè îäíîãî iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ â êëàñi
ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòîðàõ ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ â

îáëàñòÿõ. Äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ òàêîãî ðiâíÿííÿ îäåðæàíî àíàëîã ôîðìóëè Äåëüñàðòà-Ëiîíñà.

Solutions of an integro-di�erential operator equation in the class of continuous linear
operators which acts in spaces of analytic functions in domains are described. For solutions of

such an equation, we obtain an analogue of Delsartes�Lions formula.

Ó áàãàòüîõ ìàòåìàòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ
âèâ÷à¹òüñÿ õàðàêòåðèñòèêà îïåðàòîðiâ, ùî
çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi êîìóòàöiéíi ñïiââiäíî-
øåííÿ. Â êëàñè÷íié ïðàöi Äåëüñàðòà i Ëiîí-
ñà [1] â êëàñi ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðà-
òîðiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòîði öiëèõ ôóíêöié,
äîñëiäæóâàëîñÿ îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ âèäó

DnT = TDn, (1)

äå D = d
dz

� îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ, à
n � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Çîêðåìà, â
[1] ñòâåðäæóâàëîñÿ, ùî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (1) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

T =
n−1∑

k=0

TkP
k, (2)

äå P � ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, ùî
äi¹ ó ïðîñòîði öiëèõ ôóíêöié çà ïðàâèëîì:
(Pf)(z) = f(ωz), ω = exp(2πi

n
), à êîæåí ç

îïåðàòîðiâ Tk, k = 0, n− 1, ëiíiéíî òà íåïå-
ðåâíî äi¹ â ïðîñòîði öiëèõ ôóíêöié i ¹ ïå-
ðåñòàâíèì ç îïåðàòîðîì D. Ïiçíiøå I. Âiíåð
â [2] ïåðåíiñ öåé ðåçóëüòàò íà âèïàäîê ëi-
íiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó
ïðîñòîðàõ ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ ó êðóãîâèõ
îáëàñòÿõ. Ì.I.Íàãíèáiäà â [3] âñòàíîâèâ ïî-
ìèëêîâiñòü öèõ òâåðäæåíü i äîâiâ, ùî ôîð-
ìóëîþ (2) îïèñó¹òüñÿ ëèøå äåÿêà ïiäìíîæè-
íà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1), à òàêîæ çíàéøîâ

ìàòðè÷íèì ìåòîäîì óñi ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâ-
íÿííÿ â êëàñi ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòî-
ðiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòîðàõ ôóíêöié, àíàëiòè-
÷íèõ ó êðóãîâèõ îáëàñòÿõ. Ïiçíiøå ðiâíÿííÿ
(1) äîñëiäæóâàëîñÿ â iíøèõ êëàñàõ ëiíiéíèõ
íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ [4].

Â äàíié ñòàòòi âèâ÷àþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè
iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðíîãî ðiâ-
íÿííÿ âèäó

DnT = TJ n (3)

â êëàñi ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ,
ùî äiþòü ó ïðîñòîðàõ ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ
ó îáëàñòÿõ (òóò J � îïåðàòîð iíòåãðóâàí-
íÿ, ÿêèé äi¹ ó âiäïîâiäíîìó ïðîñòîði àíà-
ëiòè÷íèõ ôóíêöié çà ïðàâèëîì (J f)(z) =
z∫
0

f(t)dt ). Âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ ðiâíÿííÿ
(3) ¹ ïðàâèëüíèì òâåðäæåííÿ, àíàëîãi÷íå äî
ñôîðìóëüîâàíîãî âèùå ðåçóëüòàòó Äåëüñàð-
òà i Ëiîíñà ç [1]. Çàóâàæèìî, ùî â öié ñòàòòi
äîâåäåíi òàêîæ îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ÿêi àíîí-
ñîâàíi â [5].

Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè. ×åðåç H(G) ïîçíà÷èìî ïðîñòið
óñiõ àíàëiòè÷íèõ â G ôóíêöié, ùî íàäiëåíèé
òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi [6]. Ââàæà-
òèìåìî, ùî îáëàñòü G ¹ îïóêëîþ i ìiñòèòü
ïî÷àòîê êîîðäèíàò. Îñêiëüêè îáëàñòü G ¹
îäíîçâ'ÿçíîþ, òî ñèñòåìà ôóíêöié {exp(λz) :
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λ ∈ C} ¹ ïîâíîþ â H(G). Òîìó êîæåí îïåðà-
òîð T ∈ L(H(G)) îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ
çà õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ t(λ, z) =
T (exp(λz̃)). Ç óìîâè íåïåðåðâíîñòi îïåðàòî-
ðà T âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ t(λ, z) ¹ öiëîþ
ïî λ, àíàëiòè÷íîþ ïî z â G i çàäîâîëüíÿ¹
íàñòóïíó óìîâó:

∀K2 ⊂ G ∃K1 ⊂ G ∃C > 0 ∀λ ∈ C :

max
z∈K2

|t(λ, z)| ≤ C exp(max
z∈K1

Re(λz)), (4)

äå K1, K2 � êîìïàêòíi ïiäìíîæèíè îáëàñòi
G. Íàâïàêè, êîæíà ôóíêöiÿ t(λ, z), ÿêà ¹ öi-
ëîþ ïî λ, àíàëiòè÷íîþ ïî z â G i çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâó (4) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ äëÿ äå-
ÿêîãî îïåðàòîðà T ∈ L(H(G)). Äiéñíî, çàôi-
êñó¹ìî äîâiëüíó êîìïàêòíó ìíîæèíó K2 ⊂
G i çíàéäåíi äëÿ íå¨ K1 ⊂ G òà C > 0 çãiäíî
(4). Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìå-
ìî, ùî ìíîæèíà K1 ¹ îïóêëîþ, îñêiëüêè òà-
êîþ ¹ îáëàñòü G. Ç (4) âèïëèâà¹, ùî ïðè êî-
æíîìó z ∈ K2 iíäèêàòðèñà hz(ϕ) öiëî¨ ôóí-
êöi¨ t(λ, z) âiäíîñíî çìiííî¨ λ, çàäîâîëüíÿ¹
íåðiâíiñòü: hz(ϕ) ≤ k(−ϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π, äå
k(ϕ) � îïîðíà ôóíêöiÿ ìíîæèíè K1. Çäié-
ñíèâøè ïåðåòâîðåííÿ Áîðåëÿ [7] îñòàííüî¨
ôóíêöi¨ ïî çìiííié λ, îäåðæèìî, ùî ïðè êî-
æíîìó z ∈ K2 ôîðìóëîþ

t1(λ, z) =

∞∫

0

t(µ, z)exp(−λµ)dµ, (5)

â ÿêié øëÿõîì iíòåãðóâàííÿ ¹ ïðîìiíü
argµ = ϕ, âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöiÿ t1(λ, z), ÿêà
¹ àíàëiòè÷íîþ â ïiâïëîùèíi Re(λexp(iϕ)) >
k(−ϕ). Òîìó ôóíêöiÿ t1(λ, z) ¹ ëîêàëüíî àíà-
ëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi {G×G [6]. Íåõàé γ �
çàìêíóòà ñïðÿìíà æîðäàíîâà êðèâà, ÿêà ìi-
ñòèòüñÿ â G i òàêà, ùî ìíîæèíà K1 çíàõîäè-
òüñÿ âñåðåäèíi îáëàñòi, ÿêà îáìåæåíà γ. Òîäi
äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ H(G) ïðè z ∈ K2

ôîðìóëîþ

(Tf)(z) =
1

2πi

∫

γ

f(λ)




∞∫

0

t(µ, z)e−λµdµ


 dλ

(6)

âèçíà÷à¹òüñÿ îïåðàòîð T ∈ L(H(G)) [6].
Îñêiëüêè t(λ, z) = T (exp(λz̃)) ïðè λ ∈ C i
z ∈ K2, òî t(λ, z) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóí-
êöi¹þ ïîáóäîâàíîãî îïåðàòîðà T . Öå çîáðà-
æåííÿ îïåðàòîðiâ ç êëàñó L(H(G)) îäåðæó-
¹òüñÿ ç [8], äå àíàëîãi÷íå ïðåäñòàâëåííÿ òà-
êèõ îïåðàòîðiâ âñòàíîâëåíå çà äîïîìîãîþ
óçàãàëüíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Áîðåëÿ, ùî ïî-
áóäîâàíå çà ôóíêöi¹þ Ìiòòàã-Ëåôëåðà.

Îïèøåìî ñïî÷àòêó ðîçâ'ÿçêè iíòåãðî-
äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ
(3) ó âèïàäêó n = 1, òîáòî çíàéäåìî âñi
ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

TJ = DT (7)

â êëàñi ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ T ∈
L(H(G)), ùî äiþòü ó ïðîñòîði H(G), äå G
� äîâiëüíà îïóêëà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëî-
ùèíè, ÿêà ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò.

Íåõàé îïåðàòîð T ∈ L(H(G)) ç õàðà-
êòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ t(λ, z) çàäîâîëüíÿ¹
ðiâíiñòü(7). Ïîäiÿâøè îáîìà ÷àñòèíàìè ðiâ-
íîñòi (7) íà ôóíêöiþ exp(λz), λ ∈ C, îäåð-
æèìî, ùî ôóíêöiÿ t(λ, z) ïðè λ ∈ C \ {0} i
z ∈ G çàäîâîëüíÿ¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿí-
íÿ

∂t

∂z
=

1

λ
(t(λ, z)− ϕ(z)), (8)

äå ϕ(z) � äåÿêà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó H(G),
ïðè÷îìó ϕ(z) = T1. Ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ
(8) ìåòîäîì âàðiàöi¨ ñòàëî¨, îäåðæèìî, ùî
ïðè λ ∈ C \ {0}, z ∈ G

t(λ, z) = e
z
λ


−1

λ

z∫

0

ϕ(τ)e−
τ
λ dτ + c(λ)


 ,

(9)
äå c(λ) � äåÿêà ôóíêöiÿ, ÿêà âèçíà÷åíà íà
ìíîæèíi C\{0}. Ïðè z = 0 ç (9) îäåðæó¹ìî,
ùî c(λ) = t(λ, 0) äëÿ λ ∈ C \ {0}. Òîìó ôóí-
êöiÿ c(λ) ¹ öiëîþ. Ç ðiâíîñòi (7) âèïëèâà¹,
ùî TJ n = DnT ïðè êîæíîìó n ∈ N. Ïî-
äiÿâøè öi¹þ ðiâíiñòþ íà ôóíêöiþ f(z) ≡ 1,
ìàòèìåìî, ùî Tzn = n!ϕ(n)(z), äå ϕ(z) = T1,
n = 0, 1, . . .. Ñêîðèñòàâøèñü ëiíiéíiñòþ òà
íåïåðåðâíiñòþ îïåðàòîðà T , îäåðæèìî, ùî
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ïðè λ ∈ C i z ∈ G

t(λ, z) =
∞∑

n=0

λnϕ(n)(z). (10)

Çîêðåìà, ïðè z = 0 çâiäñè îäåðæó¹ìî,
ùî c(λ) =

∞∑
n=0

λnϕ(n)(0). Îñêiëüêè îïåðà-
òîð T ∈ L(H(G)), òî ôóíêöiÿ t(λ, z) çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâó (4). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó
êîìïàêòíó ïiäìíîæèíó K2 îáëàñòi G, ÿêà
ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò, i íåõàé êîìïà-
êòíà ìíîæèíà K1 ⊂ G òà ñòàëà C > 0
çíàéäåíi äëÿ K2 çãiäíî óìîâè (4). Ïîçíà-
÷èìî r = max

z∈K1

|z|. Òîäi ç (4) âèïëèâà¹, ùî
max
z∈K2

|t(λ, z)| ≤ Cexp(|λ|r) äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈
C. Âðàõîâóþ÷è, ùî c(λ) = t(λ, 0), çâiäñè
îäåðæó¹ìî, ùî |

∞∑
n=0

λnϕ(n)(0)| ≤ Cexp(|λ|r)
ïðè λ ∈ C. Òîìó ôóíêöiÿ c(λ) íàëåæèòü êëà-
ñó [1, r].

Íàãàäà¹ìî [9], ùî ÷åðåç [ρ, σ] (âiäïîâiäíî
[ρ, σ)) ïîçíà÷àþòü êëàñ öiëèõ ôóíêöié, ïî-
ðÿäîê ÿêèõ ìåíøèé çà ρ àáî æ ïîðÿäîê öèõ
ôóíêöié äîðiâíþ¹ ρ, àëå òîäi òèï íå ïåðåâè-
ùó¹ σ (âiäïîâiäíî ñòðîãî ìåíøèé çà σ). Ïðè
öüîìó ôóíêöiÿ g(z) =

∞∑
n=0

gnzn íàëåæèòü äî
êëàñó [ρ, σ] (âiäïîâiäíî [ρ, σ)) òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè lim

n→∞
n

1
ρ n
√
|gn| ≤ (σeρ)

1
ρ (âiäïîâiä-

íî lim
n→∞

n
1
ρ n
√
|gn| < (σeρ)

1
ρ ).

Âèêîðèñòîâóþ÷è õàðàêòåðèñòèêó ôóí-
êöié ç êëàñó [1, r] çà äîïîìîãîþ òåéëîðiâ-
ñüêèõ êîåôiöi¹íòiâ öèõ ôóíêöié, îäåðæó¹-
ìî, ùî lim

n→∞
n n

√
|ϕ(n)(0)| ≤ re. Îñòàííÿ íå-

ðiâíiñòü ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî

lim
n→∞

n2 n

√
|ϕ(n)(0)|

n!
≤ (2

√
re

1

2
)2.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî ϕ(z) íàëåæèòü êëà-
ñó [1

2
, 2
√

r), à çíà÷èòü i êëàñó [1
2
,∞]. Îò-

æå, õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ t(λ, z)) îïå-
ðàòîðà T ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (10), ïðè÷î-
ìó ϕ(z) ∈ [1

2
,∞) i ôóíêöiÿ t(λ, z) çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó (4). Âiäíîâëþþ÷è çà õàðàêòåðè-
ñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ îïåðàòîð T , îäåðæó¹ìî
íåîáõiäíiñòü óìîâ íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé G � äîâiëüíà îïó-
êëà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêà ìi-
ñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò. Äëÿ òîãî, ùîá
îïåðàòîð T ∈ L(H(G)) áóâ ðîçâ'ÿçêîì ðiâ-
íÿííÿ (7) íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âií
ïîäàâàâñÿ ó âèãëÿäi (6), äå ϕ(z) � äåÿêà ôóí-
êöiÿ ç êëàñó [1

2
,∞), à t(λ, z) âèçíà÷à¹òüñÿ

ôîðìóëîþ (9) i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4).
Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Íåõàé T �

îïåðàòîð ç êëàñó L(H(G)), õàðàêòåðèñòè÷íà
ôóíêöiÿ t(λ, z) ÿêîãî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìó-
ëîþ (9) i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 1. Òî-
äi, îñêiëüêè ϕ(z) = T1, òî ïðè λ ∈ C \
{0} i z ∈ G: (TJ )(exp(λz)) = 1

λ
(t(λ, z) −

ϕ(z)) = (DT )(exp(λz)). Õàðàêòåðèñòè÷íi
ôóíêöi¨ îïåðàòîðiâ TJ òà DT çáiãàþòüñÿ,
òîìó âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (7).

Ïåðåòâîðèìî ôîðìóëó (10) äëÿ çàãàëüíî-
ãî âèãëÿäó õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ t(λ, z)
îïåðàòîðà T , ùî ¹ çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì
îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ (7). Ç öi¹þ ìåòîþ âè-
ðàçèìî ϕ(z) ÷åðåç ôóíêöiþ c(z), ââàæàþ÷è,
ùî îáèäâi öi ôóíêöi¨ ¹ òàêèìè, ùî ïîáóäîâà-
íà çà íèìè ôóíêöiÿ t(λ, z) çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âó (4). Çà ôîðìóëàìè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ðîç-
êëàäó öiëî¨ ôóíêöi¨ c(λ) ó ñòåïåíåâèé ðÿä,
ìàòèìåìî, ùî ïðè n ≥ 0 i äîâiëüíîãî r > 0
âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi:

ϕ(n)(0) =
1

2πi

∫

|τ |=r

c(τ)

τn+1
dτ.

Çàôiêñó¹ìî r > 0. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî z ∈
C, îäåðæèìî, ùî

ϕ(z) =
∞∑

n=0

ϕ(n)(0)

n!
zn =

=
1

2πi

∫

|τ |=r

c(τ)
∞∑

n=0

zn

n!τn+1
dτ =

=
1

2πi

∫

|τ |=r

c(τ)

τ
exp

(z

τ

)
dτ.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðè n ≥ 0 i z ∈ C:

ϕ(n)(z) =
1

2πi

∫

|τ |=r

c(τ)

τn+1
exp

(z

τ

)
dτ.
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Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (10), îäåð-
æèìî, ùî ïðè z ∈ C i |λ| < r:

t(λ, z) =
1

2πi

∫

|τ |=r

c(τ)

τ − λ
exp

(z

τ

)
dτ. (11)

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (11), â ÿêié t(λ, z)
âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç c(λ), ìîæíà â iíøîìó âè-
ãëÿäi çàïèñàòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿí-
íÿ (7).

Â òîìó âèïàäêó, êîëè G = {z : |z| < R},
òîáòî H(G) = AR, 0 < R ≤ ∞, ç òåîðåìè 1
âèïëèâà¹ ïðàâèëüíiñòü íàñòóïíîãî òâåðäæå-
ííÿ.

Íàñëiäîê 1. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îïå-
ðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ (7) ó êëàñi îïåðàòîðiâ
T ∈ L(AR) äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

(Tf)(z) =
∞∑

k=0

f (k)(0)ϕ(k)(z), (12)

äå ϕ(z) ïðîáiãà¹ ìíîæèíó ôóíêöié ç êëàñó
[1
2
, 2
√

R).
Äîâåäåííÿ. ßêùî T ∈ L(AR) i çàäî-

âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (7), ïðè÷îìó ϕ(z) = T1,
òî ÿê áóëî âñòàíîâëåíî ïðè äîâåäåííi íå-
îáõiäíîñòi óìîâ òåîðåìè 1, ϕ ∈ [1

2
, 2
√

R) i
Tzk = k!ϕ(k)(z), k = 0, 1 . . .. Çâiäñè âèïëè-
âà¹ ïðàâèëüíiñòü ôîðìóëè (12) äëÿ êîæíî¨
ôóíêöi¨ f(z) ç ïðîñòîðó AR.

Íàâïàêè, íåõàé ϕ(z) � äåÿêà ôóíêöiÿ ç
êëàñó [1

2
, 2
√

R). Ïðîâîäÿ÷è àíàëîãi÷íi ìið-
êóâàííÿ ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 1, îäåð-
æó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ c(λ) =

∞∑
n=0

λnϕ(n)(0) íà-
ëåæèòü êëàñó [1, R). Òîäi ôóíêöiÿ t(λ, z),
ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (11) ¹ öiëîþ ïî
λ i àíàëiòè÷íîþ ïî z â îáëàñòi G. Ïîêàæåìî,
ùî öÿ ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4) äëÿ
G = {z : |z| < R}. Îñêiëüêè c(λ) ∈ [1, R), òî
iñíóþòü ñòàëi C > 0 i r1 < R òàêi, ùî |c(λ)| ≤
Cexp(r1|λ|) äëÿ êîæíîãî λ ∈ C. Âèáåðåìî r′1
òà r′′1 òàêèìè, ùîá r1 < r′1 < r′′1 < R. Çàôiêñó-
¹ìî äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî r2 < R. Âiçüìå-
ìî äîâiëüíå λ ∈ C \ {0} i ïîêëàäåìî â (11)
r =

r′1
r1
|λ|. Òîäi, îöiíþþ÷è iíòåãðàë â ïðàâié

÷àñòèíi (11), îäåðæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî z,

|z| ≤ r2,

|t(λ, z)| ≤ r′1
r′1 − r1

max
|τ |= r′1

r1
|λ|
|c(τ)|exp

(
r1r2

r′1|λ|
)
≤

≤ C
r′1

r′1 − r1

exp

((
r′1 +

r1r2

r′1|λ|2
)
|λ|

)
.

Âèáåðåìî λ0 ∈ C òàêèì, ùîá r′1 + r1r2

r′1|λ|2 ≤ r′′1

ïðè |λ| > |λ0|, i ïîçíà÷èìî C1 = C
r′1

r′1−r1
. Òîäi

|t(λ, z)| ≤ C1exp(r′′1 |λ|) ïðè |z| ≤ r2 i |λ| >
|λ0|. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå r, r > |λ0|. Òîäi
ïðè |λ| ≤ |λ0| i |z| ≤ r2:

|t(λ, z)| ≤ r

r − |λ0|max
|τ |=r

|c(τ)|exp
(r2

r

)
=

= C2 ≤ C2exp(r′′1 |λ|).
Ç öèõ îöiíîê äëÿ |t(λ, z)| âèïëèâà¹, ùî
max
|z|≤r2

|t(λ, z)| ≤ C3exp(r′′1 |λ|) äëÿ äîâiëüíîãî
λ ∈ C, äå C3 = max{C1, C2}. Òàêèì ÷èíîì,
óìîâà (4) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨ t(λ, z)
i îáëàñòi G = {z : |z| < R}. Òîìó ôóí-
êöiÿ t(λ, z) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ äëÿ äåÿêî-
ãî îïåðàòîðà T ∈ L(AR), ÿêèé çàäîâîëü-
íÿ¹ ðiâíiñòü (7). Îñêiëüêè Tzk = k!ϕk(z),
k = 0, 1, . . ., òî îïåðàòîð T ïîäà¹òüñÿ ó âè-
ãëÿäi (12).

Ðiâíÿííÿ (3) äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíî-
ãî n ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çà òi¹þ æ ñõåìîþ, ùî i
ðiâíÿííÿ (7). ßêùî G � äîâiëüíà îáëàñòü
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêà ¹ iíâàðiàíòíîþ
âiäíîñíî ïîâîðîòó íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäè-
íàò íà êóò 2π

n
, òîáòî ωG = G, äå ω = exp2πi

n
,

à n � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî ôîðìó-
ëîþ (Pf)(z) = f(ωz) âèçíà÷à¹òüñÿ îïåðàòîð
P ç êëàñó L(H(G)).

Òåîðåìà 2. Íåõàé G � äîâiëüíà îïó-
êëà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêà ìi-
ñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò i ¹ iíâàðiàí-
òíîþ âiäíîñíî ïîâîðîòó íàâêîëî òî÷êè z =
0 íà êóò 2π

n
, äå n � äåÿêå ôiêñîâàíå íàòó-

ðàëüíå ÷èñëî áiëüøå çà 1. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿ-
çîê ðiâíÿííÿ (3) â êëàñi îïåðàòîðiâ T ∈
L(H(G)) äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2), äå Tk, k =
0, n− 1, � äåÿêi îïåðàòîðè ç êëàñó L(H(G)),
ùî çàäîâîëüíÿþòü (7).
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Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé îïå-
ðàòîð T ∈ L(H(G)) ç õàðàêòåðèñòè÷íîþ
ôóíêöi¹þ t(λ, z) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (3).
Òîäi ïðè λ ∈ C \ {0} i z ∈ G ôóíêöiÿ t(λ, z)
çàäîâîëüíÿ¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

∂nt(λ, z)

∂zn
=

1

λn
t(λ, z)− 1

λn

n−1∑

k=0

λk

k!
ϕk(z), (13)

äå ϕk ∈ H(G), ïðè÷îìó ϕk(z) = Tzk, k =
0, n− 1.

Ïðè êîæíîìó λ ∈ C \ {0} çàãàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (13) øóêàòèìåìî ìåòî-
äîì âàðiàöi¨ ñòàëèõ, òîáòî ó âèãëÿäi

t(λ, z) =
n−1∑

k=0

Ck(λ, z)exp

(
ωk

λ
z

)
, (14)

äå ω = exp
(

2πi
n

)
, à ôóíêöi¨ Ck(λ, z), k =

0, n− 1, ïðè êîæíîìó λ ∈ C \ {0} ¹ àíà-
ëiòè÷íèìè ïî z â îáëàñòi G. Çà ìåòîäîì
âàðiàöi¨ ñòàëèõ äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêöié
Ck(λ, z) îäåðæó¹ìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü





∂C0
∂z

e
z
λ +

∂C1
∂z

e
ωz
λ +...+

∂Cn−1
∂z

e
ωn−1z

λ =0,

∂C0
∂z

e
z
λ +

∂C1
∂z

ωe
ωz
λ +...+

∂Cn−1
∂z

ωn−1e
ωn−1z

λ =0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂C0
∂z

e
z
λ +

∂C1
∂z

ωn−2e
ωz
λ +...+

∂Cn−1
∂z

(ωn−1)n−2e
ωn−1z

λ =0,

∂C0
∂z

e
z
λ +

∂C1
∂z

ωn−1e
ωz
λ +...+

∂Cn−1
∂z

(ωn−1)n−1e
ωn−1z

λ =Φ(λ,z),

(15)

äå Φ(λ, z) = −
n−1∑
j=0

λj−1

j!
ϕj(z).

Ñèñòåìà (15) ¹ ëiíiéíîþ ñèñòåìîþ n-
ãî ïîðÿäêó âiäíîñíî íåâiäîìèõ ∂Ck

∂z
, k =

0, n− 1. Âèçíà÷íèê d ñèñòåìè (15) îá÷èñëþ-
¹òüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì âèçíà÷íèêà Âàíäåð-
ìîíäà i

d = exp
(z

λ

(
1 + ω + . . . + ωn−1

)) ·

·
∏

0≤p<j≤n−1

(ωj − ωp) =
∏

0≤p<j≤n−1

(ωj − ωp).

Âèçíà÷íèê d ¹ ñòàëîþ âåëè÷èíîþ âiäìiííîþ
âiä íóëÿ i éîãî çíà÷åííÿ íå çàëåæèòü íi âiä

λ, íi âiä z. Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó (15) çà ìå-
òîäîì Êðàìåðà, îäåðæèìî, ùî

∂Ck

∂z
=

dk(λ, z)

d
, (16)

äå

dk(λ, z) = (−1)n+k+1exp

(
−ωkz

λ

)
·

·
∏

0≤p<j≤n−1

p6=k,j 6=k

(ωj − ωp)Φ(λ, z),

k = 0, n− 1. Òîìó (16) ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi

∂Ck

∂z
= mkexp

(
−ωkz

λ

) n−1∑
j=0

λj−1

j!
ϕj(z),

äå mk, k = 0, n− 1, � äåÿêi ñòàëi. Çíà-

éäåìî ¨õ: mk = (−1)n+k

∏
0≤p<j≤n−1

p6=k,j 6=k

(ωj−ωp)

∏
0≤p<j≤n−1

(ωj−ωp)
=

− 1
n−1∏
j=0

j 6=k

(ωk−ωj)

. Îá÷èñëèìî çíàìåííèê îñòàí-

íüîãî äðîáó. Äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî
k = 0, n− 1 ïðè z 6= ωk âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
zn−1
z−ωk =

n−1∏
j=0

j 6=k

(z − ωj). Ñïðÿìóâàâøè òóò z äî

ωk, îäåðæèìî:
n−1∏
j=0

j 6=k

(ωk − ωj) = nω−k. Îòæå,

mk = −ωk

n
, k = 0, n− 1. Òàêèì ÷èíîì, (16)

ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

∂Ck

∂z
= −ωk

n
exp

(
−ωkz

λ

) n−1∑
j=0

λj−1

j!
ϕj(z),

k = 0, n− 1. Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî

Ck(λ, z) = −ωk

n

n−1∑
j=0

λj−1

j!
·

·
z∫

0

exp

(
−ωkτ

λ

)
ϕj(τ)dτ + ck(λ), (17)
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äå ck(λ) � äåÿêi ôóíêöi¨, ÿêi âèçíà÷åíi íà
ìíîæèíi C \ {0}, (k = 0, n− 1).

Âèêîðèñòîâóþ÷è (14), îäåðæèìî, ùî õà-
ðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ t(λ, z) ìîæíà ïîäà-
òè ó âèãëÿäi

t(λ, z) =
n−1∑

k=0

exp

(
ωkz

λ

)
·

·

−ωk

n

n−1∑
j=0

λj−1

j!

z∫

0

e−
ωkτ

λ ϕj(τ)dτ + ck(λ)


 .

(18)
Ç (18) i òîãî, ùî ôóíêöiÿ t(λ, z) ¹ öiëîþ ïî
λ i àíàëiòè÷íîþ ïî z â îáëàñòi G âèïëèâà¹,
ùî êîæíà ç ôóíêöié ck(λ), k = 0, n− 1, ¹
àíàëiòè÷íîþ ïðè λ ∈ C \ {0}.

Äiéñíî, ç (18) îäåðæó¹ìî, ùî
n−1∑

k=0

exp

(
ωkz

λ

)
ck(λ) = ψ(λ, z), (19)

äå ψ(λ, z) � äåÿêà ôóíêöiÿ, ÿêà àíàëiòè÷íà
ïðè λ ∈ C \ {0} i z ∈ G. Òîìó
n−1∑

k=0

exp

(
ωkzj

λ

)
ck(λ) = ψ(λ, zj), j = 0, n− 1,

(20)
äå zj ∈ G, λ ∈ C \ {0}. Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî,
ùî ôóíêöi¨ ck(λ), k = 0, n− 1, ¹ àíàëiòè÷íè-
ìè ïðè λ ∈ C \ {0}, ç âðàõóâàííÿì (20), äî-
ñèòü âñòàíîâèòè, ùî äëÿ êîæíîãî λ ∈ C\{0}
iñíóþòü òî÷êè zj, j = 0, n− 1 ç îáëàñòi G,
äëÿ ÿêèõ âèçíà÷íèê

D(z0, z1, . . . , zn−1) = det

∣∣∣∣
∣∣∣∣exp

(
ωkzj

λ

)∣∣∣∣
∣∣∣∣
n−1

k,j=0

âiäìiííèé âiä íóëÿ.
Iñíóâàííÿ òàêèõ òî÷îê äîâåäåìî ìåòîäîì

âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî λ ∈ C\
{0} ôóíêöiÿ

D(z0, z1, . . . , zn−1) ≡ 0, (21)

ïðè zj ∈ G, j = 0, n− 1. Ïðîäèôåðåíöi-
þâàâøè ðiâíiñòü (21) j ðàçiâ ïî çìiííi zj,
j = 0, n− 1, i ïîêëàäàþ÷è â îäåðæàíîìó

ñïiââiäíîøåííi zj = 0, j = 0, n− 1, ìàòè-
ìåìî, ùî

d = det
∣∣∣∣(ωk)j

∣∣∣∣n−1

k,j=0
= 0.

Àëå öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî, ÿê âiäçíà÷àëîñÿ
ðàíiøå, d 6= 0.

Ïåðåòâîðèìî ðiâíiñòü (18). Ïðîiíòåãðó-
âàâøè j ðàçiâ ÷àñòèíàìè iíòåãðàë ç ïðàâî¨
÷àñòèíè (18), îäåðæèìî, ùî ïðè j ≥ 1 òà
k = 0, n− 1 ¹ ïðàâèëüíîþ ôîðìóëà:

z∫

0

exp

(
−ωkτ

λ

)
ϕj(τ)dτ =

= exp

(
−ωkz

λ

) j−1∑
s=0

(
ωk

λ

)s

(J s+1ϕj)(z)+

+

(
ωk

λ

)j z∫

0

exp

(
−ωkτ

λ

)
(J jϕj)(τ)dτ.

Òîìó ôóíêöiþ t(λ, z) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿ-
äi:

t(λ, z) = − 1

n

n−1∑

k=0

n−1∑
j=1

1

j!

j−1∑
s=0

λj−1−sωk(1+s)·

·(J s+1ϕj)(z)−
n−1∑

k=0

exp

(
ωkz

λ

)
·

·



n−1∑
j=0

1

λ

ωk(j+1)

j!n

z∫

0

e−
ωkτ

λ (J jϕj)(τ)dτ + ck(λ)


 .

Îñêiëüêè
n−1∑
k=0

ωk(s+1) = 0 ïðè êîæíîìó s =

0, n− 2, òî ïîòðiéíà ñóìà ïðàâî¨ ÷àñòèíè
îñòàííüî¨ ðiâíîñòi äîðiâíþ¹ íóëåâi. Òîìó
ïðè λ ∈ C \ {0} i z ∈ G

t(λ, z) =
n−1∑

k=0

exp

(
ωkz

λ

)
·

·

−1

λ

z∫

0

e−
ωkτ

λ

n−1∑
j=0

ωk(j+1)

j!n

(J jϕj

)
(τ)dτ + ck(λ)


 .
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Çàïèøåìî ïðàâó ÷àñòèíó îñòàííüî¨ ðiâíîñòi
ó âèãëÿäi

t(λ, z) = exp
(z

λ

)
·

·

−1

λ

z∫

0

e−
τ
λ

n−1∑
j=0

1

j!n

(J jϕj

)
(τ)dτ + c0(λ)


 +

+
n−1∑

k=1

e
z

ωn−kλ (− 1

ωn−kλ

z∫

0

e−
τ

ωn−kλ ·

·
n−1∑
j=0

ωkj

j!n

(J jϕj

)
(τ)dτ + ck(λ)). (22)

Ââåäåìî ôóíêöi¨ c̃k(λ) = cn−k(ω
−kλ), k =

1, n− 1, c̃0(λ) = c0(λ), λ ∈ C \ {0}. Çðî-
çóìiëî, ùî ôóíêöi¨ c̃k(λ) ¹ àíàëiòè÷íèìè
ïðè λ ∈ C \ {0}. Òîäi ck(λ) = c̃n−k(ω

kλ),
k = 1, n− 1. Âèðàçèâøè ôóíêöi¨ ck(λ) ÷å-
ðåç ôóíêöi¨ c̃p(λ), k, p = 0, n− 1, i çìiíèâøè
ïîðÿäîê ïiäñóìîâóâàííÿ â (22), îäåðæèìî,
ùî

t(λ, z) =
n−1∑

k=0

exp
( z

ωkλ

)
(− 1

ωkλ

z∫

0

e−
τ

ωkλ ·

·
n−1∑
j=0

ω−kj

j!n

(J jϕj

)
(τ)dτ + c̃k(ω

kλ)).

Ïîçíà÷èìî ϕ̃k(z) =
n−1∑
j=0

ω−kj

j!n
(J jϕj) (z), k =

0, n− 1. Ôóíêöi¨ ϕ̃k(z) ¹ àíàëiòè÷íèìè â
îáëàñòi G. Îòæå t(λ, z) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿ-
äi

t(λ, z) =
n−1∑

k=0

exp
( z

ωkλ

)
·

·

− 1

ωkλ

z∫

0

e−
τ

ωkλ ϕ̃k(τ)dτ + c̃k(ω
kλ)


 , (23)

λ ∈ C \ {0}, z ∈ G.
Ââåäåìî â ðîçãëÿä ôóíêöi¨ tk(λ, z) =

exp
(

z
λ

) (
− 1

λ

z∫
0

exp
(− τ

λ

)
ϕ̃k(τ)dτ + c̃k(λ)

)
,

k = 0, n− 1. Òîäi ç (23) âèïëèâà¹, ùî ïðè
λ ∈ C \ {0} i z ∈ G

t(λ, z) =
n−1∑

k=0

tk(ω
kλ, z). (24)

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíî¨ ç ôóíêöié c̃k(λ)
òî÷êà λ = 0 ¹ óñóâíîþ îñîáëèâiñòþ i ùî êî-
æíà ç ôóíêöié tk(λ, z), ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ
äëÿ äåÿêîãî îïåðàòîðà Tk ∈ L(H(G)), ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (7), k = 0, n− 1. Ç öi-
¹þ ìåòîþ äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈ C\{0} çíàéäå-
ìî ïîõiäíó äîâiëüíîãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöi¨
t(λ, z) ïî çìiííié z ïðè z ∈ G.

Äëÿ êîæíîãî k = 0, n− 1 òà p = 0, 1, . . .
ïðè λ ∈ C \ {0}, z ∈ G ¹ ïðàâèëüíèìè ðiâíî-
ñòi

∂p

∂zp
(tk(ω

kλ, z)) =
ω−kp

λp
tk(ω

kλ, z)−

−
p−1∑
r=0

ω−k(r+1)

λr+1
ϕ̃

(p−r−1)
k (z), (25)

ÿêi äîâîäÿòüñÿ iíäóêöi¹þ ïî çìiííié p. Ïðî-
äèôåðåíöiþâàâøè (24) p ðàçiâ ïî çìiííié z i
ñêîðèñòàâøèñü (25), îäåðæèìî:

∂p

∂zp
(t(λ, z)) =

=
n−1∑

k=0

(
ω−kp

λp
tk(ω

kλ, z)−
p−1∑
r=0

ω−k(r+1)

λr+1
ϕ̃

(p−r−1)
k (z)

)
.

Òîìó
n−1∑

k=0

ω−kptk(ω
kλ, z) = λp ∂p

∂zp
(t(λ, z)) +

+
n−1∑

k=0

p−1∑
r=0

ω−k(r+1)λp−r−1ϕ̃
(p−r−1)
k (z), (26)

p = 0, n− 1, z ∈ G, λ ∈ C.
Ïîêëàäàþ÷è â (26) z = 0, îäåðæèìî, ùî

ïðè λ ∈ C \ {0} i p = 0, 1, . . . âèêîíóþòüñÿ
ðiâíîñòi

n−1∑

k=0

ω−kpc̃k(ω
kλ) = λp ∂pt(λ, 0)

∂zp
+
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+
n−1∑

k=0

p−1∑
j=0

ωk(j−p)λjϕ̃
(j)
k (0) (27)

Ïðàâi ÷àñòèíè (27) ïðè êîæíîìó p = 0, 1, . . .
¹ öiëèìè ôóíêöiÿìè âiäíîñíî λ. Ðîçãëÿíåìî
(27) ïðè p = 0, n− 1. Òîäi äëÿ λ ∈ C \ {0}
(27) ¹ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî
íåâiäîìèõ c̃k(ω

kλ), k = 0, n− 1. Îñêiëüêè âè-
çíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî
ðîçâ'ÿçàâøè ¨¨, îäåðæèìî, ùî êîæíà ç ôóí-
êöié c̃k(ω

kλ) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ôóí-
êöié ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (27) ïðè p =
0, n− 1 i λ ∈ C\{0}. Òîìó äëÿ êîæíî¨ ç ôóí-
êöié c̃k(ω

kλ), à çíà÷èòü i äëÿ ôóíêöié c̃k(λ),
òî÷êà λ = 0 ¹ óñóâíîþ îñîáëèâiñòþ. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî ôóíêöi¨ c̃k(λ), k = 0, n− 1, ¹
öiëèìè.

Ïîáóäó¹ìî äàëi îïåðàòîðè ç êëàñó
L(H(G)), äëÿ ÿêèõ ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé
(26) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèìè ôóíêöiÿìè. Äëÿ
êîæíîãî p = 0, n− 1 ÷åðåç Bp ïîçíà÷èìî
îïåðàòîð

Bp = DpTDp+
n−1∑

k=0

p−1∑
r=0

ω−k(r+1)ϕ̃
(p−r−1)
k (z)δp−r−1,

äå δl(f) = f (l)(0), l = 0, 1, . . .. Çðîçóìiëî,
ùî Bp ∈ L(H(G)) ïðè p = 0, n− 1. Íåõàé
bp(λ, z) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ îïåðà-
òîðà Bp, òîáòî Bp(exp(λz̃)) = bp(λ, z), p =
0, n− 1. Òîäi ðiâíîñòi (26) ïðè λ ∈ C i z ∈ G
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

n−1∑

k=0

ω−kptk(ω
kλ, z) = bp(λ, z), (28)

p = 0, n− 1. Ñïiââiäíîøåííÿ (28) ¹ ñèñòå-
ìîþ n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî n íåâiäî-
ìèõ tk(ω

kλ, z), p = 0, n− 1. Îñêiëüêè âè-
çíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè âiäìiííèé âiä íóëÿ, òî
ðîçâ'ÿçàâøè ¨¨, îäåðæèìî, ùî ïðè λ ∈ C,
z ∈ G:

tk(ω
kλ, z) =

n−1∑
p=0

dpkbp(λ, z), (29)

äå dpk � äåÿêi êîìïëåêñíi ÷èñëà, p, k =
0, n− 1.

Ç (29) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ tk(λ, z)
¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ äëÿ îïåðàòîðà
Tk =

n−1∑
p=0

dpkBpP
n−k, ÿêèé íàëåæèòü êëàñó

L(H(G)). Ïðè öüîìó ϕ̃k(z) = tk(0, z) = Tk1,
k = 0, n− 1. Ç ôîðìóëè äëÿ âèçíà÷åííÿ
ôóíêöié tk(λ, z), k = 0, n− 1, çà òåîðåìîþ
1 îäåðæó¹ìî, ùî êîæåí ç îïåðàòîðiâ Tk

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü (7). Òîäi ç (24) âèïëè-
âà¹, ùî T ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (2), äå Tk,
k = 0, n− 1, çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè
2. Íåîáõiäíiñòü óìîâ òåîðåìè äîâåäåíà.

Äîñòàòíiñòü. Ïðè âèêîíàííi óìîâ òåî-
ðåìè, ôîðìóëîþ (2) âèçíà÷à¹òüñÿ îïåðàòîð
T ç êëàñó L(H(G)). Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè
ïðàâèëüíiñòü ðiâíîñòåé

(TkP
k)J n = Dn(TkP

k) (30)

äëÿ k = 0, n− 1.
Îñêiëüêè PJ = ωJP i ωn = 1, òî PJ n =

J nP . Òîìó
(
TkP

k
)J n = (TkJ n) P k = Dn

(
TkP

k
)

äëÿ êîæíîãî k = 0, n− 1. Ðiâíîñòi (30), à ç
íèìè i òåîðåìà 2, äîâåäåíi.

Çàóâàæåííÿ. Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè âè-
ïëèâà¹, ùî ôóíêöi¨ ck(λ), çà äîïîìîãîþ
ÿêèõ âèçíà÷à¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íà ôóí-
êöiÿ t(λ, z) îïåðàòîðà T ó âèãëÿäi (18), ¹
öiëèìè ïðè k = 0, n− 1. Â ñòàòòi [1] çà-
ãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿ-
ííÿ ∂n

∂zn (t(λ, z)) = λnt(λ, z), ïðè λ ∈ C \
{0} i z ∈ C, ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi t(λ, z) =
n−1∑
k=0

ck(λ)exp(ωkλz) (òóò t(λ, z) = T (exp(λz̃)),
à T � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) â êëàñi L(A∞)).
Â [1] ñòâåðäæóâàëîñÿ, ùî ôóíêöi¨ ck(λ) ¹ öi-
ëèìè, k = 0, n− 1. Íàñïðàâäi æ, öi ôóíêöi¨
¹ àíàëiòè÷íèìè íà ìíîæèíi C \ {0} i òî÷êà
λ = 0 äëÿ êîæíî¨ ç íèõ ìîæå áóòè ïîëþñîì,
ïîðÿäîê ÿêîãî íå ïåðåâèùó¹ n − 1. Öå i áó-
ëî äæåðåëîì ïîìèëêîâîãî òâåðäæåííÿ ç [1],
ÿêå ñôîðìóëüîâàíå ó âñòóïi äî äàíî¨ ñòàòòi.
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