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Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà

ÄÂÎËIÏØÈÖÅÂI ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÍß ÒÀ ÀÍÀËÎÃ ÒÅÍÇÎÐÍÎÃÎ
ÄÎÁÓÒÊÓ ÌÅÒÐÈ×ÍÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐIÂ

Íàâåäåíi äåÿêi âëàñòèâîñòi âiëüíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó òà éîãî íîðìè, ïðîåêòèâíîãî
òåíçîðíîãî äîáóòêó âiëüíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ òà ïîáóäîâàíî àíàëîã òåíçîðíîãî äîáóòêó
ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ, âèêîðèñòîâóþ÷è ëiïøèöåâi âiäîáðàæåííÿ.

Some properties of a free Banach space and its norm, the projective tensor product of free
Banach spaces are established and an analogue of the tensor product for metric spaces is constructed
using Lipschitz mappings.

Îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà ïîïåðåäíi âi-
äîìîñòi

Äîñëiäæåííÿ ëiïøèöåâèõ ôóíêöié ç âè-
êîðèñòàííÿì êîíñòðóêöi¨ âiëüíîãî áàíàõîâî-
ãî ïðîñòîðó ¹ äîñèòü ïåðñïåêòèâíèì, îñêiëü-
êè äîçâîëÿ¹ ëiïøèöåâi âiäîáðàæåííÿ òà
áiëüø çàãàëüíi íåëiíiéíi âiäîáðàæåííÿ äî-
ñëiäæóâàòè ìåòîäàìè òåîði¨ ëiíiéíèõ îïåðà-
òîðiâ. Îçíà÷åííÿ âiëüíîãî ëîêàëüíî îïóêëî-
ãî ïðîñòîðó ââiâ À. Ìàðêîâ ó 1941 ðîöi [1].
Ä. Ðàéêîâ ïîáóäóâàâ âiëüíèé ëîêàëüíî îïó-
êëèé ïðîñòið öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó,
âiëüíèé ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið ðiâíîìið-
íîãî ïðîñòîðó òà âiëüíèé ëîêàëüíî îïóêëèé
ïðîñòið ðiâíîìiðíîãî ïðîñòîðó ç âiäìi÷åíîþ
òî÷êîþ [2].

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ F : X → Y,
äå X,Y− ìåòðè÷íi ïðîñòîðè. Âiäîáðàæåí-
íÿ F : X → Y, íàçèâà¹òüñÿ ëiïøèöåâèì íà
ïðîñòîði X, ÿêùî iñíó¹ ñòàëà c > 0 òàêà, ùî
äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ x1, x2 ∈ X ñïðàâå-
äëèâà íåðiâíiñòü

ρ(f(x1), f(x2)) ≤ cρ(x1, x2),

äå ρ(x1, x2)− âiäñòàíü ìiæ åëåìåíòàìè ïðî-
ñòîðó X, ρ(f(x1), f(x2)) � âiäñòàíü ìiæ åëå-
ìåíòàìè ïðîñòîðó Y. Íàéìåíøà ìîæëèâà
ñòàëà c íàçèâà¹òüñÿ ñòàëîþ Ëiïøèöà. Íåõàé
(X, ρ)− ìåòðè÷íèé ïðîñòið ç äiéñíîçíà÷íîþ
íåâiä'¹ìíîþ ôóíêöi¹þ α(x), ÿêà çàäîâîëü-
íÿ¹ òàêi óìîâè:

|α(x1)− α(x2)| ≤ ρ(x1, x2) ≤ α(x1) + α(x2),

äëÿ âñiõ x1, x2 ∈ X. Ôóíêöiþ α(x) íàçèâà-
¹ìî íîðìîþ ïðîñòîðó X. Äîâiëüíèé ìåòðè-
÷íèé ïðîñòið X ¹ íîðìîâàíèì âiäíîñíî íîð-
ìè α(x) := ρ(θ, x), äå θ ¹ ôiêñîâàíîþ òî÷êîþ
ïðîñòîðó X. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lip 0(X, E)
ïiäìíîæèíó âñiõ ëiïøèöåâèõ âiäîáðàæåíü
F (x) ç íîðìîâàíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X
ç âiäìi÷åíîþ òî÷êîþ θ òà íîðìîþ α(x) ó íîð-
ìîâàíèé ëiíiéíèé ïðîñòið E, òàêèõ, ùî

|F (x)| ≤ LF α(x),

äå LF � ëiïøèöåâà ñòàëà. Ëiïøèöåâå âiä-
îáðàæåííÿ íà äîâiëüíîìó ïðîñòîði ç âiäìi-
÷åíîþ òî÷êîþ íàëåæèòü êëàñó Lip 0(X, E)
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè F (θ) = 0. Ïðîñòið
Lip 0(X, E) ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì ç íîðìîþ
‖F‖ = LF .

Âiäîìîþ ¹ íàñòóïíà òåîðåìà:
Òåîðåìà 1. Íåõàé X− íîðìîâàíà ìíîæè-
íà. Iñíó¹ ¹äèíèé, ç òî÷íiñòþ äî içîìåòðè-
÷íîãî içîìîðôiçìó áàíàõiâ ïðîñòið B(X)
íàä ïîëåì K, à òàêîæ içîìåòðè÷íå âêëà-
äåííÿ ν : X → B(X) òàêi, ùî

1. Âåêòîðè ν(x) ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè
ó B(X) äëÿ α(x) > 0 i ëiíiéíà îáîëîíêà
åëåìåíòiâ ν(x) ¹ ùiëüíîþ â B(X).

2. Äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ F ç Lip 0(X, E)
ìîæå áóòè ïðîäîâæåíå äî ëiíiéíîãî
íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà F̃ : B(X) → E,

ïðè÷îìó ‖F̃‖ = LF äëÿ äîâiëüíîãî íîð-
ìîâàíîãî ïðîñòîðó E.
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3. ßêùî K = R, àáî K = C, òîäi äëÿ äî-
âiëüíî¨ çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè X0 ⊂ X
ç ôiêñîâàíîþ òî÷êîþ θ ∈ X0 âêëþ÷å-
ííÿ X0 → X ïðîäîâæó¹òüñÿ äî içîìå-
òðè÷íîãî âêëàäåííÿ áàíàõîâèõ ïðîñòî-
ðiâ B(X0) → B(X).

Ïåðøå i äðóãå òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1 áóëè
íåçàëåæíî äîâåäåíi Æ. Ôëóäîì [4, ñ. 23], Â.
Ïåñòîâèì [5] i Í. Âiâåðîì [7, ñ. 41]. Òðåò¹
òâåðäæåííÿ òåîðåìè äîâåäåíî Â. Ïåñòîâèì
[6] i Í. Âiâåðîì [7, ñ. 42].

Ïðîñòið B(X) íàçèâà¹òüñÿ âiëüíèì áàíà-
õîâèì ïðîñòîðîì.

Îòæå, çãiäíî ç òåîðåìîþ, ïðîñòið
Lip 0(X,E) ¹ içîìåòðè÷íèì äî ïðîñòîðó
L(B(X), E) âñiõ íåïåðåðâíèõ ëiíiéíèõ îïå-
ðàòîðiâ ç B(X) ó E. ×åðåç spanX áóäåìî
ïîçíà÷àòè ëiíiéíó îáîëîíêó ìíîæèíè ν(X)
ó B(X). Íåõàé x ∈ spanX ⊂ B(X), òîäi
÷åðåç suppx ïîçíà÷èìî ñêií÷åííèé íàáið
åëåìåíòiâ {x1, . . . , xn} ⊂ X òàêèé, ùî

x =
∑

k

akxk

äå xk = ν(xk), ak ∈ R. Çâóæåííÿ A|X
äîâiëüíîãî îïåðàòîðà A ∈ L(B(X), E) íà
X ⊂ B(X) ¹ ëiïøèöåâèì âiäîáðàæåííÿì
íà X. Îñêiëüêè ïðîñòið spanX ¹ ùiëüíèì ó
B(X), òî ëiíiéíå ïðîäîâæåííÿ Ã|X îïåðàòî-
ðà A|X íà B(X) çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòîðîì A.

Îòæå, ‖A‖ = ‖Ã|X‖ = LA|X i âiäîáðàæåí-
íÿ A 7→ A|X ¹ içîìåòðè÷íèì içîìîðôiçìîì
ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ. Iíøèìè ñëîâàìè, íàñòó-
ïíà äiàãðàìà ¹ êîìóòàòèâíîþ

X
ν−→ B(X)

F ∈ Lip 0(X, E) ↓ ↙ F̃ ∈ L(B(X), E).

E
Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ ν ¹ ëiïøèöå-
âèì i

Lν = 1.

Íåõàé X, Y− ìåòðè÷íi ïðîñòîðè ç âiäìi-
÷åíèìè òî÷êàìè θx i θy i íîðìàìè α(x) =
ρ(θx, x) i α(y) = ρ(θy, y) âiäïîâiäíî.

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ g(x, y), âèçíà-
÷åíå íà äåêàðòîâîìó äîáóòêó ïðîñòîðiâ X×

Y çi çíà÷åííÿìè ó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði E.
Ïîçíà÷èìî Ay(x) âiäîáðæåííÿ ç X â E òàêå,
ùî Ay(x) = g(x, y) äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíî-
ãî y ∈ Y. Àíàëîãi÷íî âèçíà÷èìî îïåðàòîð
Ax(y) = g(x, y), ÿêèé äi¹ ç Y â E ïðè êîæíî-
ìó ôiêñîâàíîìó x ∈ X.

Âiäîáðàæåííÿ g(x, y) : X × Y → E íàçè-
âà¹òüñÿ äâîëiïøèöåâèì àáî íàðiçíî ëiïøè-
öåâèì, ÿêùî Ax(y) ¹ ëiïøèöåâèì äëÿ êîæíî-
ãî ôiêñîâàíîãî x ∈ X i Ay(x) ¹ ëiïøèöå-
âèì äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî y ∈ Y. Äëÿ
äàíîãî äâîëiïøèöåâîãî âiäîáðàæåííÿ g(x, y)
ïîçíà÷èìî ÷åðåç G : x 7→ Ax îïåðàòîð,
ÿêèé êîæíîìó åëåìåíòó x ∈ X ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ëiïøèöåâå âiäîáðàæåííÿ Ax.
Äâîëiïøèöåâi âiäîáðàæåííÿ äîñëiäæóâàëè-
ñÿ, çîêðåìà, ó [3].

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè
Íåõàé X− ìåòðè÷íèé ïðîñòið ç íîðìîþ

αX i ôiêñîâàíîþ òî÷êîþ θ. Íàñòóïíà ëåìà ¹
äîáðå âiäîìîþ (äèâ. [2], [5]).
Ëåìà 1. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà u ∈
spanX, òà äåÿêîãî ñêií÷åííîãî íàáîðó λi,
µj ∈ R i xi, yi, zj ∈ suppu, âèêîíóþòüñÿ íà-
ñòóïíi ðiâíîñòi:

u =
∑

i

λi(xi − yi) +
∑

j

µjzj (1)

i
‖u‖ =

∑
i

|λi|ρX(xi, yi) +
∑

j

|µj|αX(zj). (2)

Íàñëiäîê 1. Íåõàé u ∈ spanX, òîäi íîðìà
u â B(X) ìîæå áóòè îá÷èñëåíà çà ôîðìó-
ëîþ

‖u‖ = inf
n∑

k=1

|λk|ρ(xk, yk) = inf
n∑

k=1

|λk|‖xk−yk‖,

äå iíôiìóì áåðåòüñÿ ïî âñiõ òàêèõ çîáðà-
æåííÿõ åëåìåíòà u:

u =
n∑

k=1

λk(xk − yk).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u =
n∑

k=1

λk(xk − yk). Òîäi

‖u‖ ≤
n∑

k=1

|λk|‖xk − yk‖.
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Îòæå,

‖u‖ ≤ inf
n∑

k=1

|λk|‖xk − yk‖. (3)

Ç iíøîãî áîêó ðiâíîñòi (1) i (2) ïîêàçóþòü,
ùî iñíó¹ çîáðàæåííÿ åëåìåíòà u, äëÿ ÿêîãî

‖u‖ =
n∑

k=1

|λk|‖xk − yk‖.

Òàêèì ÷èíîì,

‖u‖ ≥ inf
n∑

k=1

|λk|‖xk − yk‖. (4)

Âðàõîâóþ÷è (3) òà (4) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

‖u‖ = inf
n∑

k=1

|λk|‖xk − yk‖.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

ΩX = {x− y | x, y ∈ X, x 6= y} ∪ θ ⊂ B(X).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç `1(ΩX) ôîðìàëüíó ëi-
íiéíó îáîëîíêó ìíîæèíè ΩX , ïîïîâíåíó âiä-
íîñíî `1-íîðìè. Òîáòî, êîæåí åëåìåíò ω ìà¹
âèãëÿä ôîðìàëüíî¨ ñóìè

ω =
∞∑

k=1

ak(xk − yk),

äå xk, yk ∈ X i

‖ω‖`1(ΩX) =
∞∑

k=1

|ak|‖xk − yk‖.

Êîæíié ôîðìàëüíié ñóìi ç `1(ΩX) ìîæíà ïî-
ñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ðÿä

∞∑
k=1

ak(xk − yk)

â ïðîñòîði B(X), ÿêèé, î÷åâèäíî, çáiãà¹òüñÿ
äî äåÿêîãî åëåìåíòà öüîãî ïðîñòîðó.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç V0 çàìêíåíèé ëiíiéíèé
ïiäïðîñòið â `1(ΩX), äëÿ åëåìåíòiâ ÿêîãî
∞∑

k=1

ak(xk − yk) = 0 â B(X). Òîäi, ç íàñëiä-
êó 1 òà îçíà÷åííÿ íîðìè ôàêòîð-ïðîñòîðó
âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2. Âiëüíèé áàíàõiâ ïðîñòið
B(X) ¹ içîìåòðè÷íî-içîìîðôíèì äî
ôàêòîð-ïðîñòîðó `1(Ω(X))/V0.

Íåõàé X,Y � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè. Ðîçãëÿ-
íåìî ëiíiéíèé ïðîñòið Σ ôîðìàëüíèõ ñóì∑
i

λi(xi, yi), äå (xi, yi) ∈ ΩX ×ΩY . Î÷åâèäíî,

ùî ìíîæèíà åëåìåíòiâ Σ0 = {
n∑

k=1

γk(xk, θy)+

n∑
j=1

µj(θx, yj)} ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì Σ.

Ðîçãëÿíåìî ôàêòîð-ïðîñòið Σ̃ = Σ/Σ0.
Ïîçíà÷èìî êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi åëåìåíòà
(x, y) ÷åðåç (x¦y) i X¦Y = {x¦y |x ∈ ΩX , y ∈
ΩY }. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ω ∈ Σ̃ âèçíà÷è-
ìî íîðìó

‖ω‖ := inf
∑

k

|λk|‖uk − u′k‖‖vk − v′k‖, (5)

äå iíôiìóì áåðåòüñÿ ïî âñiõ çîáðàæåííÿõ
åëåìåíòà ω ó òàêîìó âèãëÿäi:

ω =
∑

k

λk(uk − u′k) ¦ (vk − v′k) (6)

äå uk, u
′
k ∈ X, vk, v

′
k ∈ Y .

Òåîðåìà 2. Ïîïîâíåííÿ ïðîñòîðó Σ̃
âiäíîñíî íîðìè (5) içîìåòðè÷íî içîìîð-
ôíå ïðîåêòèâíîìó òåíçîðíîìó äîáóòêó
B(X)

⊗̂
πB(Y ) áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ B(X)

òà B(Y ).

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî äîâåñòè içîìå-
òðè÷íèé içîìîðôiçì ïðîñòîðiâ Σ̃ i
spanX ⊗π spanY. Âèáåðåìî äîâiëüíèé
åëåìåíò v ∈ spanX ⊗π spanY. Éîãî ìîæíà
çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi

v =
n∑

i=1

γixi ⊗
n∑

j=1

µjyj =
n∑

i,j=1

γiµjxiyj,

äå xi ∈ ΩX , yj ∈ ΩY . Ïåðåïîçíà÷èâøè γiµj

÷åðåç λk, îòðèìà¹ìî åëåìåíò ω =
n∑

k=1

λkxk ¦
yk, ÿêèé íàëåæèòü ïðîñòîðó Σ̃.
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Çàïèøåìî íîðìó åëåìåíòà v =
n∑

i=1

xi ⊗ yi

äå v ∈ spanX ⊗π spanY :

‖v‖π = inf
n∑

i=1

‖xi‖‖yi‖,

äå xi =
n∑

j=1

γi
jx

i
j, à yi =

n∑
k=1

µi
ky

i
k
. Çîáðàæåííÿ

åëåìåíòà ó âèãëÿäi (6) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàä-
êîì çîáðàæåííÿ v =

n∑
i=1

xi ⊗ yi, îòæå,

‖v‖π ≤ ‖ω‖. (7)
Ç iíøîãî áîêó, äëÿ êîæíîãî ε > 0 çíàéäå-

òüñÿ òàêèé ñêií÷åííèé íàáið xi ∈ spanX, yi ∈
spanY , ùî

‖v‖π ≥
∑

i

‖xi‖‖yi‖ − ε.

Âðàõîâóþ÷è íàñëiäîê 1 îòðèìà¹ìî, ùî

‖v‖π ≥ ‖ω‖ − 2ε.

Îñêiëüêè öå âiðíî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0, òî

‖v‖π ≥ ‖ω‖. (8)
Âðàõîâóþ÷è (7) òà (8) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

‖v‖π = ‖ω‖.

Ç äîâåäåíî¨ òåîðåìè, çîêðåìà, âèïëèâà¹,
ùî X ¦ Y âêëàäà¹òüñÿ â B(X)⊗̂πB(Y ).
Ïðîåêòèâíà òåíçîðíà íîðìà ïðîñòîðó
B(X)⊗̂πB(Y ) iíäóêó¹ ìåòðèêó íà X ¦Y, ÿêà
ìà¹ âèãëÿä

ρ((x1 − x′1) ¦ (y1 − y′1), (x2 − x′2) ¦ (y2 − y′2)) =

‖(x1− x′1) ¦ (y1− y′1)− (x2− x′2) ¦ (y2− y′2)‖ =

‖(x1−x′1)⊗(y1−y′1)−(x2−x′2)⊗(y2−y′2)‖π (9)
Òàêèì ÷èíîì X ¦ Y ¹ ìåòðè÷íèì ïðîñòî-

ðîì ç âiäìi÷åíîþ òî÷êîþ θX ¦ θY .

Òåîðåìà 3. B(X ¦ Y ) = B(X)
⊗̂

πB(Y ).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò w ∈ X ¦ Y.
Âðàõîâóþ÷è âèãëÿä åëåìåíòiâ ìíîæèí ΩX i
ΩY åëåìåíò w ìîæíà ïîäàòè ó òàêîìó âè-
ãëÿäi:

w = (x′ − x′′) ¦ (y′ − y′′). (10)
Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîñòàòíüî ðîç-

ãëÿíóòè ìíîæèíó span(X ¦ Y ), ÿêà ¹ ùiëü-
íîþ ó B(X) ¦ B(Y ). Âèáåðåìî åëåìåíò p ∈
span(X ¦Y ). Îñêiëüêè span(X ¦Y )− ëiíiéíà
îáîëîíêà ïðîñòîðó X ¦ Y, òî p ìà¹ íàñòóïíå
çîáðàæåííÿ

p =
∑

k

λkwk,

ÿêå, âðàõîâóþ÷è ëåìó 1, çàïèøåìî ó âèãëÿ-
äi:

p =
∑

k

λk(wk − wk),

äå wk, wk ∈ suppp. Çíàéäåìî íîðìó p :

‖p‖ = inf
∑

k

|λk|‖wk − wk‖.

Âðàõîâóþ÷è çîáðàæåííÿ (10) ìîæíà îòðè-
ìàòè, ùî

‖p‖ = inf
∑

k

|λk|‖(x′k − x′′k) ¦ (y′
k
− y′′

k
)−

−(x
′
k − x

′′
k) ¦ (y

′
k
− y

′′
k
)‖.

Ç ðiâíîñòi (9) âèïëèâà¹, ùî

‖p‖ = inf
∑

k

|λk|‖(x′k − x′′k)⊗ (y′
k
− y′′

k
)−

−(x
′
k − x

′′
k)⊗ (y

′
k
− y

′′
k
)‖π.

Îòæå,
‖p‖B(X¦Y ) = ‖p‖B(X)⊗̂πB(Y ).

Ó [3] äîâåäåíî òàêó òåîðåìó:
Òåîðåìà 4. Íåõàé g(x, y) � äâîëiïøèöåâå
âiäîáðàæåííÿ i G : x 7→ Ax íàëåæèòü
êëàñó Lip 0(X, Lip 0(Y,E)). Òîäi iñíó¹ íåïå-
ðåðâíå áiëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ D : B(X) ×
B(Y ) → E òàêå, ùî D(x, y) = g(x, y) äëÿ
âñiõ x ∈ X òà y ∈ Y i ‖D‖ = LG.
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Çàóâàæèìî, ùî îáåðíåíå òâåðäæåííÿ òà-
êîæ âiðíå: ÿêùî D : B(X) × B(Y ) → E ¹
íåïåðåðâíèì áiëiíiéíèì âiäîáðàæåííÿì, òî-
äi âiäîáðàæåííÿ g(x, y) = D(x, y) ¹ äâîëi-
ïøèöåâèì, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè
4.

Âiäîìî, ùî äëÿ íåïåðåðâíîãî áiëiíiéíîãî
âiäîáðàæåííÿ D iñíó¹ íåïåðåðâíèé îïåðàòîð
Φg íà ïðîåêòèâíîìó òåíçîðíîìó äîáóòêó
B(X)⊗̂πB(Y ) òàêèé, ùî Φg = D(u, v) äëÿ
äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ u ∈ B(X), v ∈ B(Y ). Ç
öüîãî âèïëèâà¹, ùî äâîëiïøèöåâå âiäîáðà-
æåííÿ g(x, y) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 4
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Φg(x ⊗ y) = g(x, y)
äëÿ äåÿêîãî íåïåðåðâíîãî ëiíiéíîãî îïåðà-
òîðà Φg. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà âñiõ íà-
ðiçíî ëiïøèöåâèõ ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâè òåîðåìè 4 ìîæå áóòè îòîòîæíå-
íà ç ïðîñòîðîì âñiõ íåïåðåðâíèõ áiëiíiéíèõ
ôîðì íà B(X)×B(Y ) :

L(2B(X)×B(Y )) = (B(X)⊗̂πB(Y ))′

i íîðìà äîâiëüíîãî åëåìåíòà q ∈
B(X)⊗̂πB(Y ) ìîæå áóòè îá÷èñëåíà çà
ôîðìóëîþ:

‖q‖ = sup
‖Φ‖≤1

|Φ(q)|,

äå Φ ∈ (B(X)⊗̂πB(Y ))′ i ‖Φ‖ äîðiâíþ¹ ëi-
ïøèöåâié êîíñòàíòi çâóæåííÿ Φ íà X ¦ Y ⊂
B(X ¦ Y ) = B(X)⊗̂πB(Y ).

Çàóâàæèìî, ùî íå êîæíå äâîëiïøèöåâå
âiäîáðàæåííÿ g(x, y) âèçíà÷åíå íà äåêàðòî-
âîìó äîáóòêó ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ X òà Y ç
íîðìàìè αX òà αY òà âiäìi÷åíèìè òî÷êàìè
θX òà θY âiäïîâiäíî, ìîæå áóòè ïðîäîâæå-
íå äî ëiíiéíîãî íà ïðîåêòèâíîìó òåíçîðíîìó
äîáóòêó âiëüíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ B(X)
òà B(Y ). Âiäîìà ôóíêöiÿ Øâàðöà

f(x, y) =

{
2xy

x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

¹ äâîëiïøèöåâîþ ôóíêöi¹þ íà R × R, ÿêà
íå ïðîäîâæó¹òüñÿ äî íåïåðåðâíî¨ áiëiíiéíî¨
ôîðìè íà B(R) × B(R). Ëåãêî áà÷èòè, ùî
f(x, y) íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 4.
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