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Ó êëàñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó ðîçïîäiëiâ âñòàíîâëþ¹òüñÿ êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü
(m + 1)-òî÷êîâî¨ çàäà÷i (m ≥ 2) äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

The correct solvability of (m + 1)-pointed problem (m ≥ 2) for a parabolic pseudodi�erential
equation is established for the class of generalized functions of distribution type.

Ðiçíîìàíiòíi ïðèðîäíi ïðîöåñè (ïîøèðå-
ííÿ åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü, êîëèâàííÿ ði-
çíèõ ñèñòåì, âîëîãîïåðåíåñåííÿ, òîùî) ìî-
äåëþþòüñÿ ÿê áàãàòîòî÷êîâi êðàéîâi çàäà÷i
äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííè-
ìè ïîõiäíèìè ç íåëîêàëüíèìè (â òîìó ÷è-
ñëi ïåðiîäè÷íèìè) óìîâàìè. Âïåðøå íà äî-
öiëüíiñòü òà íåîáõiäíiñòü âèêîðèñòàííÿ íå-
ëîêàëüíèõ óìîâ ç òî÷êè çîðó çàãàëüíî¨ òå-
îði¨ êðàéîâèõ çàäà÷ âêàçàâ Î.Î. Äåçií [1],
ÿêèé äîñëiäæóâàâ ðîçøèðåííÿ äèôåðåíöi-
àëüíèõ îïåðàòîðiâ, ïîðîäæåíèõ çàãàëüíîþ
äèôåðåíöiàëüíîþ îïåðàöi¹þ çi ñòàëèìè êîå-
ôiöi¹íòàìè, òà ìîæëèâiñòü îïèñó öèõ ðîçøè-
ðåíü çà äîïîìîãîþ êðàéîâèõ óìîâ. Ïîäàëü-
øèé ðîçâèòîê öi äîñëiäæåííÿ íàáóëè â ïðà-
öÿõ Â.Ê. Ðîìàíêà [2, 3]. Çà îñòàííi äåñÿòèëi-
òòÿ íåëîêàëüíi çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíî-
îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü ó ðiçíèõ àñïåêòàõ âè-
â÷àëè òàêîæ À.Ì.Íàõóøåâ, Â.Ì. Áîðîê,
À.À. Êåðåôîâ, Ì.Ì. Øîïîëîâ, À.À. Ìàêà-
ðîâ, À.Ê. Ðàòèíi, Î.À. Ñàìàðñüêèé, Î.Ë.
Ñêóáà÷åâñüêèé òà ií., âèäiëÿþ÷è ïåðåâà-
æíî âèïàäêè êîðåêòíî ïîñòàâëåíèõ çàäà÷.
Ó êíèçi [4] äîñëiäæåíî êîðåêòíiñòü êðà-
éîâèõ çàäà÷ ç íåëîêàëüíèìè ïåðiîäè÷íèìè
óìîâàìè çà âèäiëåíîþ çìiííîþ äëÿ øèðî-
êèõ êëàñiâ ëiíiéíèõ òà êâàçiëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü i ñèñòåì ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïî-
õiäíèìè (ãiïåðáîëi÷íèõ, ïàðàáîëi÷íèõ, áåç-
òèïíèõ) ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, à òàêîæ ëi-
íiéíèõ ðiâíÿíü íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Íå-
ëîêàëüíi áàãàòîòî÷êîâi ñèíãóëÿðíi ïàðàáî-
ëi÷íi çàäà÷i ó âñüîìó ïðîñòîði òà â öèëií-

äðè÷íié îáëàñòi äîñëiäæåíi â [5] . Ó ïðàöi
[6] äîñëiäæåíà äâîòî÷êîâà çàäà÷à äëÿ ïñåâ-
äîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íî-
ãî òèïó ç îïåðàòîðîì, ïîáóäîâàíèì çà íå-
ãëàäêèì ñèìâîëîì, íåçàëåæíèì âiä ïðîñòî-
ðîâèõ çìiííèõ, òà êðàéîâîþ óìîâîþ, ÿêà
âèçíà÷à¹òüñÿ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ ñêií-
÷åííîãî ïîðÿäêó. Ó äàíié ðîáîòi âèâ÷à¹òüñÿ
(m + 1) -òî÷êîâà çàäà÷à (m ≥ 2) äëÿ âêàçà-
íîãî ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Çà-
çíà÷èìî, ùî ìåòîäèêà äîñëiäæåííÿ òàêî¨ çà-
äà÷i âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä äîñëiäæåííÿ äâîòî-
÷êîâî¨ çàäà÷i.

1. Ïðîñòîðè îñíîâíèõ òà óçàãàëüíå-
íèõ ôóíêöié. Íåõàé ÷èñëî γ ∈ (1, +∞) \
{2, 3, 4, . . . }, γ0 = n + [γ], M(x) = 1 + |x|,
x ∈ Rn ,

Φ :=

{
ϕ ∈ C∞(Rn)

∣∣∣ ∀p ∈ Z+

sup
x∈Rn

{ p∑

k=0

M(x)γ0+k
∑

|α|=k

|Dα
xϕ(x)| < ∞

}}

(òóò α ∈ Zn
+ � ìóëüòèiíäåêñ). Φ ïåðåòâîðþ-

¹òüñÿ â çëi÷åííîíîðìîâàíèé ïðîñòið iç ââå-
äåííÿì â Φ çëi÷åííî¨ ñèñòåìè íîðì ‖ . . . ‖p,
p ∈ Z+, çà äîïîìîãîþ ôîðìóë

‖ϕ‖p := sup
x∈Rn

{
p∑

k=0

M(x)γ0+k
∑

|α|=k

|Dα
xϕ(x)|

}
,

ϕ ∈ Φ, p ∈ Z+.
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Çàóâàæèìî, ùî çáiæíiñòü ó ïðîñòîði Φ ìî-
æíà îõàðàêòåðèçóâàòè òàê [7]: ïîñëiäîâíiñòü
{ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Φ çáiãà¹òüñÿ çà òîïîëîãi¹þ
ïðîñòîðó Φ äî ϕ ∈ Φ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
âîíà îáìåæåíà â Φ, òîáòî

∀p ∈ Z+ ∃c = c(p) > 0 ∀ν ≥ 1 : ‖ϕν‖p ≤ c;

ïðàâèëüíî çáiãà¹òüñÿ â Φ, à ñàìå, äëÿ äîâiëü-
íîãî α ∈ Zn

+ ïîñëiäîâíiñòü {Dα
x (ϕν − ϕ), ν ≥

1} çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ðiâíîìiðíî íà êîæíî-
ìó êîìïàêòi K ⊂ Rn.

Ïðîñòið Φ ¹ òàêîæ äîñêîíàëèì ïðîñòî-
ðîì ç äèôåðåíöiéîâíîþ îïåðàöi¹þ çñóâó àð-
ãóìåíòà [7]. Íà ôóíêöiÿõ ç ïðîñòîðó Φ âè-
çíà÷åíà i íåïåðåðâíà îïåðàöiÿ ïåðåòâîðåííÿ
Ôóð'¹ F .

Ñèìâîëîì Φ′ ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü óñiõ
ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà Φ çi
ñëàáêîþ çáiæíiñòþ. Åëåìåíòè ïðîñòîðó Φ′

íàäàëi íàçèâàòèìåìî óçàãàëüíåíèìè ôóí-
êöiÿìè. ßê ïîêàçàíî â [7], êîæíèé ôóíêöiî-
íàë f ∈ Φ′ ¹ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ òèïó
ðîçïîäiëiâ, òîáòî ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê.

Ó ïðàöi [7] ñôîðìóëüîâàíî òðè äîñòà-
òíi óìîâè iñíóâàííÿ çãîðòêè â Φ′. Íàâåäåìî
îäíó ç íèõ: ÿêùî f ∈ Φ′, ϕ ∈ Φ, òî çãîðòêà
f ∗ ϕ iñíó¹ i âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

f ∗ ϕ = 〈f, T−xϕ̌(·)〉, ϕ̌(ξ) = ϕ(−ξ), ϕ ∈ Φ

(òóò T−x � îïåðàòîð çñóâó àðãóìåíòó â ïðî-
ñòîði Φ ñèìâîëîì 〈f, ·〉 ïîçíà÷åíî äiþ ôóí-
êöiîíàëó f íà îñíîâíó ôóíêöiþ). Çàóâàæè-
ìî òàêîæ, ùî çãîðòêà f ∗ ϕ ¹ çâè÷àéíîþ íå-
ñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ íà Rn ôóíêöi-
¹þ, ïðè öüîìó [7]

∃m ∈ Z+ ∀β ∈ Zn
+ : |Dβ

x(f ∗ ϕ)(x)| ≤

≤ ‖f‖m(1 + |x|)γ0+m+|β|‖ϕ‖m+|β|

(òóò m ∈ Z+ � ïîðÿäîê óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨
f).

Íåõàé f ∈ Φ′. ßêùî f ∗ϕ ∈ Φ äëÿ äîâiëü-
íî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ Φ i çi ñïiââiäíîøåííÿ ϕν → 0
ïðè ν → +∞ âèïëèâà¹, ùî f ∗ ϕν → 0 ïðè
ν → +∞ ó ïðîñòîði Φ, òî ôóíêöiîíàë f íà-
çèâà¹òüñÿ çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði Φ. Îñêiëü-
êè Φ � äîñêîíàëèé ïðîñòið ç äèôåðåíöiéîâ-

íîþ îïåðàöi¹þ çñóâó àðãóìåíòó, òî, ÿê âè-
ïëèâà¹ iç çàãàëüíî¨ òåîði¨ ïðîñòîðiâ, ñïðÿ-
æåíèõ äî äîñêîíàëèõ (äèâ. [8]), êîæíèé ôi-
íiòíèé ôóíêöiîíàë ¹ çãîðòóâà÷åì ó ïðîñòîði
Φ.

Ñèìâîëîì Ψ ïîçíà÷èìî Ôóð'¹-îáðàç ïðî-
ñòîðó Φ: Ψ = F [Φ]. Â [9] äîâåäåíî, ùî ôóí-
êöiÿ F [ϕ], ϕ ∈ Φ, íåñêií÷åííî äèôåðåíöi-
éîâíà íà Rn \ {0}, à ó òî÷öi x = 0 âîíà çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó Äiíi. Òîäi iç çàãàëüíî¨ òåîði¨
ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ
ϕ çîáðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹
çà äîïîìîãîþ îïåðàöi¨ îáåðíåíîãî ïåðåòâî-
ðåííÿ F−1:

ϕ = F−1[F [ϕ]] = F [F−1[ϕ]], ϕ ∈ Φ.

Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íî i
âçà¹ìíîíåïåðåðâíî âiäîáðàæà¹ Φ íà Ψ. Äëÿ
ôóíêöié iç ïðîñòîðó Ψ ïðàâèëüíèìè ¹ íåðiâ-
íîñòi:

∀{k, m} ⊂ Zn
+, ki ≥ mi, i ∈ {1, . . . , n}, ∃ck > 0

∃cm > 0 : sup
ξ∈Rn\{0}

|ξkDm
ξ F [ϕ](ξ)| ≤ ckcm, ϕ ∈ Φ,

äå ck ≤ cAk1
1 · · · · · Akn

n kk1
1 · · · · · kkn

n (c, A1,
. . . , An � äîäàòíi, çàëåæíi ëèøå âiä ôóíêöi¨
F [ϕ]). Ó ôóíêöié ∂kF [ϕ]/∂ξk

i , ξi 6= 0, k ∈ Z+,
i ∈ {1, . . . , n}, iñíóþòü ñêií÷åííi îäíîñòîðîí-
íi ãðàíèöi

lim
ξi→+0

∂kF [ϕ]/∂ξk
i , lim

ξi→−0
∂kF [ϕ]/∂ξk

i , ϕ ∈ Φ.

Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ óçàãàëüíåíî¨ ôóí-
êöi¨ f ∈ Φ′ âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

〈F [f ], ψ〉 = 〈f, F−1[ψ]〉, ∀ψ ∈ Ψ.

Iç âëàñòèâîñòåé ëiíiéíîñòi i íåïåðåðâíîñòi
ôóíêöiîíàëó f òà ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (ïðÿ-
ìîãî i îáåðíåíîãî) îñíîâíèõ ôóíêöié âè-
ïëèâà¹ ëiíiéíiñòü i íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiî-
íàëó F [f ] íàä ïðîñòîðîì Ψ = F [Φ]. Îòæå,
F [f ] ∈ Ψ′, ∀f ∈ Φ′.

ßêùî f ∈ Φ′ � çãîðòóâà÷ â ïðîñòîði Φ, òî
F [f ∗ϕ] = F [f ] ·F [ϕ], ∀ϕ ∈ Φ; ïðè öüîìó F [f ]
� ìóëüòèïëiêàòîð ó ïðîñòîði Ψ [9].

2. Âëàñòèâîñòi ôóíäàìåíòàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó áàãàòîòî÷êîâî¨ çàäà÷i. Íåõàé
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a: Rn → [0, +∞) � íåïåðåðâíà íà Rn, îäíî-
ðiäíà ïîðÿäêó γ ôóíêöiÿ (òîáòî a(λx) =
λγa(x), λ > 0), γ � ôiêñîâàíå ÷èñëî ç ìíî-
æèíè (1, +∞) \ {2, 3, 4, . . . }, íåñêií÷åííî äè-
ôåðåíöiéîâíà íà Rn \ {0}, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹
óìîâè:

1) ∀k ∈ Zn
+ \ {0} ∃ck > 0 ∀x ∈ Rn \ {0}:

|Dk
xa(x)| ≤ ck‖σ‖γ−|k|;
2) ∃δ0 > 0 ∀x ∈ Rn: a(x) ≥ δ0‖x‖γ.

Iç ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ ó ïðàöi [9] âè-
ïëèâà¹, ùî ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðà-
òîð ∆γ := F−1[a(σ)F ] âèçíà÷åíèé i íåïå-
ðåðâíèé ó ïðîñòîði Φ.

Äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ

∂u(t, x)/∂t + Aγu(t, x) = 0,

(t, x) ∈ (0, T )× Rn ≡ Π, (1)

çàäàìî íåëîêàëüíó áàãàòîòî÷êîâó çàäà÷ó

µu(t, ·)|t=0−µ1u(t, ·)|t=t1−. . . µm(t, ·)|t=tm = ϕ,
(2)

äå µ, µ1, . . . , µm > 0, µ >

m∑

k=1

µk, 0 <

t1 < · · · < tm = T . Êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê
u ∈ C1((0, T ), Φ) çàäà÷i (1), (2) øóêà¹ìî çà
äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, òîìó ïðè-
ïóñêà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ ϕ ¹ åëåìåíòîì ïðîñòî-
ðó Φ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ F [ϕ](σ) = ϕ̃(σ) i
øóêàòèìåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2) ó âè-
ãëÿäi

u(t, x) = F−1[v(t, σ)](x), (t, x) ∈ Π.

Äëÿ ôóíêöi¨ v: Π → R äiñòàíåìî çàäà÷ó (ç
ïàðàìåòðîì σ):

dv(t, σ)/dt + a(σ)v(t, σ) = 0, (t, x) ∈ Π, (3)

µv(t, σ)|t=0−
m∑

k=1

µkv(t, σ)|t=tk = ϕ̃(σ), σ ∈ Rn.

(4)
Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3) íàáóâà¹
âèãëÿäó

v(t, σ) = c exp{−ta(σ)}, (t, σ) ∈ Π, (5)

äå c � äîâiëüíà ñòàëà. Ïiäñòàâèâøè (5) â (4),

îòðèìà¹ìî âèðàç äëÿ ñòàëî¨ c:

c = ϕ̃(σ)
(
µ−

m∑

k=1

µk exp{−tka(σ)}
)−1

, σ ∈ Rn.

(6)
Âèêîðèñòàâøè (6), îòðèìà¹ìî ôîðìóëó äëÿ
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3), (4):

v(t, σ) = ϕ̃(σ) exp{−ta(σ)}×

×
(
µ−

m∑

k=1

µk exp{−tka(σ)}
)−1

, (t, x) ∈ Π.

Îòæå, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2) íàáóâà¹ âè-
ãëÿäó

u(t, x) = (2π)−n

∫

Rn

v(t, σ) exp{i(x, σ)}dσ, (t, x) ∈ Π.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

Γ(t, t1, . . . , tm; x) ≡ Γ(t, x) := F−1[Q(t, σ)](x),

äå
Q(t, σ) = exp{−ta(σ)}×

×
(
µ−

m∑

k=1

µk exp{−tka(σ)}
)−1

.

Òîäi ôîðìàëüíî îòðèìàíèé ðîçâ'ÿçîê
u(t, x), (t, x) ∈ Π, çàäà÷i (1), (2) çàïèøåòüñÿ
ó âèãëÿäi çãîðòêè:

u(t, x) = (2π)−n

∫

Rn

Q(t, σ)

( ∫

Rn

ϕ(ξ)×

× exp{−i(σ, ξ)}dξ

)
exp{i(σ, x)}dσ =

=

∫

Rn

(
(2π)−n

∫

Rn

Q(t, σ) exp{i(σ, x−ξ)}dσ

)
ϕ(ξ)dξ =

=

∫

Rn

Γ(t, x−ξ)ϕ(ξ)dξ = Γ(t, x)∗ϕ(x), (t, x) ∈ Π.

(7)
Çàóâàæèìî, ùî çàêîííiñòü ïðîâåäåíî¨ â (7)
çàìiíè ïîðÿäêó iíòåãðóâàííÿ âèïëèâà¹ ç ëåì
1, 2, ó ÿêèõ äîñëiäæóþòüñÿ âëàñòèâîñòi ôóí-
êöié Q(t, σ) òà Γ(t, x), (t, x) ∈ Π.
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Ëåìà 1. Ïðè ôiêñîâàíîìó t ∈ (0, T ) ôóí-
êöiÿ Q(t, σ) íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà ïî
σ ∈ Rn\{0} i äëÿ ¨¨ ïîõiäíèõ âiðíèìè ¹ îöií-
êè

|Ds
σQ(t, σ)| ≤ γsϕs(t) exp{−ta(σ)}

n∏
i=1

|σi|ωi ,

(8)
s = (s1, . . . , sn) ∈ Zn

+, σ = (σ1, . . . , σn), σi 6=
0, i ∈ {1, . . . , n}, γs > 0 � ñòàëà, íå çàëåæíà

âiä t, ϕs(t) =

|s|∑
p=0

tp,

ωi =





si(γ − 1), ÿêùî |σi| ≥ 1,
i ∈ {1, . . . , n},

γ − si, ÿêùî |σi| < 1, σi 6= 0,
i ∈ {1, . . . , n}.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ ïðîâîäè-
òüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè Ôàà äå Áðó-
íî äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨, à
òàêîæ âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨-ñèìâîëà a: Rn →
R.

Çàóâàæåííÿ. Íåõàé Q̃(t, σ) := Q̃1(σ) ·
Q̃2(t, σ), σ ∈ Rn, t > 0, äå

Q̃1(σ) = exp{−a(σ)},

Q̃2(t, σ) =
(
µ−

m∑

k=1

µk exp{t−1tka(σ)}
)−1

.

Iç âëàñòèâîñòi îäíîðiäíîñòi ôóíêöi¨ a: Rn →
R âèïëèâàþòü òàêi ñïiââiäíîøåííÿ

Q(t, t−1/γσ) = exp{−ta(t−1/γσ)}×

×
(
µ−

m∑

k=1

µk exp{−tka(t−1/γσ)}
)−1

=

= exp{−a(σ)}
(
µ−

m∑

k=1

µk exp{−t−1tka(σ)}
)−1

=

= Q̃1(σ) · Q̃2(t, σ) = Q̃(t, σ).

Íà ïiäñòàâi îöiíîê (8) ñòâåðäæó¹ìî, ùî

sup
σ∈Rn\{0}

{
p∑

|k|=0

|σkDk
σQ(t, σ)|

}
≤ cp < +∞,

p ∈ Z+,

äå cp ≡ cp(t) > 0. Çâiäñè âæå îòðèìó¹ìî,
ùî Q(t, σ), ÿê ôóíêöiÿ àðãóìåíòó σ, ïðè êî-
æíîìó t > 0 ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Ψ. Òîäi
ôóíêöiÿ Γ(t, x) = F−1[Q(t, σ)](x), ÿê ôóí-
êöiÿ x, ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Φ (ïðè êîæíî-
ìó t > 0).

Ôóíêöiÿ

Γ(t, x) = (2π)−n

∫

Rn

Q(t, σ) exp{i(x, σ)}dσ

(9)
¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ ïàðàìåòðà t ∈
(0, T ). Ñïðàâäi, iç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ a:
Rn → R òà îáìåæåíü íà ïàðàìåòðè çàäà÷i
(1), (2) âèïëèâà¹, ùî äëÿ t ≥ t0 > 0

|Q(t, σ)| ≤
(

µ−
m∑

k=1

µk

)−1

exp{−t0a(σ)} ≤

≤
(

µ−
m∑

k=1

µk

)−1

exp{−t0δ0‖σ‖γ}.

Çâiäñè âæå äiñòà¹ìî, ùî iíòåãðàë (9) çáiãà-
¹òüñÿ ðiâíîìiðíî â äîâiëüíié ñìóçi {(t, x) :
t0 ≤ t ≤ T, x ∈ Rn}, t0 > 0, òîìó ôóí-
êöiÿ Γ ¹ íåïåðåðâíîþ ó êîæíié òî÷öi ïðî-
ìiæêó (0, T ]. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ äèôå-
ðåíöiéîâíiñòü ïî t ôóíêöi¨ Γ.

Îñêiëüêè

Q(t, σ) =

∫

Rn

Γ(t, x) exp{i(x, σ)}dσ, a(0) = 0,

(t, σ) ∈ Π,

òî âiðíîþ ¹ ðiâíiñòü
∫

Rn

Γ(t, x)dx =

(
µ−

m∑

k=1

µk

)−1

,∀t ∈ (0, T ].

Ïðîâåäåìî îêðåìî îöiíêè ôóíêöi¨ Γ: Π →
R òà ¨¨ ïîõiäíèõ (ïî x) çàëåæíî âiä ïàðàìå-
òðà t.

Ëåìà 2. Äëÿ ôóíêöi¨ Γ: Π → R òà ¨¨
ïîõiäíèõ ïðàâèëüíèìè ¹ îöiíêè:

|Dk
xΓ(t, x)| ≤ t−([γ](γ−1)+γ(n−1))/γ−|k|

(1 + ‖x‖)n+[γ]+|k| ,
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k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn
+,

t ∈ (0, T ∗], T ∗ = min{1, T}, x ∈ Rn.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåííÿ ëåìè
ïðîâåäåìî ó âèïàäêó n = 1. Ïiñëÿ çàìiíè
çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ σ = t−1/γy îòðèìà¹ìî
òàêå çîáðàæåííÿ äëÿ ôóíêöi¨ Γ:

Γ(t, x) = (2π)−nt−
1
γ

∫

R

Q̃(t, y)×

× exp{−it−1/γxy}dy = t−1/γΓ0(t, x),

äå

Γ0(t, z) = (2π)−1

∫

R

Q̃(t, y) exp{−izy}dy,

z = t−1/γx.

ßêùî z 6= 0, òî iíòåãðóþ÷è s = 1 + [γ] ðàçiâ
÷àñòèíàìè, ïîäàìî Γ0(t, z) ó âèãëÿäi

Γ0(t, z) = (2π)−1 lim
ε→+0

∫

|y|≥ε

Q̃(t, y)×

× exp{−izy}dy = (2π)−1 c̃

zs
×

× lim
ε→+0

[ ∫

|y|≥ε

Ds
yQ̃(t, y) exp{−izy}dy+Φ(ε, z)

]
.

Ñèìâîëîì Φ(ε, z) ïîçíà÷åíî ïîçàiíòåãðàëü-
íèé âèðàç, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ iç äîäàíêiâ âè-
ãëÿäó Dl

yQ̃(t, y) exp{−izy}, 0 ≤ l ≤ s − 1, iç
çíà÷åííÿìè â òî÷êàõ y = ±ε. Iç îöiíîê (8)
(âèïàäîê n = 1) âèïëèâà¹, ùî äëÿ |y| < 1,
y 6= 0, âiðíîþ ¹ íåðiâíiñòü |Dl

yQ̃(t, y)| ≤
c|y|γ−l, c = c(t) > 0, ïðè÷îìó γ−l ≥ γ− [γ] =
{γ}, ÿêùî 0 ≤ k ≤ s − 1, s = 1 + [γ].
Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî lim

ε→0+
Φ(ε, z) = 0 ó êî-

æíié òî÷öi z ∈ R \ {0}. Ïðè y → ∞ âêàçàíi
ïîçàiíòåãðàëüíi äîäàíêè ïðÿìóþòü äî íóëÿ
çà ðàõóíîê ñïàäàííÿ íà íåñêií÷åííîñòi ôóí-
êöi¨ Q̃(t, y) òà ¨¨ ïîõiäíèõ (ïðè ôiêñîâàíîìó
t > 0).

Âðàõóâàâøè îöiíêè ïîõiäíèõ ôóíêöi¨
Q̃(t, y) çíàéäåìî, ùî

|Γ0(t, z)| ≤ c̃s

|z|s t
−(s−1)

∫

|y|≥ε

exp{−a(y)}|y|ωdy ≤

≤ c̃′s
|z|s t

−(s−1)

∞∫

0

exp{−a(y)}yωdy,

s = 1 + [γ], t ∈ (0, T ∗]. Ïiäiíòåãðàëüíà
ôóíêöiÿ exp{−a(y)}yω ìà¹ iíòåãðîâíó îñî-
áëèâiñòü â òî÷öi y = 0. Ñïðàâäi, îñêiëüêè
ω = γ − s, ÿêùî |y| < 1, y 6= 0, òî ïðè âêàçà-
íîìó âèáîði s ìà¹ìî, ùî ω = γ − 1, à çâiäñè
i âèïëèâà¹ çáiæíiñòü âiäïîâiäíîãî iíòåãðàëà.
Îòæå,

|Γ(t, x)| = t−1/γ|Γ0(t, z)| ≤

≤ const
t−1/γ · t−(s−1)

|z|s = const
t−[γ](γ−1)/γ

|x|1+[γ]
, x 6= 0.

ßêùî öå âðàõóâàòè, òî |Γ0(t, x)| ≤ const äëÿ
âñiõ t ∈ (0, T ∗] i z ∈ R, à òàêîæ òå, ùî t−1/γ ≤
t−[γ](γ−1)/γ äëÿ t ∈ (0, T ∗], òî ïðèéäåìî äî
íåðiâíîñòi

|Γ(t, x)| ≤ ct−[γ](γ−1)/γ(1 + |x|)−(1+[γ]),

t ∈ (0, T ∗], x ∈ R.

Íåõàé k ∈ N. Òîäi
Dk

xΓ(t, x) = (2π)−1(−i)kt−(1+k)/γ×

×
∫

R

Q̃(t, y) exp{−izy}ykdy, z = t−1/γx.

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî çðî-
áëåíî ó âèïàäêó k = 0 òà çiíòåãðóâàâøè ÷à-
ñòèíàìè s = 1 + [γ] + k ðàçiâ îòðèìà¹ìî, ùî

Dk
xΓ(t, x) =

cs

zs
t−(1+k)/γ

∫

R

Ds
y(Q̃(t, y)yk)×

× exp{−izy}dy, z 6= 0.

Âðàõóâàâøè ôîðìóëó äèôåðåíöiþâàííÿ äî-
áóòêó äâîõ ôóíêöié äiñòàíåìî, ùî îöiíêà ïî-
õiäíèõ ôóíêöi¨ Γ çâîäèòüñÿ äî îöiíêè ñóìè
iíòåãðàëiâ âèãëÿäó

cs

|z|s
[ ∫

R

|y|k×
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×|Ds
yQ̃(t, y)|dy + ks

∫

R

|y|k−1|Ds−1
y Q̃(t, y)|dy+

+k(k−1)
s(s− 1)

2

∫

R

|y|k−2|Ds−2
y Q̃(t, y)|dy+. . .

+ck
1+[γ]+kk!

∫

R

|D1+[γ]
y Q̃(t, y)|dy

]
. (10)

Êîæåí iç iíòåãðàëiâ ó âèðàçi (10) ìà¹ iíòå-
ãðîâíó îñîáëèâiñòü ó òî÷öi y = 0. Ñïðàâäi,
ðîçãëÿíåìî îäèí iç äîäàíêiâ ñóìè (10), ùî
âiäïîâiäà¹ iíäåêñó k − p, 0 ≤ p ≤ k:

2k(k − 1) · . . . (k − p)Ck−p
1+[γ]+k · J,

äå

J =

∞∫

0

yk−p|D−ys−pQ̃(t, y)|dy, s = 1+[γ]+k.

Iç íåðiâíîñòåé (8) äiñòà¹ìî, ùî äëÿ t ∈
(0, T ∗] âiðíîþ ¹ îöiíêà

J ≤ βt−(s−p−1)

∞∫

0

exp{−a(y)yk−p+ω}dy.

Ó îêîëi òî÷êè y = 0 (|y| < 1, y 6= 0) ïiäiíòå-
ãðàëüíà ôóíêöiÿ ìà¹ îöiíêó

exp{−a(y)}yk−p+ω ≤ yk−p+γ−(s−p) =

= yγ−[γ]−1 =
1

y1−{γ} ,

à çâiäñè i âèïëèâà¹ çáiæíiñòü âiäïîâiäíîãî
íåâëàñíîãî iíòåãðàëà, áî 0 < 1 − {γ} < 1.
Îöiíþþ÷è àíàëîãi÷íî êîæíèé iíòåãðàë ó ñó-
ìi (10) i âèäiëÿþ÷è ïðè öüîìó çàëåæíiñòü
âiä ïàðàìåòðà t ∈ (0, T ∗], ïðèéäåìî äî íå-
ðiâíîñòi

|Dk
xΓ(t, x)| ≤ ck

t−[γ](γ−1)/γ−k

(1 + |x|)1+[γ]+k
, t ∈ (0, T ∗],

x ∈ R, k ∈ N.

Äëÿ äîâåäåííÿ ëåìè ó âèïàäêó n > 1 ñêî-
ðèñòà¹ìîñÿ òîòîæíiñòþ

L exp{−i(z, y)} = exp{−i(z, y)},

L ≡ i‖z‖−2

n∑
i=1

zi
∂

∂yi

,

z = (z1, . . . , zn) ∈ Rn, y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn,
i ïðîiíòåãðó¹ìî q = n + [γ] + |k| ðàçiâ (k =
(k1, . . . , kn) ∈ Zn

+) iíòåãðàë, çàïèñàíèé ó ïðà-
âié ÷àñòèíi ðiâíîñòi

Γ(t, x) = (2π)−nt−n/γ

∫

Rn

Q̃(t, y) exp{−i(z, y)}dy,

(t, x) ∈ Π.

Òîäi äiñòàíåìî ñïiââiäíîøåííÿ

Γ(t, x) = (2π)−nt−n/γ(−1)q×

×
∫

Rn

exp{−i(z, y)}LqQ̃(t, y)dy,

ç ÿêîãî âèïëèâà¹, ùî

|Dk
xΓ(t, x)| ≤ (2π)−nt−(n+|k|)/γ×

×
∫

Rn

|y1|k1 . . . |yn|kn|LqQ̃(t, y)|dy, k ∈ Zn
+.

Âðàõóâàâøè (8), à òàêîæ âèãëÿä îïåðàòîðà
L, ïðèéäåìî äî òàêî¨ îöiíêè:

|LqQ̃(t, y)| ≤ cq‖x‖−qt−(q−1) exp{−a(y)}×
×‖y‖nγ−q, q = n + [γ] + |k|, (11)

t ∈ (0, T ∗], y ∈ Rn \ {0}.
Ñêîðèñòàâøèñü îöiíêîþ (11) ïåðåêîíà¹ìîñÿ
â òîìó, ùî ïðè âêàçàíîìó âèáîði q âiäïîâiä-
íèé n-êðàòíèé iíòåãðàë ¹ çáiæíèì. Çîêðå-
ìà, ó îêîëi òî÷êè y = 0 ïiñëÿ ïåðåõîäó
äî óçàãàëüíåíèõ ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò äî-
ñëiäæåííÿ çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ íà çái-
æíiñòü çâè÷àéíîãî iíòåãðàëà ç ïiäiíòåãðàëü-
íîþ ôóíêöi¹þ rn−1+nγ−q+|k|, r > 0, ÿêèé ¹
çáiæíèì. Âèäiëèâøè äàëi ó ÿâíîìó âèãëÿ-
äi çàëåæíiñòü âiä ïàðàìåòðà t, ïðèéäåìî äî
ïîòðiáíèõ îöiíîê. Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 3. Ôóíêöiÿ Γ(t, ·), t ∈ (0, T ], ÿê àá-
ñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïàðàìåòðà t iç çíà÷åí-
íÿìè ó ïðîñòîði Φ, äèôåðåíöiéîâíà ïî t.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ àíàëîãi÷íå
äîâåäåííþ ëåìè 1 iç ïðàöi [6].
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ßê íàñëiäîê ç ëåìè 3 äiñòà¹ìî, ùî
∂

∂t
(f∗Γ)(t, ·) = f∗ ∂

∂t
Γ(t, ·),∀f ∈ Φ′, t ∈ (0, T ].

Ëåìà 4. Ó ïðîñòîði Φ′ âiðíèì ¹ òàêå
ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

Γ(t, ·)− µ1 lim
t→t1

Γ(t, ·)− · · ·−

−µm lim
t→tm

Γ(t, ·) = δ, (12)

äå δ � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà.
Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàâøèñü âëàñòèâi-

ñòþ íåïåðåðâíîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F :
Φ′ → Ψ′ òà íåïåðåðâíiñòþ Γ(t, ·) ÿê àáñòðà-
êòíî¨ ôóíêöi¨ ïàðàìåòðà t iç çíà÷åííÿìè ó
ïðîñòîði Φ, ñïiââiäíîøåííÿ (12) çàìiíèìî
åêâiâàëåíòíèì ñïiââiäíîøåííÿì

µ lim
t→+0

Q(t, σ)− µ1 lim
t→t1

Q(t, σ)− · · ·−

+µm lim
t→tm

Q(t, σ) = 1, (13)

Q(t, ·) = F [Γ(t, ·)], 1 = F [δ].

Ñïiââiäíîøåííÿ (13) ðîçãëÿäà¹ìî ó ïðîñòî-
ði Ψ′. Äëÿ äîâåäåííÿ (13) âiçüìåìî äîâiëüíó
ôóíêöiþ ψ ∈ Ψ i ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ
ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì iíòåãðàëà
Ëåáåãà çíàéäåìî, ùî

µ lim
t→+0

〈Q(t, ·), ψ〉 − µ1 lim
t→t1

〈Q(t, ·), ψ〉 − · · · −

−µm lim
t→tm

〈Q(t, ·), ψ〉 =

= µ lim
t→+0

∫

Rn

Q(t, σ)ψ(σ)dσ−

−µ1 lim
t→t1

∫

Rn

Q(t, σ)ψ(σ)dσ − · · ·−

−µm lim
t→tm

∫

Rn

Q(t, σ)ψ(σ)dσ =

= µ

∫

Rn

Q(0, σ)ψ(σ)dσ−µ1

∫

Rn

Q(t1, σ)ψ(σ)dσ−

− · · · − µm

∫

Rn

Q(tm, σ)ψ(σ)dσ =

∫

Rn

[µQ(0, σ)−

−µQ(t1, σ)− · · · − µmQ(tm, σ)]ψ(σ)dσ =

=

∫

Rn

ψ(σ)dσ = 〈1, ψ〉.

Çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ (13), à, îò-
æå, ïðàâèëüíèì ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (12). Ëåìà
äîâåäåíà.

Ñèìâîëîì Φ′
∗ ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü óñiõ

óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ç ïðîñòîðó Φ′, ÿêi ¹
çãîðòóâà÷àìè ó ïðîñòîði Φ.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé
ω(t, x) = (ϕ ∗ Γ)(t, x), ϕ ∈ Φ′

∗, (t, x) ∈ Π.

Òîäi ó ïðîñòîði Φ′ âiðíèì ¹ òàêå ãðàíè÷íå
ñïiââiäíîøåííÿ

µ lim
t→+0

ω(t, ·)− µ1 lim
t→t1

ω(t, ·)− · · ·−

−µm lim
t→tm−0

ω(t, ·) = ϕ. (14)

Äîâåäåííÿ. Iç óìîâè ϕ ∈ Φ′
∗ òà âëà-

ñòèâîñòi íåïåðåðâíîñòi Γ(t, ·) ÿê àáñòðàêòíî¨
ôóíêöi¨ ïàðàìåòðà t ∈ (0, T ] iç çíà÷åííÿìè
ó ïðîñòîði Φ âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü ω(t, ·)
ÿê àáñòðàêòíî¨ ôóíêöi¨ ïàðàìåòðà t ∈ (0, T ]
iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði Φ. Òîäi óðàõóâàâ-
øè âëàñòèâiñòü íåïåðåðâíîñòi ïåðåòâîðåííÿ
Ôóð'¹ F : Φ′ → Φ′ òà ôîðìóëè

F [ϕ ∗ Γ] = F [ϕ] · F [Γ] = F [ϕ] ·Q(t, ·),
ÿêà ïðàâèëüíà äëÿ äîâiëüíî¨ óçàãàëüíåíî¨
ôóíêöi¨ ϕ ∈ Φ′

∗, ñïiââiäíîøåííÿ (14) çàïè-
øåìî â åêâiâàëåíòíîìó âèãëÿäi

µ lim
t→+0

F [ω(t, ·)]− µ1 lim
t→t1

F [ω(t, ·)]− · · ·−

−µm lim
t→tm

F [ω(t, ·)] = F [ϕ]

(
µ lim

t→+0
Q(t, ·)−

−µ1 lim
t→t1

Q(t, ·)−· · ·−µm lim
t→tm

Q(t, ·)
)

= F [ϕ].

Âðàõóâàâøè ñïiââiäíîøåííÿ (13) äiñòà¹ìî,
ùî (14) âèêîíó¹òüñÿ.

Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ Γ ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ðiâíÿííÿ (1). Ñïðàâäi,
∂

∂t
Γ(t, x) =

∂

∂t
F−1[Q(t, σ)] = F−1

[ ∂

∂t
Q(t, σ)

]
.
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Ç iíøîãî áîêó ìà¹ìî, ùî

AγΓ(t, x) = F−1[a(σ)F [Γ(t, x)]] =

= F−1[a(σ)Q(t, σ)] = −F−1
[ ∂

∂t
Q(t, σ)

]
.

Îòæå, ôóíêöiÿ Γ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1).
Íàäàëi ôóíêöiþ Γ íàçèâàòèìåìî ôóíäà-

ìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì áàãàòîòî÷êîâî¨ çà-
äà÷i (ÔÐÁÇ) äëÿ ðiâíÿííÿ (1).

Ç íàñëiäêó 1 âèïëèâà¹, ùî äëÿ ðiâíÿí-
íÿ (1) áàãàòîòî÷êîâó çàäà÷ó ìîæíà ñòàâèòè
òàê. Äëÿ (1) ðîçãëÿíåìî áàãàòîòî÷êîâó óìî-
âó

µu(t, ·)|t=0 − µ1u(t, ·)|t=t1 − · · ·−
−µmu(t, ·)|t=tm = ϕ, (15)

äå
ϕ ∈ Φ′

∗, µ, µ1, . . . , µm > 0,

µ >

m∑

k=1

µk, 0 < t1 < · · · < tm = T.

Ïiä ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (15) ðîçóìiòè-
ìåìî ôóíêöiþ u ∈ C1((0, T ), Φ), ÿêà çàäî-
âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1) òà óìîâó (15) ó òîìó
ñåíñi, ùî

µ lim
t→+0

u(t, ·)− µ1 lim
t→t1

u(t, ·)− · · ·−

−µm lim
t→tm

u(t, ·) = ϕ,

äå ãðàíèöi ðîçãëÿäàþòüñÿ ó ïðîñòîði Φ′.
Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ñôîðìóëþ¹ìî ó âè-

ãëÿäi íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà. Çàäà÷à (1), (15) êîðåêòíî

ðîçâ'ÿçíà ó êëàñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié Φ′
∗.

Ðîçâ'ÿçîê çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè

u(t, x) = (ϕ ∗ Γ)(t, x), (t, x) ∈ Π,

äå Γ � ÔÐÁÇ äëÿ ðiâíÿííÿ (1).
Äîâåäåííÿ. Ïåðåäóñiì ïåðåêîíà¹ìîñÿ â

òîìó, ùî u: Π → R çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ
(1). Ñïðàâäi, ÿê âèïëèâà¹ ç ëåìè 3

∂u(t, x)

∂t
=

∂

∂t
(ϕ ∗ Γ)(t, x) = ϕ ∗ ∂Γ(t, x)

∂t
,

(t, x) ∈ Π.

Êðiì òîãî

Aγu(t, x) = F−1[a(σ)F [ϕ∗Γ(t, ·)]](t, x), (t, x) ∈ Π.

Îñêiëüêè ϕ � çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði Φ, òî

F [ϕ ∗ Γ] = F [ϕ] · F [Γ] = F [ϕ] ·Q(t, ·).
Îòæå,

Aγu(t, x) = F 1−[a(σ)Q(t, ·)F [ϕ]] =

= −F−1[∂/∂tQ(t, ·)F [ϕ]] =

= −F−1[F [∂Γ(t, ·)/∂t]F [ϕ]] =

= −F−1[F [ϕ ∗ ∂Γ(t, ·)/∂t]] =

= −(ϕ ∗ ∂Γ(t, ·)/∂t)(t, x), (t, x) ∈ Π.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ u: Π → R çà-
äîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1). Ç íàñëiäêó 1 äiñòà-
¹ìî, ùî u çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâó óìîâó (15)
ó âêàçàíîìó ñåíñi. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî u
íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨
ϕ ∈ Φ′

∗, îñêiëüêè îïåðàöiÿ çãîðòêè âîëîäi¹
âëàñòèâiñòþ íåïåðåðâíîñòi.

Äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1),
(15) àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ ¹äèíîñòi äâîòî-
÷êîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ (1) (äèâ. [6], òå-
îðåìà 1).
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