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Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò âîäíîãî ãîñïîäàðñòâà òà ïðèðîäîêîðèñòóâàííÿ, Ðiâíå

ÓÌÎÂÈ ÇÁIÆÍÎÑÒI ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎÃÎ ÐßÄÓ
∞∑

n=1

n−A

Íàâåäåíî óìîâè çáiæíîñòi îïåðàòîðíîãî ðÿäó
∞∑

n=1

n−A .

We obtain the conditions for convergence of operator series
∞∑

n=1

n−A .

Íåõàé E � êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið
ç íîðìîþ ‖ · ‖ , L(E, E) � áàíàõîâà àëãåáðà
ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ B , ùî äi-
þòü ó ïðîñòîði E , ç íîðìîþ

‖B‖ = sup
‖x‖=1

‖Bx‖

òà îäèíèöåþ I , à σ(C) i ∂σ(C) � ñïåêòð
i ìåæà ñïåêòðà îïåðàòîðà C ∈ L(E, E) âiä-
ïîâiäíî.

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðíèé ðÿä
∞∑

n=1

n−A, (1)

äå A ∈ L(E,E) .
Îñêiëüêè n = eln n , òî çàãàëüíèé ÷ëåí ðÿ-

äó (1) ìîæíà ïîäàòè çà äîïîìîãîþ îïåðà-
òîðíî¨ åêñïîíåíòè ó âèãëÿäi

n−A = e−(ln n)A. (2)

Íàãàäà¹ìî, ùî îïåðàòîðíà åêñïîíåíòà
etA , äå t ∈ C , ìîæå áóòè âèçíà÷åíà ðiâíîñ-
òÿìè

etA = I + tA +
t2

2!
A2 + . . . +

tn

n!
An + . . . (3)

i
etA =

∫

Γ

etλ(λI − A)−1dλ,

äå Γ � îði¹íòîâàíèé ó äîäàòíîìó íàïðÿìêó
ñïðÿìíèé êîíòóð, ùî îõîïëþ¹ ñïåêòð σ(A)

[1], [2]. Òàêîæ åêñïîíåíòó etA ìîæíà âèçíà-
÷èòè ÿê ðîçâ'ÿçîê [2] äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ

dX

dt
= AX,

ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó

X(0) = I.

Çàçíà÷èìî, ùî äîáðå âiäîìèé ó ìàòåìà-
òè÷íîìó àíàëiçi [3], [4] ÷èñëîâèé ðÿä

∞∑
n=1

n−p, (4)

äå p ∈ R , ¹ îêðåìèì âèïàäêîì ðÿäó (1).
Íàñ öiêàâèòèìóòü óìîâè çáiæíîñòi ðÿäó

(1). Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ íåïðîñòî¨ çàäà÷i
íàì áóäóòü ïîòðiáíi äåÿêi äîïîìiæíi ðåçóëü-
òàòè.

1. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ. Ðîçãëÿíå-
ìî îïåðàòîðíèé ðÿä

∞∑
n=1

An, (5)

äå An ∈ L(E, E) , n ∈ N .
Ðÿä (5) íàçèâà¹òüñÿ çáiæíèì, ÿêùî iñíó¹

òàêèé åëåìåíò S ∈ L(E, E) , ùî

lim
n→∞

∥∥∥∥∥S −
n∑

k=1

Ak

∥∥∥∥∥ = 0.

ßêùî æ òàêîãî åëåìåíòà íå iñíó¹, òî öåé ðÿä
íàçèâà¹òüñÿ ðîçáiæíèì.
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Ç îçíà÷åííÿ çáiæíîãî îïåðàòîðíîãî ðÿäó
âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Îïåðàòîðíèé ðÿä (5) çáiãà-
¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëü-
íèõ âiäîáðàæåíü pk : N → N , k = 1, 2 ,
äëÿ ÿêèõ p1(n) ≤ p2(n) äëÿ âñiõ n ∈ N i
lim

n→∞
p1(n) = +∞ , âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøå-

ííÿ

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥

p2(n)∑

k=p1(n)

Ak

∥∥∥∥∥∥
= 0.

Âàæëèâèìè äëÿ ïîäàëüøîãî òàêîæ ¹ íà-
ñòóïíi òåîðåìè ïðî îöiíêó íîðìè îïåðàòîð-
íî¨ åêñïîíåíòè i ïðî ìåæîâó òî÷êó ñïåêòðà
îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 2 ([2]). Äëÿ òîãî, ùîá äiéñíî-
ìó ÷èñëó ρ âiäïîâiäàëî äîäàòíå ÷èñëî Nρ

òàêå, ùîá

‖etA‖ ≤ Nρe
ρt, t ≥ 0,

íåîáõiäíî, ùîá

σ(A) ⊂ {λ ∈ C : Reλ ≤ ρ},
i äîñòàòíüî, ùîá

σ(A) ⊂ {λ ∈ C : Reλ < ρ}.

Òåîðåìà 3 ([2]). ßêùî λ ∈ ∂σ(A) , òî
äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ íîðìîâàíèé âå-
êòîð x ∈ E ( ‖x‖ = 1 ) òàêèé, ùî

‖(A− λI)x‖ < ε.

2. Ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíîãî ðåçóëü-
òàòó. Íàãàäà¹ìî, ùî ÷èñëîâèé ðÿä (4) ç äié-
ñíèì p çáiãà¹òüñÿ ëèøå ó âèïàäêó p > 1 .
Öåé ðÿä ó âèïàäêó êîìïëåêñíîãî p çáiãà¹-
òüñÿ òiëüêè òîäi, êîëè Re p > 1 . Ñóìà ðÿäó
(4) ¹ çíà÷åííÿì äçåòà-ôóíêöi¨ Ðiìàíà ζ(z)
[5], [6] ó òî÷öi z = p .

Äëÿ îïåðàòîðíîãî ðÿäó (1) ñïðàâäæóþòü-
ñÿ àíàëîãi÷íi óìîâè çáiæíîñòi.

Òåîðåìà 4. Îïåðàòîðíèé ðÿä (1) çáiãà-
¹òüñÿ ëèøå ó âèïàäêó

σ(A) ⊂ {λ ∈ C : Reλ > 1}.

3. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4. Ïðîâåäåìî
äîñëiäæåííÿ çáiæíîñòi îïåðàòîðíîãî ðÿäó
(1) ó êîæíîìó ç âèïàäêiâ:

à) σ(A) ⊂ {λ ∈ C : Reλ > 1} ;
á) σ(A) ∩ {λ ∈ C : Reλ = 1} 6= ∅ ;
â) σ(A) ∩ {λ ∈ C : Reλ = 1} = ∅ i

σ(A) ∩ {λ ∈ C : Reλ < 1} 6= ∅ .
Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê à).
Çàâäÿêè òåîðåìi 2, ðiâíîñòi (2) òà êîì-

ïàêòíîñòi ìíîæèíè σ(A) iñíóþòü òàêi äî-
äàòíi ÷èñëà ρ > 1 i N ≥ 1 , ùî

∥∥e(− ln n)A
∥∥ ≤ Ne−ρ ln n, n ≥ 1,

òîáòî ∥∥n−A
∥∥ ≤ N

nρ
, n ≥ 1.

Îñêiëüêè ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑

n=1

N

nρ

çáiãà¹òüñÿ, òî íà ïiäñòàâi îçíàêè ïîðiâíÿííÿ
[3] çáiãà¹òüñÿ i ðÿä

∞∑
n=1

∥∥n−A
∥∥ .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

lim
p→∞

∞∑
n=p

∥∥n−A
∥∥ = 0.

Òîìó çàâäÿêè íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà äëÿ
åëåìåíòiâ áàíàõîâî¨ àëãåáðè L(E, E)

∥∥∥∥∥
m2∑

n=m1

n−A

∥∥∥∥∥ → 0,

ÿêùî m1 ≤ m2 i m1 → +∞ .
Îòæå, íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1 ó âèïàäêó à)

ðÿä (1) çáiãà¹òüñÿ.
Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê á).
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Íåõàé 1 + βi ∈ ∂σ(A) , äå β ∈ R . Ñïî-
÷àòêó ïðèäiëèìî óâàãó âèïàäêó β 6= 0 . Ðîç-
ãëÿíåìî äiéñíi ÷èñëà

tk = e
2kπ
|β| , k ∈ N,

i
τk = e

(4k+1)π
2|β| , k ∈ N.

Î÷åâèäíî, ùî

cos(β ln tk) = 1, k ∈ N,

cos(β ln τk) = 0, k ∈ N,

i
cos(β ln t) > 0 (6)

äëÿ âñiõ t ∈
⋃

k∈N
[tk, τk) . Âèêîðèñòà¹ìî íàòó-

ðàëüíi ÷èñëà

nk = [tk] + 1, k ∈ N,

i
mk = [τk], k ∈ N,

äå [x] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà x . Îöiíèìî çíè-
çó ∣∣∣∣∣

mk∑
n=nk

n−(1+βi)

∣∣∣∣∣ .

Îñêiëüêè çà ôîðìóëàìè Åéëåðà [7]
mk∑

n=nk

n−(1+βi) =

mk∑
n=nk

n−1e−(β ln n)i =

=

mk∑
n=nk

n−1(cos(β ln n)− i sin(β ln n)),

òî äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ k ∈ N
∣∣∣∣∣

mk∑
n=nk

n−(1+βi)

∣∣∣∣∣ ≥

≥
∣∣∣∣∣

mk∑
n=nk

n−1 cos(β ln n)

∣∣∣∣∣ =

=

mk∑
n=nk

n−1 cos(β ln n) >

>

mk−1∫

nk

t−1 cos(β ln t)dt >

>

τk−2∫

tk+1

t−1 cos(β ln t)dt =

=
1

|β|

|β| ln(τk−2)∫

|β| ln(tk+1)

cos s ds >

>

2kπ+π
6∫

2kπ+π
3

cos s ds =

√
3− 1

2|β| .

Òóò óðàõîâàíî ñïiââiäíîøåííÿ (6) i òå, ùî
äëÿ äîñèòü âåëèêèõ k ∈ N

|β| ln(tk + 1) < 2kπ +
π

6

i
|β| ln(τk − 2) > 2kπ +

π

3
.

Îòæå, äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ k ∈ N
∣∣∣∣∣

mk∑
n=nk

n−(1+βi)

∣∣∣∣∣ >

√
3− 1

2|β| . (7)

Äàëi ïîêàæåìî, ùî

lim
k→∞

∥∥∥∥∥
mk∑

n=nk

n−A

∥∥∥∥∥ ≥
√

3− 1

2|β| . (8)

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå k ∈ N , äëÿ ÿêîãî
âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (7).

Âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó 3. Iñíóþòü íîðìî-
âàíi âåêòîðè xl ∈ E , l ∈ N , äëÿ ÿêèõ

lim
l→∞

‖(A− (1 + βi)I) xl‖ = 0.

Òîìó

lim
l→∞

‖(Am − (1 + βi)mI) xl‖ = 0

äëÿ êîæíîãî m ∈ N i íà ïiäñòàâi (3)

lim
l→∞

∥∥(
e−tA − e−t(1+βi)I

)
xl

∥∥ = 0

äëÿ êîæíîãî t ≥ 0 .
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Îòæå, çàâäÿêè (2)

lim
l→∞

∥∥(
n−A − n−(1+βi)I

)
xl

∥∥ = 0, n ∈ N,

çîêðåìà,

max
n=nk,mk

∥∥(
n−A − n−(1+βi)I

)
xl

∥∥ = 0. (9)

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî l ∈ N
∥∥∥∥∥

mk∑
n=nk

n−A

∥∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥∥

mk∑
n=nk

n−Axl

∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥
mk∑

n=nk

n−(1+βi)xl+

+

mk∑
n=nk

(
n−A − n−(1+βi)I

)
xl

∥∥∥∥∥ ≥

≥
∥∥∥∥∥

mk∑
n=nk

n−(1+βi)xl

∥∥∥∥∥−

−
∥∥∥∥∥

mk∑
n=nk

(
n−A − n−(1+βi)I

)
xl

∥∥∥∥∥ ≥

≥
∣∣∣∣∣

mk∑
n=nk

n−(1+βi)

∣∣∣∣∣−

−
mk∑

n=nk

∥∥(
n−A − n−(1+βi)I

)
xl

∥∥ ,

òî íà ïiäñòàâi (9)
∥∥∥∥∥

mk∑
n=nk

n−A

∥∥∥∥∥ ≥
∣∣∣∣∣

mk∑
n=nk

n−(1+βi)

∣∣∣∣∣ .

Çâiäñè òà (7) âèïëèâà¹ (8).
Òàêèì ÷èíîì, íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1 òà

ñïiââiäíîøåííÿ (8) ó âèïàäêó β 6= 0 îïå-
ðàòîðíèé ðÿä (1) ¹ ðîçáiæíèì.

Òåïåð ïðèäiëèìî óâàãó âèïàäêó β = 0 ,
êîëè 1 ∈ ∂σ(A) .

Äëÿ êîæíîãî k ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü ∥∥∥∥∥

2k∑

n=k

n−A

∥∥∥∥∥ ≥
2k∑

n=k

n−1. (10)

Ñïðàâäi, çà òåîðåìîþ 3 iñíóþòü íîðìîâà-
íi âåêòîðè xl , l ∈ N , äëÿ ÿêèõ

lim
l→∞

‖(A− I)xl‖ = 0.

Òîìó àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, ÿê i ó âèïàäêó
β 6= 0 , îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N

lim
l→∞

∥∥(
n−A − n−1I

)
xl

∥∥ = 0. (11)

Îñêiëüêè äëÿ âñiõ k, l ∈ N
∥∥∥∥∥

2k∑

n=k

n−A

∥∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥∥

2k∑

n=k

n−Axl

∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥
2k∑

n=k

n−1xl +
2k∑

n=k

(
n−A − n−1I

)
xl

∥∥∥∥∥ ≥

≥
∥∥∥∥∥

2k∑

n=k

n−1xl

∥∥∥∥∥−
∥∥∥∥∥

2k∑

n=k

(
n−A − n−1I

)
xl

∥∥∥∥∥ =

=
2k∑

n=k

n−1 −
∥∥∥∥∥

2k∑

n=k

(
n−A − n−1I

)
xl

∥∥∥∥∥ ,

òî íà ïiäñòàâi (11) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøå-
ííÿ (10).

Óðàõîâóþ÷è òå, ùî äëÿ âñiõ k ∈ N
2k∑

n=k

n−1 >
k + 1

2k
>

1

2
, (12)

îòðèìó¹ìî

lim
k→∞

∥∥∥∥∥
2k∑

n=k

n−A

∥∥∥∥∥ ≥
1

2
6= 0.

Çâiäñè i òåîðåìè 1 âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó
1 ∈ ∂σ(A) îïåðàòîðíèé ðÿä (1) ¹ ðîçáiæíèì.

Îòæå, ó âèïàäêó á) îïåðàòîðíèé ðÿä (1)
ðîçáiãà¹òüñÿ.

Íàðåøòi äîñëiäèìî ðÿä (1) ó âèïàäêó â).
Íåõàé α+βi ∈ ∂σ(A) , äå α < 1 i β ∈ R .

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê β 6= 0 . Âèêîðèñòà¹ìî
÷èñëà nk i mk , ùî ðîçãëÿäàëèñÿ ó âèïàä-
êó α = 1 i β 6= 0 , i î÷åâèäíi íåðiâíîñòi

∣∣∣∣∣
mk∑

n=nk

n−(α+βi)

∣∣∣∣∣ ≥
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≥
mk∑

n=nk

n−α cos(β ln n) >

>

mk∑
n=nk

n−1 cos(β ln n).

Çâiäñè òà ç ïðîâåäåíèõ ìiðêóâàíü ó ÷àñòèíi
” α = 1 i β 6= 0 ” âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ
äîñèòü âåëèêèõ k ∈ N ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiâ-
âiäíîøåííÿ

∣∣∣∣∣
mk∑

n=nk

n−(α+βi)

∣∣∣∣∣ >

√
3− 1

2|β| . (13)

Äàëi âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó 3. Çà öi¹þ òå-
îðåìîþ iñíóþòü íîðìîâàíi âåêòîðè xl , l ∈
N , äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
l→∞

‖(A− (α + βi)I)xl‖ = 0.

Òîìó äëÿ êîæíîãî n ∈ N
lim
l→∞

∥∥(
n−A − n−(α+βi)I

)
xl

∥∥ = 0. (14)

Îñêiëüêè äëÿ âñiõ k, l ∈ N
∥∥∥∥∥

mk∑
n=nk

n−A

∥∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥∥

mk∑
n=nk

n−Axl

∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥
mk∑

n=nk

n−(α+βi)xl+

+

mk∑
n=nk

(
n−A − n−(α+βi)I

)
xl

∥∥∥∥∥ ≥

≥
∥∥∥∥∥

mk∑
n=nk

n−(α+βi)xl

∥∥∥∥∥−

−
∥∥∥∥∥

mk∑
n=nk

(
n−A − n−(α+βi)I

)
xl

∥∥∥∥∥ ≥

≥
∣∣∣∣∣

mk∑
n=nk

n−(α+βi)

∣∣∣∣∣−

−
mk∑

n=nk

∥∥(
n−A − n−(α+βi)I

)
xl

∥∥ ,

òî íà ïiäñòàâi (14) äëÿ âñiõ k ∈ N
∥∥∥∥∥

mk∑
n=nk

n−A

∥∥∥∥∥ ≥
∣∣∣∣∣

mk∑
n=nk

n−(α+βi)

∣∣∣∣∣ .

Òîìó çàâäÿêè (13)
∥∥∥∥∥

mk∑
n=nk

n−A

∥∥∥∥∥ >

√
3− 1

2|β|

äëÿ âñiõ k ∈ N . Çâiäñè òà òåîðåìè 1 âèïëè-
âà¹, ùî ó âèïàäêó α < 1 i β 6= 0 îïåðàòîð-
íèé ðÿä (1) ðîçáiãà¹òüñÿ.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê α < 1 i β = 0 .
Ëåãêî ïîêàçàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è (2), (3) òà
òåîðåìó 2, ùî äëÿ âñiõ k ∈ N

∥∥∥∥∥
2k∑

n=k

n−A

∥∥∥∥∥ ≥
2k∑

n=k

n−α >

2k∑

n=k

n−1,

çâiäêè íà ïiäñòàâi (12) òà òåîðåìè 1 âèïëèâà¹
ðîçáiæíiñòü ðÿäó (1).

Îòæå, ó âèïàäêó â) îïåðàòîðíèé ðÿä (1)
ðîçáiãà¹òüñÿ.

Òåîðåìó 4 äîâåäåíî.
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