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ГАРАНТОВАНI ОЦIНКИ ФУНКЦIОНАЛIВ, ВИЗНАЧЕНИХ НА
РОЗВ’ЯЗКАХ CТАЦIОНАРНИХ РIВНЯНЬ ТЕПЛОПРОВIДНОСТI ТА НА

ЇХ ГРАДIЄНТАХ

При квадратичних вiдхиленнях на невiдомi детермiнованi даннi дослiджена задача гаран-
тованого оцiнювання значень лiнiйних неперервних функцiоналiв вiд розв’язкiв стацiонарного
рiвняння теплопровiдностi та градiєнтiв цих розв’язкiв за їх одночасними зашумленими спо-
стереженнями. Отримано гарантованi оцiнки лiнiйних неперервних функцiоналiв вiд правих
частин цих рiвнянь.

We investigate the problem of guaranteed estimation the values of linear continuous functi-
onals of stationary solutions of the thermal conductivity equation and gradients of solutions for
their simultaneous noisy observation for quadratic deviation with unknown deterministic data.
Guaranteed estimations for linear continuous functionals of the right hand sides of these equations
are obtained.

Вступ.
В роботi [1] при спецiальних обмеже-

ннях на невiдомi данi дослiджено задачi
мiнiмаксного (або, що теж саме, гаранто-
ваного) середньоквадратичного оцiнювання
розв’язкiв cтацiонарних крайових задач те-
плопровiдностi за одночасним спостереже-
ннями температури та теплового потоку з
адитивними похибками вимiрюваня. А саме,
отриманi теореми про загальний вигляд га-
рантованих оцiнок функцiоналiв вiд невiдо-
мої температури та теплового потоку.

Практичний iнтерес, на наш погляд,
представляють також задачi гарантовано-
го оцiнювання функцiоналiв вiд невiдомої
температури i температурного градiєнту за
їх зашумленими спостереженнями, а та-
кож функцiоналiв вiд невiдомого розподiлу
щiльностi теплових джерел.

В данiй статтi отриманi
• твердження про зведення задач гаран-
тованого оцiнювання функцiоналiв вiд
розв’язкiв, та їх градiєнтiв до спецi-
альних задач оптимального керуван-
ня змiшаними варiацiйними рiвняння-
ми спецiального вигляду з квадрати-
чними критерiями якостi;

• системи однозначно розв’язних варiа-
цiйних рiвнянь, через розв’язки яких

виражаються вiдповiднi гарантованi
оцiнки;

• вирази для похибок гарантованого се-
редньоквадратичного оцiнювання;

• методи оцiнювання невiдомого розподi-
лу щiльностi теплових джерел, як за
спостереженнями температури, так i за
спостереженнями температурного гра-
дiєнту.

Постановка задачi.
Перша з задач оцiнювання, що розгляда-

ється в данiй роботi, полягає в тому, щоб за
спостереженням випадкових елементiв

y1 = C̄1gradϕ + η1, y2 = C2ϕ + η2 (1)

оцiнити значення лiнiйного функцiоналу

l(gradϕ, ϕ) :=

∫

D

(̄l1(x),gradϕ(x))Rn dx+

+

∫

D

l2(x)ϕ(x) dx (2)

в класi оцiнок виду

̂l(gradϕ, ϕ) := (y1, u1)H1 +(y2, u2)H2 + c, (3)

а друга задача – в тому, щоб за спостереже-
ннями (1) в класi оцiнок

l̂(f) := (y1, u1)H1 + (y2, u2)H2 + c, (4)
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оцiнити вираз

l(f) :=

∫

D

l0(x)f(x) dx (5)

при умовах, що

f ∈ G0 :=
{

f̃ ∈ L2(D) :

(
Q(f̃ − f0), f̃ − f0

)
L2(D)

≤ 1
}

, (6)

a похибки η1 i η2 в спостереженнях (1) задо-
вольняють нерiвнiсть

(η1, η2) ∈ G1 := {η̃1 ∈ L2(Ω, H1),

η̃2 ∈ L2(Ω, H2) : Eη̃1 = 0,Eη̃2 = 0,

E(ξ1, u1)H1(ξ2, u2)H2 = 0

∀u1 ∈ H1, u2 ∈ H2, E(Q̃1η̃1, η̃1)H1 ≤ 1,

E(Q̃2η̃2, η̃2)H2 ≤ 1}. (7)

Тут ϕ – невiдомий розв’язок задачi

div (Agradϕ) = f в D, (8)

ϕ = 0 на Γ, (9)

яку, увiвши змiнну j = Agradϕ, можна за-
писати у виглядi еквiвалентної системи пер-
шого порядку:1

A−1 j = gradϕ в D, (12)

div j = f в D, ϕ = 0 на Γ, (13)

де A = A(x) = (aij(x)) симетрична n × n-
матриця з елементами aij ∈ L∞(D), для
якої iснують такi додатнi числа µ1 i µ2,
що виконується нерiвнiсть µ1

∑n
i=1 ξ2

i ≤∑n
i,j=1 aij(x)ξiξj ≤ µ2

∑n
i=1 ξ2

i ∀x ∈ D, ξ =

1Пiд узагальненим розв’язком задачi (12)–(13) будемо ро-
зумiти пару функцiй (j, ϕ) ∈ H(div; D)×L2(Ω), що задоволь-
няє спiввiдношенням
∫

D
(A−1(x)j(x),q(x))Rndx +

∫

D
ϕ(x)divq(x)dx = 0 (10)

∀q ∈ H(div; D)∫

D
v(x)divj(x)dx =

∫

D
f(x)v(x) dx ∀v ∈ L2(D). (11)

З фiзичної точки зору, крайова задача (12)–(13), або еквiва-
лента до неї задача (8)–(9), моделює усталений процесс розпо-
всюдження тепла в областi D, при цьому функцiї ϕ(x), j(x),
A−1(x)j(x) i f(x) вiдповiдно мають смисл температури, те-
плового потоку, теплового градiента температури i об’ємної
щiльностi теплових джерел в точцi x.

(ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn, через A−1 позначена, обер-
нена до A; H1 i H2 сепарабельнi гiльбер-
тови простори над R iз скалярними добу-
ткaми (·, ·)H1 та (·, ·)H2 i нормами ‖ · ‖H1 та
‖ ·‖H2 ; L2(Ω, Hi) - простiр Бохнера, що скла-
дається з випадкових елементiв ξi = ξi(ω),
визначених на деякому ймовiрнiсному про-
сторi (Ω,B, P ) зi значеннями в Hi таких, що
E‖ξi(ω)‖2

Hi
< ∞, i = 1, 2, де E -символ мате-

матичного сподiвання; D-обмежена область
в Rn з лiпшицевою границею; H(div; D) :=
{v ∈ L2(D)n, divv ∈ L2(D)}; l̄1 i l2, l0 – за-
данi елементи iз L2(D)n i L2(D) вiдповiдно;
u1 ∈ H1, u2 ∈ H2, c ∈ R; C̄1 ∈ L(L2(D)n, H1)
i C2 ∈ L(L2(D), H2) – лiнiйнi неперервнi опе-
ратори; f0 ∈ L2(D) – задана функцiя; Q, Q̃1

i Q̃2 – заданi в L2(D), H1 i H2 обмеженi само-
спряженi додатньо визначенi оператори, що
мають обмеженi оберненi.

Нехай u := (u1, u2) ∈ H := H1 ×H2.

Означення 1. Оцiнку вигляду

̂̂
l(gradϕ, ϕ) = (y1, û1)H1 +(y2, û2)H2 + ĉ (14)

будемо називати мiнiмаксною (або гаран-
тованою)оцiнкою l(gradϕ, ϕ) за спостере-
женнями (1), якщо елементи û1 ∈ H1, û2 ∈
H2 i число ĉ визначаються iз умови

inf
u∈H, c∈R

σ(u, c) = σ(û, ĉ), (15)

дe

σ(u, c) := sup
f̃∈G0,(η̃1,η̃2)∈G1

E|l(grad ϕ̃, ϕ̃)−

− ̂l(grad ϕ̃, ϕ̃)|2,
a ϕ̃ задовольняє системi варiацiйних
рiвнянь (10)–(11) при f(x) = f̃(x),
̂l(grad ϕ̃, ϕ̃) := (ỹ1, u1)H1 + (ỹ2, u2)H2 + c, ỹ1 =

C̄1grad ϕ̃ + η̃1, ỹ2 = C2ϕ̃ + η̃2.
Величину

σ := [σ(û, ĉ)]1/2 (16)

будемо називати похибкою мiнiмаксного
оцiнювання виразу l(gradϕ, ϕ).

Означення 2. Оцiнку вигляду

̂̂
l(f) = (y1, û1)H1 + (y2, û2)H2 + ĉ (17)
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будемо називати мiнiмаксною (або гаран-
тованою) оцiнкою l(f) за спостереження-
ми (1), якщо елементи û1 ∈ H1, û2 ∈ H2 i
число ĉ визначаються iз умови

inf
u∈H, c∈R

σ(u, c) = σ(û, ĉ), (18)

дe

σ(u, c) := sup
f̃∈G0,(η̃1,η̃2)∈G1

E|l(f̃)− l̂(f̃)|2,

l̂(f̃) := (ỹ1, u1)H1 + (ỹ2, u2)H2 + c, ỹ1 =
C̄1grad ϕ̃+ η̃1, ỹ2 = C2ϕ̃+ η̃2, a ϕ̃ задоволь-
няє системi варiацiйних рiвнянь (10)–(11)
при f(x) = f̃(x).

Величину

σ := [σ(û, ĉ)]1/2 (19)

будемо називати похибкою мiнiмаксного
оцiнювання виразу l(f).

Для отримання представлення для мiнi-
максних оцiнок i похибок оцiнювання введе-
мо до розгляду при фiксованому u ∈ H па-
ру функцiй (z1(·; u), z2(·; u)) ∈ H(div; D) ×
L2(D), як єдиний pозв’язок наступної варi-
ацiйної задачi:

∫

D

(A−1(x) z1(x; u),q(x))Rndx+

+

∫

D

z2(x; u)divq(x) dx

=

∫

D

(A−1l̄1 −A−1C̄t
1JH1u1(x),q(x))Rndx

∀q ∈ H(div, D), (20)
∫

D

v(x)div z1(x; u) dx =

=

∫

D

(l2(x)− (Ct
2JH2u2)(x))v(x) dx (21)

∀v ∈ L2(D).

Основнi результати.

Лема 1. Задача знаходження мiнiмаксної
оцiнки виразу l(gradϕ, ϕ) еквiвалентна за-
дачi оптимального керування системою,

що описується варiацiйною задачею (20) –
(21) з функцiєю вартостi вигляду

I(u) = (Q−1z2(·; u), z2(·; u))L2(D)+

+(Q̃−1
1 u1, u1)H1 + (Q̃−1

2 u2, u2)H2→ inf
u∈H

. (22)

Доведення. Враховуючи означення 1 i
той факт, що j̃ = Agrad ϕ̃, маємо при u =
(u1, u2) ∈ H1 ×H2

l(grad ϕ̃, ϕ̃)− ̂l(grad ϕ̃, ϕ̃) =

= (̄l1,grad ϕ̃)L2(D)n + (l2, ϕ̃)L2(D)

−(y1, u1)H1 − (y2, u2)H2 − c =

= (̄l1,grad ϕ̃)L2(D)n + (l2, ϕ̃)L2(D)

−(u1, C̄1grad ϕ̃+η̃1)H1−(u2, C2ϕ̃+η̃2)H2−c =

= (̄l1,grad ϕ̃)L2(D)n + (l2, ϕ̃)L2(D)

− < JH1u1, C̄1grad ϕ̃ >H′
1×H1

−
− < JH2u2, C2ϕ̃ >H′

2×H2

−(u1, η̃1)H1 − (u2, η̃2)H2 − c =

= (̄l1,grad ϕ̃)L2(D)n + (l2, ϕ̃)L2(D)

−(C̄t
1JH1u1,grad ϕ̃)L2(D)n−(Ct

2JH2u2, ϕ̃)L2(D)−
−(u1, η̃1)H1 − (u2, η̃2)H2 − c

= (̄l1,A
−1Agrad ϕ̃)L2(D)n + (l2, ϕ̃)L2(D)

−(C̄t
1JH1u1,A

−1Agrad ϕ̃)L2(D)n−
−(Ct

2JH2u2, ϕ̃)L2(D)− (u1, η̃1)H1− (u2, η̃2)H2− c

= (A−1l̄1 −A−1C̄t
1JH1u1, j̃)L2(D)n+

+(l2 − Ct
2JH2u2, ϕ̃)L2(D)

−(u1, η̃1)H1 − (u2, η̃2)H2 − c. (23)

Вводячи позначення l1 = A−1l̄1 i C1 =
C̄1A

−1, (i, отже Ct
1 = A−1C̄t

1), i з цього мi-
сця дослiвно повторюючи доведення леми 1
з [1], прийдемо до справедливостi висновку
даної леми.

З цiєї леми i мiркувань, за допомогою
яких були доведенi теореми 1 i 2 з роботи [1],
випливає наступне твердження.
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Теорема 1. Iснує єдина мiнiмакснa оцiнка
̂̂

l(gradϕ, ϕ) виразу

l(gradϕ, ϕ) :=

∫

D

(̄l1(x),gradϕ(x))Rn dx+

+

∫

D

l2(x)ϕ(x) dx,

яка має вигляд

̂̂
l(j, ϕ) = (y1, û1)H1+(y2, û2)H2+ĉ = l(ĝradϕ, ϕ̂)

де

ĉ =

∫

D

ẑ2(x)f0(x) dx,

û1 = Q̃1C̄1A
−1p1, û2 = Q̃2C2p2,

ĝradϕ(x) = A−1(x)̂j(x),

а функцiї ẑ1,p1 ∈ H(div, D) i ẑ2, p2 ∈ L2(D)

та ĵ ∈ H(div, D) i ϕ̂ ∈ L2(D) знаходяться з
розв’язку наступних однозначно розв’язних
задач:

∫

D

(A−1(x) ẑ1(x),q1(x))Rndx+

+

∫

D

ẑ2(x)divq1(x) dx

=

∫

D

(l1(x)− Ct
1JH1Q̃1C1p1(x),q1(x))Rn dx

∀q1 ∈ H(div, D), (24)
∫

D

v1(x)div ẑ1(x) dx=

∫

D

(l2(x)−

−Ct
2JH2Q̃2C2p2(x))v1(x) dx ∀v1 ∈ L2(D),

(25)∫

D

(A−1(x)p1(x),q2(x))Rndx+

+

∫

D

p2(x)divq2(x) dx = 0 ∀q2 ∈ H(div, D),

(26)∫

D

v2(x)div p̂1(x) dx =

=

∫

D

v2(x)Q−1ẑ2(x) dx ∀v2 ∈ L2(D). (27)

та
∫

D

(A−1(x) p̂1(x),q1(x))Rndx+

+

∫

D

p̂2(x)divq1(x) dx =

=

∫

D

(Ct
1JH1Q̃1(y1 − C1ĵ)(x),q1(x))Rndx

q1 ∈ H(div, D), (28)
∫

D

v1(x)div p̂1(x) dx =

=

∫

D

Ct
2JH2Q̃2(y2 − C2ϕ̂)(x)v1(x) dx (29)

∀v1 ∈ L2(D),
∫

D

(A−1(x) ĵ(x),q2(x))Rn dx+

+

∫

D

ϕ̂(x)divq2(x) dx = 0 (30)

∀q2 ∈ H(div, D),
∫

D

v2(x)div ĵ(x) dx =

=

∫

D

v2(x)(Q−1p̂2(x) + f0(x)) dx∀v2 ∈ L2(D),

(31)
вiдповiдно, в яких C1 = C̄1A

−1, Ct
1 = A−1C̄t

1,
а у формулах (28) i (29) пiд y1 i y2 cлiд ро-
зумiти спостереження (1) .

Похибка мiнiмаксного оцiнювання σ ви-
значається формулою

σ = l(p1, p2)
1/2 =

( ∫

D

(̄l1(x), p̄1(x))Rn dx+

+

∫

D

l2(x)p2(x) dx
)1/2

, (32)

де p̄1(x) = A−1(x)p1(x).

Наслiдок. Функцiї ϕ̂ i ĝradϕ можуть бу-
ти взятi за оцiнки розвязкy ϕ задачi (10)–
(11) i його градiєнту gradϕ.

Аналогiчно встановлюється наступний
результат про представлення мiнiмаксної
оцiнки виразу l(f) за спостереженнями (1).
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Теорема 2. Iснує єдина мiнiмакснa оцiнка
значення l(f), яка має вигляд

̂̂
l(f) = (y1(j; η1), û1)H1 +(y2(ϕ; η2), û2)H2 + ĉ =

= l(f̂)

де
ĉ =

∫

D

(l0(x) + ẑ2(x))f0(x) dx,

û1 = Q̃1C̄1A
−1p1, û2 = Q̃2C2p2,

f̂(x) = Q−1(x)p̂2(x) + f (0)(x), а функцiї p1 ∈
H(div, D) ẑ2, p2,∈ L2(D) та p̂2 ∈ L2(D) зна-
ходяться з розв’язку задач

∫

D

(A−1(x) ẑ1(x),q1(x))Rndx+

+

∫

D

ẑ2(x)divq1(x) dx

= −
∫

D

(Ct
1JH1Q̃1C1p1(x),q1(x))Rn dx

∀q1 ∈ H(div, D), (33)
∫

D

v1(x)div ẑ1(x) dx =

= −
∫

D

(Ct
2JH2Q̃2C2p2(x)v1(x) dx (34)

∀v1 ∈ L2(D),∫

D

(A−1(x)p1(x),q2(x))Rndx+

+

∫

D

p2(x)divq2(x) dx = 0 (35)

∀q2 ∈ H(div, D),∫

D

v2(x)divp1(x) dx =

=

∫

D

v2(x)Q−1(l0 + ẑ2(·))(x) dx (36)

∀v2 ∈ L2(D).

та (28)–(31) вiдповiдно, в яких C1 = C̄1A
−1,

Ct
1 = A−1C̄t

1, а у формулах (28) i (29) пiд y1

i y2 cлiд розумiти спостереження (1) .
Похибка мiнiмаксного оцiнювання σ ви-

значається формулою

σ = (l(Q−1(l0 + ẑ2)))
1/2. (37)

Наслiдок. Функцiя f̂(x) = Q−1(x)p̂2(x)+
f (0)(x) може бути взята за оцiнку f(x) у пра-
вiй частини рiвняння (11).
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