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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÏÐÎ ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÓ ÊÂÀÇIÍÅÏÅÐÅÐÂÍIÑÒÜ ÒÀ �� ÀÍÀËÎÃÈ
Âñòàíîâëåíî ðÿä òåîðåì ïðî íàÿâíiñòü òî÷îê ðiçíèõ òèïiâ ñèìåòðè÷íî¨ îñëàáëåíî¨ íå-

ïåðåðâíîñòi íà âåðòèêàëÿõ äëÿ âiäîáðàæåíü âiä äâîõ çìiííèõ. Çîêðåìà äîâåäåíî, ùî êîëè
ïðîñòið X ìà¹ çëi÷åííó ïñåâäî áàçó, Y � áåðiâñüêèé ïðîñòið, ÿêèé ìà¹ çëi÷åííó ïñåâäî áàçó,
Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið i âiäîáðàæåííÿ f : X×Y → Z êëiêîâå âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i êâà-
çiíåïåðåðâíå âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨, òî iñíó¹ çàëèøêîâà ìíîæèíà A â X , òàêà, ùî ôóíêöiÿ
f ñèìåòðè÷íî êâàçiíåïåðåðâíà âiäíîñíî x â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè A× Y .

We prove several theorems on the existence of points of symmetric "weak"continuity on the
verticals for mappings of two variables. In particular, we prove the following statement. Let X
be a topological space with countable pseudo-base, Y a Baire space with countable pseudo-base,
Z a metric space and f : X × Y → Z a cliquish mapping with respect to the �rst variable and
quasicontinuous with respect to the second variable. Then there exists a residual set A in X such
that the function f is symmetrically quasicontinuous with respect to x at each point of the set
A× Y .

1. Â ìàòåìàòèöi ÕÕ ñòîëiòòÿ ç'ÿâèëîñü
áàãàòî âèäiâ îñëàáëåíî¨ íåïåðåðâíîñòi: êâà-
çiíåïåðåðâíiñòü, ëåäü íåïåðåðâíiñòü ìàéæå
íåïåðåðâíiñòü, êëiêîâiñòü òîùî. Ïðè ðîçãëÿ-
äi íàðiçíî îñëàáëåíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðà-
æåíü âiä äâîõ çìiííèõ ïðèðîäíiì ¹ ïèòàí-
íÿ ïðî ñóêóïíó îñëàáëåíó íåïåðåðâíiñòü öèõ
âiäîáðàæåíü. Äëÿ äåÿêèõ âèäiâ îñëàáëåíî¨
íåïåðåðâíîñòi âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ ïî-
çèòèâíà, à äëÿ äåÿêèõ íi [1]. Â ðîáîòàõ áà-
ãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ äîñëiäæóþòüñÿ ñóêóïíi
âëàñòèâîñòi îñëàáëåíî¨ íåïåðâíîñòi âiäîáðà-
æåíü, ÿêi ìàþòü ïåâíi (ðiçíi) òèïè îñëà-
áëåíî¨ íåïåðåðâíîñòi âiäíîñíî ïåðøî¨ i äðó-
ãî¨ çìiííèõ. Ó òèõ âèïàäêàõ, êîëè ñóêóïíà
îñëàáëåíà íåïåðåðâíiñòü íå îäåðæó¹òüñÿ â
êîæíié òî÷öi, âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî ìíîæè-
íó òî÷îê ñóêóïíî¨ îñëàáëåíî¨ íåïåðåðâíîñòi.

Â öié ðîáîòi áóäå ïîäàíî ðÿä ðåçóëüòàòiâ
ïðî íàÿâíiñòü òî÷îê ñèìåòðè÷íî¨ îñëàáëåíî¨
íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f : X×Y → Z ,
ÿêi ìàþòü äåÿêèé òèï îñëàáëåíî¨ íåïåðåðâ-
íîñòi âiäíîñíî ïåðøî¨ i äðóãî¨ çìiííèõ ÷è çà
ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.

2. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè,
f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ. Âiäîáðàæåí-
íÿ f íàçèâà¹òüñÿ êâàçiíåïåðåðâíèì ó òî÷öi
x ∈ X , ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó U òî÷êè x

â X i äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî÷êè y = f(x)
â Y iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà U1 ,
òàêà, ùî U1 ⊆ U i f(U1) ⊆ V . Âiäîáðàæåí-
íÿ f íàçèâà¹òüñÿ ëåäü íåïåðåðâíèì ó òî-
÷öi x ∈ X , ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî-
÷êè y = f(x) â Y iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ
ìíîæèíà U â X , òàêà, ùî f(U) ⊆ V . Âiäî-
áðàæåííÿ f íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå íåïåðåðâ-
íèì ó òî÷öi x ∈ X , ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî
îêîëó V òî÷êè y = f(x) â Y iñíó¹ ìíîæèíà
A â X , òàêà, ùî x ∈ intA i f(A) ⊆ V . Âi-
äîáðàæåííÿ f íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå êâàçiíå-
ïåðåðâíèì ó òî÷öi x ∈ X , ÿêùî äëÿ áóäü-
ÿêèõ îêîëiâ U i V òî÷îê x i y = f(x) âiä-
ïîâiäíî â X òà Y iñíó¹ ìíîæèíà A â X ,
òàêà, ùî intA 6= Ø , A ⊆ U i f(A) ⊆ V . Âi-
äîáðàæåííÿ f íàçèâà¹òüñÿ ìàéæå ëåäü íå-
ïåðåðâíèì ó òî÷öi x ∈ X , ÿêùî äëÿ êîæ-
íîãî îêîëó V òî÷êè y = f(x) â Y iñíó¹
ìíîæèíà A â X , òàêà, ùî intA 6= Ø i
f(A) ⊆ V . Íåõàé Y � ìåòðè÷íèé ïðîñòið.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ωf (A) êîëèâàííÿ ôóíêöi¨
f íà ìíîæèíi A . Ôóíêöiÿ f : X → Y íà-
çèâà¹òüñÿ êëiêîâîþ â òî÷öi x0 , ÿêùî äëÿ
êîæíîãî ε > 0 i äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè
x0 â X iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà
U1 , òàêà, ùî U1 ⊆ U i ωf (U1) < ε . Âiäî-
áðàæåííÿ f ¹ êâàçiíåïåðåðâíèì, ëåäü íåïå-
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ðåðâíèì, ìàéæå íåïåðåðâíèì, ìàéæå ëåäü
íåïåðåðâíèì ÷è êëiêîâèì, ÿêùî âîíî ¹ òà-
êèì â êîæíié òî÷öi.

Íåõàé f : X × Y → Z , äå X , Y i Z �
òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, p0 = (x0, y0) ∈ X× Y .
Ïîçíà÷èìî fx(y) = fy(x) = f(x, y) i äëÿ
ìíîæèíè E ⊆ X × Y ïîêëàäåìî prX(E) =
{x ∈ X : (∀x)(∃y ∈ Y )((x, y) ∈ E)} .

Âiäîáðàæåííÿ f íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè-
÷íî êâàçiíåïåðåðâíèì âiäíîñíî x â òî÷öi
p0 , ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ îêîëiâ U , V i W
âiäïîâiäíî òî÷îê x0 ∈ X , y0 ∈ Y i z0 =
f(p0) ∈ W iñíóþòü îêië U1 òî÷êè x0 â X
i âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà V1 â Y , òà-
êi, ùî U1 × V1 ⊆ U × V i f(U1 × V1) ⊆
W . Âiäîáðàæåííÿ f íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè-
÷íî ëåäü íåïåðåðâíèì âiäíîñíî x â òî÷öi
p0 , ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó W òî÷êè
z0 = f(p0) ∈ W iñíóþòü îêië U1 òî÷êè x0 â
X i âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà V1 â Y ,
òàêi, ùî f(U1 × V1) ⊆ W . Âiäîáðàæåííÿ f
íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íî ìàéæå êâàçiíåïå-
ðåðâíèì âiäíîñíî x â òî÷öi p0 , ÿêùî äëÿ
äîâiëüíèõ îêîëiâ U , V i W âiäïîâiäíî òî-
÷îê x0 ∈ X , y0 ∈ Y i z0 = f(p0) ∈ W iñíó¹
ìíîæèíà A â X × Y , òàêà, ùî A ⊆ U × V ,
x0 ∈ prX(intA) i f(A) ⊆ W . Âiäîáðàæåííÿ
f íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íî ìàéæå ëåäü íå-
ïåðåðâíèì âiäíîñíî x â òî÷öi p0 , ÿêùî äëÿ
äîâiëüíîãî îêîëó W òî÷êè z0 = f(p0) ∈ W
iñíó¹ ìíîæèíà A â X × Y , òàêà, ùî x0 ∈
prX(intA) i f(A) ⊆ W . Íåõàé Z � ìåòðè-
÷íèé ïðîñòið. Âiäîáðàæåííÿ f íàçèâà¹òüñÿ
ñèìåòðè÷íî êëiêîâèì âiäíîñíî x â òî÷öi
p0 = (x0, y0) ∈ X × Y , ÿêùî äëÿ êîæíîãî
ε > 0 i äîâiëüíèõ îêîëiâ U , V âiäïîâiäíî
òî÷îê x0 ∈ X i y0 ∈ Y iñíóþòü îêië U1

òî÷êè x0 â X i âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíî-
æèíà V1 â Y , òàêi, ùî U1 × V1 ⊆ U × V
i ω(U1 × V1) < ε . Âiäîáðàæåííÿ f ¹ ñèìå-
òðè÷íî êâàçiíåïåðåðâíèì âiäíîñíî x , ñèìå-
òðè÷íî ëåäü íåïåðåðâíèì âiäíîñíî x , ñèìå-
òðè÷íî ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíå âiäíîñíî x ,
ñèìåòðè÷íî ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíèì âiä-
íîñíî x ÷è ñèìåòðè÷íî êëiêîâèì âiäíîñíî
x , ÿêùî âîíî ¹ òàêèì â êîæíié òî÷öi.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ ðiçíèõ
òèïiâ ñèìåòðè÷íî¨ îñëàáëåíî¨ íåïåðåðâíîñòi

âiäíîñíî y .
3. Â öüîìó ïóíêòi ìè îäåðæèìî ðåçóëü-

òàòè àíàëîãi÷íi äî ðåçóëüòàòiâ ç [2].
Òåîðåìà 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið, ïðîñòîðè Y òà Z çàäîâîëüíÿþòü
äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi i âiäîáðàæåííÿ
f : X × Y → Z ìàéæå íåïåðåðâíå âiä-
íîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ïðè çíà÷åííÿõ ïåðøî¨,
ùî ïðîáiãàþòü äåÿêó çàëèøêîâó ìíîæèíó
â X . Òîäi iñíó¹ çàëèøêîâà â X ìíîæèíà
A , òàêà, ùî âiäîáðàæåííÿ f ñóêóïíî ìàé-
æå íåïåðåðâíå â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè
A× Y .

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ìiðêóâàòè âiä ñó-
ïðîòèâíîãî. Íåõàé íå iñíó¹ çàëèøêîâî¨ â
X ìíîæèíè A , òàêî¨, ùî âiäîáðàæåííÿ f
ìàéæå íåïåðåðâíå â êîæíié òî÷öi äîáóòêó
A × Y . Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà E1 äðóãî¨ êà-
òåãîði¨ â X , òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ E
âiäîáðàæåííÿ f íå ¹ ìàéæå íåïåðåðâíå â
äåÿêié òî÷öi px = (x, yx) . Öå îçíà÷à¹, ùî
äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ E1 iñíó¹ îêië W (x)
òî÷êè zx = f(px) â Z , òàêèé, ùî äëÿ êî-
æíî¨ ìíîæèíè O â X × Y , ùî px ∈ intO
ìà¹ìî f(O) 6⊆ W .

Íåõàé {Vn : n ∈ N} i {Wn : n ∈ N} �
áàçè ïðîñòîðiâ Y i Z âiäïîâiäíî òà M �
çàëèøêîâà ìíîæèíà â X , äëÿ òî÷îê ÿêî¨
ôóíêöiÿ fx ìàéæå íåïåðåðâíà. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç E = E1 ∩M ìíîæèíó äðóãî¨ êàòåãî-
ði¨ â X . Äëÿ íîìåðiâ n òà m ðîçãëÿíåìî
ìíîæèíè

An,m = {x ∈ E : (zx ∈ Wm)(∃Bx ⊆ Vn)
(yx ∈ Vn ⊆ Bx)(f

x(Bx) ⊆ Wm)} .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî
∞⋃

n,m=1

An,m = E , áî âi-

äîáðàæåííÿ fx ìàéæå íåïåðåðâíå äëÿ êîæ-
íîãî x ∈ M . Îñêiëüêè ìíîæèíà E äðó-
ãî¨ êàòåãîði¨ â X , òî iñíóþòü íîìåðè n0 i
m0 , òàêi, ùî ìíîæèíà An0,m0 ùiëüíà â äå-
ÿêié âiäêðèòié ìíîæèíi G ç X . Ïîêëàäå-
ìî A0 = An0,m0 ∩ G . Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó⋃
x∈A0

{x}×Bx . Çðîçóìiëî, ùî äëÿ x ∈ A0 ìà-

¹ìî px ∈ G×Vn0 ⊆
⋃

x∈A0

{x} ×Bx . Êðiì òîãî,

f(
⋃

x∈A0

{x} ×Bx) ⊆ Wm . À öå ñóïåðå÷èòü òî-
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ìó, ùî A0 ⊆ E1 . Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ
õèáíå.

Àíàëîãi÷íî îäåðæó¹ìî ðåçóëüòàòè äëÿ
ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíîñòi òà ìàéæå ëåäü íå-
ïåðåðâíîñòi.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið, ïðîñòið Y ìà¹ çëi÷åí-
íó ïñåâäî áàçó, ïðîñòið Z çàäîâîëüíÿ¹
äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi i âiäîáðàæåííÿ
f : X × Y → Z ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíå
âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ïðè çíà÷åííÿõ ïåð-
øî¨, ùî ïðîáiãàþòü äåÿêó çàëèøêîâó ìíî-
æèíó â X . Òîäi iñíó¹ çàëèøêîâà â X ìíî-
æèíà A , òàêà, ùî âiäîáðàæåííÿ f ñèìå-
òðè÷íî ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíå âiäíîñíî x
â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè A× Y .

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ìiðêóâàòè âiä ñó-
ïðîòèâíîãî. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíî¨ òî-
÷êè x ç äåÿêî¨ çàëèøêîâî¨ ìíîæèíè E1

iñíóþòü îêîëè U(x) ,V (x) i W (x) âiäïîâiä-
íî òî÷îê x â X , yx â Y i zx = f(px)
â Z , òàêi, ùî äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè O â
X × Y , òàêî¨, ùî intO 6= Ø , x ∈ prX(intO)
i O ⊆ U × V ìà¹ìî, ùî f(O) 6⊆ W .

Íåõàé {Vn : n ∈ N} � ïñåâäî áàçà ïðî-
ñòîðó Y i {Wn : n ∈ N} � áàçà ïðîñòîðó Z
òà M � çàëèøêîâà ìíîæèíà â X , äëÿ òî-
÷îê ÿêî¨ ôóíêöiÿ fx ìàéæå êâàçiíåïåðåðâ-
íà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E = E1 ∩M ìíîæèíó
äðóãî¨ êàòåãîði¨ â X . Äëÿ íîìåðiâ n òà m
ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

An,m = {x ∈ E : (zx ∈ Wm)(Vn ⊆ V (x))
(∃Bx ⊆ Y )(Vn ⊆ Bx)(f

x(Bx) ⊆ Wm)} .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî
∞⋃

n,m=1

An,m = E , áî âi-

äîáðàæåííÿ fx ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíå äëÿ
êîæíîãî x ∈ M . Îñêiëüêè ìíîæèíà E äðó-
ãî¨ êàòåãîði¨ â X , òî iñíóþòü íîìåðè n0 i
m0 , òàêi, ùî ìíîæèíà An0,m0 ùiëüíà â äå-
ÿêié âiäêðèòié ìíîæèíi G ç X . Ïîêëàäå-
ìî A0 = An0,m0 ∩ G . Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó⋃
x∈A0

{x}×Bx . Çðîçóìiëî, ùî äëÿ x ∈ A0 ìà-

¹ìî px ∈ G×Vn0 ⊆
⋃

x∈A0

{x} ×Bx . Êðiì òîãî,

f(
⋃

x∈A0

{x} × Bx) ⊆ Wm . À öå ñóïåðå÷èòü òî-
ìó, ùî A0 ⊆ E1 . Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ

õèáíå.
Òåîðåìà 3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið, ïðîñòið Y ìà¹ çëi÷åííó ïñåâ-
äî áàçó, ïðîñòið Z çàäîâîëüíÿþòü äðó-
ãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi i âiäîáðàæåííÿ
f : X × Y → Z ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíå
âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ïðè çíà÷åííÿõ ïåð-
øî¨, ùî ïðîáiãàþòü äåÿêó çàëèøêîâó ìíî-
æèíó â X . Òîäi iñíó¹ çàëèøêîâà â X ìíî-
æèíà A , òàêà, ùî âiäîáðàæåííÿ f ñèìå-
òðè÷íî ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíå âiäíîñíî x
â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè A× Y .

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ìiðêóâàòè âiä ñó-
ïðîòèâíîãî. Íåõàé íå iñíó¹ çàëèøêîâî¨ â X
ìíîæèíè A , òàêî¨, ùî âiäîáðàæåííÿ f ìàé-
æå ëåäü íåïåðåðâíå â êîæíié òî÷öi äîáóòêó
A× Y . Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà E1 äðóãî¨ êàòå-
ãîði¨ â X , òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ E âi-
äîáðàæåííÿ f íå ¹ ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíå
â äåÿêié òî÷öi px = (x, yx) . Öå îçíà÷à¹, ùî
äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ E1 iñíó¹ îêië W (x)
òî÷êè zx = f(px) â Z , òàêèé, ùî äëÿ êîæíî¨
ìíîæèíè O â X × Y , òàêî¨, ùî intO 6= Ø i
x ∈ prX(intO) ìà¹ìî, ùî f(O) 6⊆ W .

Íåõàé {Vn : n ∈ N} � ïñåâäî áàçà ïðî-
ñòîðó Y , à {Wn : n ∈ N} � áàçè ïðîñòîðó
Z i M � çàëèøêîâà ìíîæèíà â X , äëÿ òî-
÷îê ÿêî¨ ôóíêöiÿ fx ìàéæå ëåäü íåïåðåðâ-
íà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E = E1 ∩M ìíîæèíó
äðóãî¨ êàòåãîði¨ â X . Äëÿ íîìåðiâ n òà m
ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

An,m = {x ∈ E : (zx ∈ Wm)(∃Bx ⊆ Y )
(Vn ⊆ intBx)(f

x(Bx) ⊆ Wm)} .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî
∞⋃

n,m=1

An,m = E . Îñ-
êiëüêè ìíîæèíà E äðóãî¨ êàòåãîði¨ â X , òî
iñíóþòü íîìåðè n0 i m0 , òàêi, ùî ìíîæè-
íà An0,m0 ùiëüíà â äåÿêié âiäêðèòié ìíî-
æèíi G ç X . Ïîêëàäåìî A0 = An0,m0 ∩ G .
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

⋃
x∈A0

{x}×Bx . Çðîçóìi-
ëî, ùî äëÿ x ∈ A0 ìà¹ìî px ∈ G × Vn0 ⊆⋃
x∈A0

{x} × Bx . Êðiì òîãî, f(
⋃

x∈A0

{x} ×Bx) ⊆
Wm . À öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî A0 ⊆ E1 .
Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ õèáíå.

4. Â [3] áóëî âñòàíîâëåíî íàñòóïíèé ðå-
çóëüòàò: ÿêùî X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,
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ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó çëi-
÷åííîñòi, Z � ìåòðè÷íèé ñåïàðàáåëüíèé
ïðîñòið i âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z ñó-
êóïíî êâàçiíåïåðåðâíå, òî iñíó¹ çàëèøêîâà
â X ìíîæèíà A , òàêà, ùî âiäîáðàæåííÿ
f ñèìåòðè÷íî êâàçiíåïåðåðâíå âiäíîñíî x â
êîæíié òî÷öi ìíîæèíè A×Y . Ïiçíiøå, â [4],
óìîâó íà ïðîñòið Z âäàëîñü ïîñëàáèòè, âè-
ìàãàþ÷è ëèøå ùîá ïðîñòið Z çàäîâîëüíÿâ
äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi. Çðîçóìiëî, ùî êî-
ëè âiäîáðàæåííÿ ñèìåòðè÷íî êâàçiíåïåðåðâ-
íå âiäíîñíî x , òî âiäîáðàæåííÿ fx ¹ êâàçi-
íåïåðåðâíèì. Â [5] áóëè âñòàíîâëåíi íàñòó-
ïíi ðåçóëüòàòè äëÿ ôóíêöié ç f : R → R ,
ïåðøèé ç ÿêèõ ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì âèùå
çãàäàíî¨ òåîðåìè ç [3]:

1) ÿêùî ôóíêöiÿ f : R → R êâàçiíåïå-
ðåðâíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, òî iñíó¹ çàëè-
øêîâà â R ìíîæèíà A , òàêà, ùî ôóíêöiÿ
fx êâàçiíåïåðåðâíà äëÿ âñiõ x ∈ A ;

2) ÿêùî ôóíêöiÿ f : R → R ñóêóïíî
êëiêîâà, òî iñíó¹ çàëèøêîâà â R ìíîæèíà
A , òàêà, ùî ôóíêöiÿ fx êëiêîâà äëÿ âñiõ
x ∈ A ;

Äðóãèé ðåçóëüòàò ç [5] ¹ ïðîñòèì íàñëiä-
êîì ç íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 4. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñi-
îìó çëi÷åííîñòi, Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið i
ôóíêöiÿ f : X×Y → Z ñóêóïíî êëiêîâà. Òî-
äi iñíó¹ çàëèøêîâà â X ìíîæèíà A , òàêà,
ùî ôóíêöi f ñèìåòðè÷íî êëiêîâà âiäíîñíî
x â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè A× Y .

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ìiðêóâàòè âiä ñó-
ïðîòèâíîãî. Íåõàé íå iñíó¹ çàëèøêîâî¨ â X
ìíîæèíè A , òàêî¨, ùî âiäîáðàæåííÿ f ñè-
ìåòðè÷íî êëiêîâå âiäíîñíî x â êîæíié òî÷öi
äîáóòêó A×Y . Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà E1 äðó-
ãî¨ êàòåãîði¨ â X , òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈
E âiäîáðàæåííÿ f íå ¹ ñèìåòðè÷íî êëiêî-
âèì âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ â äåÿêié òî÷öi
px = (x, yx) . Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíî¨ òî-
÷êè x ∈ E1 iñíóþòü îêîëè U(x) ,V (x) âiä-
ïîâiäíî òî÷îê x â X , yx â Y i ÷èñëî ε > 0 ,
òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U
òî÷êè x â X i äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæè-
íè V â Y , äëÿ ÿêèõ U × V ⊆ U(x)× V (x) ,
ìà¹ìî, ùî ωf (U ×V ) ≥ ε . Îñêiëüêè ìíîæè-

íà E1 äðóãî¨ êàòåãîði¨, òî iñíó¹ ε > 0 , òàêå,
ùî ìíîæèíà E2 , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê
x ∈ E1 , ùî îáñëóãîâóþòüñÿ îäíèì ε , ¹ ìíî-
æèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨ â X .

Íåõàé {Vn : n ∈ N} � áàçà ïðîñòîðó Y .
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

An = {x ∈ E2 : yx ∈ Vn ⊆ V (x)}, n ∈ N.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî
∞⋃

n=1

An = E2 . Îñêiëüêè
ìíîæèíà E2 äðóãî¨ êàòåãîði¨ â X , òî iñíó¹
÷èñëî n0 , òàêå, ùî ìíîæèíà An0 ùiëüíà â
äåÿêié âiäêðèòié ìíîæèíi G â X . Âiçüìå-
ìî òî÷êó x0 ∈ An0 . Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ñó-
êóïíî êëiêîâà, òî iñíóþòü âiäêðèòi íåïîðî-
æíi ìíîæèíè U â X i V â Y , òàêi, ùî
U × V ⊆ G × Vn0 i ωf (U × V ) < ε . Îñêiëü-
êè U ∩An0 6= Ø , òî îäåðæàëè ñóïåðå÷íiñòü.
Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ õèáíå.

5.Ùå Ñ.Êåìïiñòèé â [6] âiäçíà÷àâ, ùî íà-
ðiçíî êâàçiíåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà äîáóòêó
ïàðàëåëåïiïåäiâ ¹ ñóêóïíî êâàçiíåïåðâíîþ.
À êîëè ôóíêöiÿ ñóêóïíî êâàçiíåïåðåðâíà,
òî, ÿê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, ó íå¨ iñíó¹ áà-
ãàòî âåðòèêàëåé, â òî÷êàõ ÿêèõ âîíà ñèìå-
òðè÷íî êâàçiíåïåðåðâíà. Îäíàê äëÿ íàðiçíî
êëiêîâèõ ôóíêöié ïîäiáíîãî ðåçóëüòàòó íå-
ìà¹, àëå ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. Íåõàé ïðîñòið X ìà¹ çëi-
÷åííó ïñåâäî áàçó, Y � áåðiâñüêèé ïðîñòið,
ÿêèé ìà¹ çëi÷åííó ïñåâäî áàçó, Z � ìåðè-
÷íèé ïðîñòið i ôóíêöi f : X×Y → Z êëiêî-
âà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i êâàçiíåïåðåðâ-
íà âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨. Òîäi iñíó¹ çàëè-
øêîâà â X ìíîæèíà A , òàêà, ùî ôóíêöiÿ
f ñèìåòðè÷íî êâàçiíåïåðåðâíà âiäíîñíî x
â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè A× Y .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé | ◦ − ◦ | ìåòðèêà â
ïðîñòîði Z , ÿêà ïîðîäæó¹ éîãî òîïîëîãiþ.
Áóäåìî ìiðêóâàòè âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé
íå iñíó¹ çàëèøêîâî¨ â X ìíîæèíè A , òàêî¨,
ùî âiäîáðàæåííÿ f ñèìåòðè÷íî êâàçiíåïå-
ðåðâíå âiäíîñíî x â êîæíié òî÷öi äîáóòêó
A× Y . Òîäi iñíó¹ ìíîæèíà E1 äðóãî¨ êàòå-
ãîði¨ â X , òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ E âiäî-
áðàæåííÿ f íå ¹ ñèìåòðè÷íî êâàçiíåïåðåðâ-
íèì âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ â äåÿêié òî÷öi
px = (x, yx) . Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíî¨ òî-
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÷êè x ∈ E1 iñíóþòü U(x) ,V (x) âiäïîâiäíî
òî÷îê x â X , yx â Y i ÷èñëî ε > 0 , òà-
êi, ùî äëÿ êîæíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U òî-
÷êè x â X i äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè
V â Y , äëÿ ÿêèõ U × V ⊆ U(x) × V (x) ,
ìà¹ìî, ùî |f(p) − f(px)| ≥ ε äëÿ äåÿêîãî
p ∈ U × V . Îñêiëüêè ìíîæèíà E1 äðóãî¨
êàòåãîði¨, òî iñíó¹ ε > 0 , òàêå, ùî ìíîæèíà
E2 , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê x ∈ E1 , ùî îá-
ñëóãîâóþòüñÿ îäíèì ε , ¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨
êàòåãîði¨.

Íåõàé {Vn : n ∈ N} � ïñåâäî áàçà ïðîñòî-
ðó Y . Äëÿ íîìåðà n ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

An = {x ∈ E2 : Vn ⊆ V (x),
ωfx({yx} ∪ Vn) < ε

4
}.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî
∞⋃

n=1

An = E2 , áî âiäîáðà-
æåííÿ fx êâàçiíåïåðåðâíå äëÿ êîæíîãî x .
Îñêiëüêè ìíîæèíà E2 äðóãî¨ êàòåãîði¨ â R ,
òî iñíó¹ íîìåð n0 , òàêèé, ùî ìíîæèíà An0

ùiëüíà â äåÿêié âiäêðèòié ìíîæèíi G â R .
Íåõàé {Um : m ∈ N} � ïñåâäî áàçà ïðî-

ñòîðó X . Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

Bm = {y ∈ Vm0 : Um ⊆ G,ωfy(Um) <
ε

4
}.

Îñêiëüêè ïðîñòið Y áåðiâñüêèé, òî ìíîæè-
íà Vn0 äðóãî¨ êàòåãîði¨. ×åðåç òå, ùî ôóí-
êöiÿ fy êëiêîâà äëÿ êîæíîãî y ∈ Y , òî iñíó¹
íîìåð m0 , òàêèé, ùî ìíîæèíà Bm0 ùiëüíà
â äåÿêié âiäêðèòié ìíîæèíi H , H ⊆ Vn0 .
Âiçüìåìî òî÷êó x0 ∈ Um0 ∩ An0 i òî÷êó
p = (x, y) ∈ Um0 × H . Îñêiëüêè âiäîáðà-
æåííÿ fx êâàçiíåïåðåðâíå, òî iñíó¹ òî÷êà
y′ ∈ Bm0 ∩H , ùî |fx(y)− fx(y′)| < ε

4
. Òîäi

|f(p)− f(x0, yx0)| ≤ |f(p)− f(x, y′)|+
+|f(x, y′)−f(x0, y

′)|+|f(x0, y
′)−f(x0, yx0)| <

< ε
4

+ ε
4

+ ε
4

= 3ε
4

< ε.

À öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî x0 ∈ An0 ⊆ E2 .
Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ õèáíå.

5. Â öüîìó ïóíêòi ìè ïîêàæåìî iñòîòíiñòü
äåÿêèõ óìîâ íà ïðîñòîðè ó âèùå çãàäàíèõ
òåîðåìàõ. Ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî, ùî óìîâà
çëi÷åííîñòi ïðîñòîðó Y â óñiõ òåîðåìàõ ¹
iñòîòíîþ.

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî ó ðîëi ïðîñòîðó
Y áàíàõîâèé ïðîñòið l∞ âñiõ îáìåæåíèõ ïî-
ñëiäîâíîñòåé äiéñíèõ ÷èñåë. Ïðîñòið l∞ íå
ìà¹ çëi÷åííî¨ ïñåâäî áàçè. Íåõàé T � ñèñ-
òåìà âñiõ íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí íàòóðàëü-
íîãî ðÿäó i eτ : N → R � õàðàêòåðèñòè÷íà
ôóíêöiÿ ìíîæèíè τ ∈ T . ßê äîáðå âiäîìî,
iñíó¹ ái¹êöiÿ τ → xτ ìíîæèíè T íà ÷è-
ñëîâó ïðÿìó R . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Vτ êóëþ
ðàäióñà 1

3
ç öåíòðîì â òî÷öi eτ â áàíàõîâî-

ìó ïðîñòîði l∞ . Ïîêëàäåìî Uτ = [xτ , +∞) ,
E =

⋃
τ∈T

(Uτ × Vτ ) i íåõàé f : R × l∞ → R �
õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè E . Îñ-
êiëüêè eτ ′ 6= eτ ′′ äëÿ τ ′ 6= τ ′′ , òî ìíîæèíè
(Uτ ′×Vτ ′)∩(Uτ ′′×Vτ ′′) 6= Ø äëÿ τ ′ 6= τ ′′ . Òî-
äi âñi âåðòèêàëüíi ïåðåðiçè fx : l∞ → R i âñi
ãîðèçîíòàëüíi ïåðåðiçè fy : R → R � êâà-
çiíåïåðåðâíi. Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ f ¹ êâà-
çiíåïåðåðâíîþ (à çíà÷èòü êëiêîâîþ i ëåäü
íåïåðåðâíîþ) çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ. Îäíàê
ôóíêöiÿ f íå ¹ íi ñèìåòðè÷íî ìàéæå êâàçi-
íåïåðåðâíîþ, íi ñèìåòðè÷íî ìàéæå ëåäü íå-
ïåðåðâíîþ, íi ñèìåòðè÷íî êëiêîâîþ âiäíîñ-
íî x â òî÷êàõ (xτ , τ) .

Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹ iñòîòíiñòü óìîâè
çëi÷åííîñòi ïðîñòîðó Y â òåîðåìàõ 2, 3, 4
i 5.

Çàïðîïîíîâàíà êîíñòðóêöiÿ ïîäiáíà äî
âiäïîâiäíèõ ïðèêëàäiâ ç [7] [8].

Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî óìîâà
çëi÷åííîñòi ïðîñòîðó Y ¹ iñòîòíîþ â óñiõ òå-
îðåìàõ.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé Y � ïðÿìà ñóìà êîí-
òèíóìóìà ÷èñëîâèõ ïðÿìèõ. Áóäó¹ìî âiäî-
áðàæåííÿ f : R × Y → R , ÿê ñêëåéêó ôóí-
êöié gt : R2 → R , t ∈ R , äå

gt(x, y) =

{
1, ÿêùî t ≤ x, y ∈ R,
0, â iíøèõ òî÷êàõ R2.

Ôóíêöiÿ f áóäå êâàçiíåïåðåðâíîþ çà ñóêó-
ïíiñòþ çìiííèõ. Ôóíêöi¨ fy êâàçiíåïåðåðâíi
äëÿ âñiõ y ∈ Y , à ôóíêöi¨ fx íåïåðåðâíi
äëÿ âñiõ x ∈ R . Îäíàê íà êîæíié âåðòèêà-
ëi {x} × Y ¹ òî÷êè, â ÿêèõ ôóíêöiÿ f íå
¹ ñèìåòðè÷íî ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíîþ âiä-
íîñíî x , à òàêîæ íå ¹ ñèìåòðè÷íî êëiêîâîþ
âiäíîñíî x .
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Öåé ïðèêëàä ïîêàçó¹ iñòîòíiñòü óìîâè
çëi÷åííîñòi ïðîñòîðó Y â óñiõ òåîðåìàõ.

Iäåÿ òàêî¨ êîíñòðóêöi¨ çàïîçè÷åíà ç [9].
Òåïåð ïîêàæåìî iñòîòíiñòü óìîâè äðóãî¨

àêñiîìè çëi÷åííîñòi íà ïðîñòið Z â òåîðåìàõ
1, 2 òà 3.

Ïðèêëàä 3. Íåõàé âiäîáðàæåí-
íÿ f : R2 → l∞ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:
f(xτ , y) = eτ , äå (xτ , y) ∈ R . Äëÿ êîæ-
íîãî x = xτ ∈ R ôóíêöiÿ fxτ ¹ ñòàëîþ, à
îòæå, íåïåðåðâíîþ. Îäíàê ôóíêöiÿ f íå ¹
íàâiòü ñóêóïíî ìàéæå ëåäü íåïåðåðâíîþ, áî
äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè (xτ , y) ïðîîáðàç êóëi
W 1

3
(f(xτ , y)) ðàäióñà 1

3
¹ ìíîæèíà xτ × R ,

ÿêà íå ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â R2 .
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