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Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò õàð÷îâèõ òåõíîëîãié
Ëüâiñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

ÏÐÎ ÍÀËÅÆÍIÑÒÜ ÏÎÕIÄÍÎ� ÃÅËÜÔÎÍÄÀ-ËÅÎÍÒÜ�ÂÀ ÄÎ ÊËÀÑÓ
ÇÁIÆÍÎÑÒI

Äëÿ öiëèõ òà àíàëiòè÷íèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi ôóíêöié äîñëiäæåíî íàëåæíiñòü ïîõiäíèõ
Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà äî êëàñiâ çáiæíîñòi.

For entire and analytic functions in the unit disk the belonding of Gelfond-Leont'ev derivatives
to convergence classes is investigated.

1. Âñòóï. Äëÿ 0 < R ≤ ∞ íåõàé A(R)
- êëàñ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié f , çîáðàæåíèõ
ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè

f(z) =
∞∑

k=0

fkz
k (1)

ç ðàäióñîì çáiæíîñòi R[f ] = R , à A(0) -
êëàñ ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ. Áóäåìî
ãîâîðèòè, ùî f ∈ A+(R), 0 ≤ R ≤ ∞ , ÿêùî
f ∈ A(R) i fk > 0 äëÿ âñiõ k ≥ 0 . Äëÿ
f ∈ A(0) i l(z) =

∑∞
k=0 lkz

k ∈ A+(0) ôîð-
ìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä

D1
l f(z) =

∞∑

k=0

lk
lk+1

fk+1z
k (2)

íàçèâà¹òüñÿ [1] ïîõiäíîþ Ãåëüôîíäà-
Ëåîíòüâà. ßêùî l(z) = ez , òî
D1

l f(z) = f ′(z) - çâè÷àéíà ïîõi-
äíà. Äëÿ f ∈ A(R) i 0 ≤ r < R ,
ïðèéìåìî M(r, f) = max{|f(z)| :
|z| = r} i íåõàé µ(r, f) = max{|fk|rk :
k ≥ 0} - ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí ðÿäó (1).

ßêùî f - öiëà ôóíêöiÿ (òîáòî f ∈
A(+∞) ), òî âåëè÷èíà % = lim

r→+∞
ln ln M(r,f)

ln r

íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ ïîðÿäêîì, à çà óìîâè 0 < % <
+∞ ââàæà¹òüñÿ, ùî f íàëåæèòü äî êëàñó
çáiæíîñòi, ÿêùî

∞∫

r0

ln M(r, f)

r%+1
dr < +∞. (3)

Ââåäåíèé òàê Æ. Âàëiðîíîì [2] êëàñ çái-
æíîñòi íåîäíîðàçîâî óçàãàëüíþâàâñÿ. Çîê-
ðåìà, óçàãàëüíåíèé αβ -êëàñ çáiæíîñòi âè-
çíà÷à¹òüñÿ [3 - 4] óìîâîþ

∞∫

r0

α(ln M(r, f))

rβ(ln r)
dr < +∞, (4)

äå ôóíêöi¨ α i β äîäàòíi, íåïåðåðâíi i çðî-
ñòàþòü äî +∞ íà [x0, +∞) . Âiäîìèì [5 -
6] òàêîæ ¹ Φ -êëàñ çáiæíîñòi, ÿêèé âèçíà÷à-
¹òüñÿ óìîâîþ

∞∫

r0

Φ′(ln r) ln M(r, f)

rΦ2(ln r)
dr < +∞, (5)

äå ôóíêöiÿ Φ äîäàòíà, îïóêëà i çðîñòà¹ äî
+∞ íà (−∞, +∞) .

ßêùî ôóíêöiÿ f àíàëiòè÷íà â îäèíè÷íî-
ìó êðóçi D (òîáòî f ∈ A(1) ), òî ïîðÿ-
äîê ïåðåâàæíî ââîäÿòü çà ôîðìóëîþ % =

lim
r↑1

ln ln M(r,f)
− ln (1−r)

, à êëàñ çáiæíîñòi (ïðè 0 < % <

+∞ ) � çà óìîâîþ [7]

1∫

0

(1− r)%−1 ln+ M(r, f)dr < +∞. (6)

Çà îçíà÷åííÿì àíàëiòè÷íà â D ôóíêöiÿ f
íàëåæèòü äî óçàãàëüíåíîãî αβ -êëàñó çáiæ-
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íîñòi [3], ÿêùî
1∫

r0

α(ln+ M(r, f))

β( 1
1−r

)
dr < +∞, (7)

äå ôóíêöi¨ α i β òàêi, ÿê âèùå. Φ -êëàñ çái-
æíîñòi íàì áóäå âèãiäíî âèçíà÷èòè óìîâîþ

1∫

r0

Φ′(ln r) ln+ M(r, f)

rΦ2(ln r)
dr < +∞, (8)

äå ôóíêöiÿ Φ äîäàòíà, îïóêëà i çðîñòà¹ äî
+∞ íà (−∞, 0) .

Ìåòîþ çàïðîïîíîâàíî¨ çàìiòêè ¹ äîñëi-
äæåííÿ óìîâ íà ïîñëiäîâíiñòü (lk) , çà ÿêèõ
íàëåæíiñòü ôóíêöi¨ f äî òîãî ÷è iíøî-
ãî êëàñó çáiæíîñòi ðiâíîñèëüíà íàëåæíî-
ñòi äî öüîãî æ êëàñó çáiæíîñòi ¨¨ ïîõiäíî¨
Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà D1

l f .
Çðîçóìiëî, ùî D1

l f ∈ A(R) , 0 < R ≤
+∞ , íå äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ A(R) , i
íàâïàêè. Òîìó ñïî÷àòêó äîñëiäèìî óìîâè íà
(lk) , çà ÿêèõ ðiâíîñòi R[f ] = R i R[D1

l f ] =
R ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

2. Àíàëiòè÷íiñòü ïîõiäíî¨ Ãåëü-
ôîíäà-Ëåîíòü¹âà. Ïî÷íåìî ç öiëèõ ôóíê-
öié.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ùîá äëÿ êîæíîãî
ðÿäó (1) ðiâíîñòi R[f ] = +∞ i R[D1

l f ] =
+∞ áóëè ðiâíîñèëüíèìè, íåîáõiäíî i äî-
ñèòü, ùîá

0 < lim
k→∞

k
√

lk/lk+1 ≤ lim
k→∞

k
√

lk/lk+1 < +∞.

(9)

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó
Êîøi-Àäàìàðà, íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî äëÿ
ðàäióñiâ çáiæíîñòi ðÿäiâ (1) i (2) ïðà-
âèëüíi íåðiâíîñòi R[D1

l f ] lim
k→∞

k
√

lk/lk+1 ≤
≤ R[f ] ≤ R[D1

l f ] lim
k→∞

k
√

lk/lk+1 , çâiäêè ç
îãëÿäó íà (9) âèïëèâà¹, ùî ðiâíîñòi R[f ] =
+∞ i R[D1

l f ] = +∞ ¹ ðiâíîñèëüíèìè.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî lim

k→∞
k
√

lk/lk+1 =

+∞ , òîáòî íå âèêîíó¹òüñÿ äðóãà ç óìîâ (9).

Òîäi iñíóþòü çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü (kn)
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i ïîñëiäîâíiñòü (κn) äî-
äàòíèõ ÷èñåë òàêi, ùî κn → +∞ ïðè n →
+∞ i lkn/lkn+1 = κkn

n äëÿ n ≥ 1 . Ïðèéìå-
ìî fkn+1 = κ−(kn+1)/2

n i fk = 0 äëÿ k 6=
kn + 1 . Òîäi lim

k→∞
k
√
|fk| = lim

n→∞
kn+1

√
|fkn+1| =

lim
n→∞

κ−1/2
n = 0 , òîáòî f ∈ A(+∞) , à ç iíøî-

ãî áîêó, kn

√
lkn

lkn+1
fkn+1 = κ(kn−1)/(2kn)

n → +∞
ïðè n → +∞ , òîáòî D1

l f 6∈ A(+∞) .
ßêùî íå âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà ç óìîâ (9),

òîáòî iñíó¹ çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü (kj) íà-
òóðàëüíèõ ÷èñåë òàêà, ùî kj

√
lkj

/lkj+1 =
εj → 0 (j → ∞) , òî ïðèéìåìî fkj+1 =

= ε
−(kn+1)/2
j i fk = 0 äëÿ k 6= kj +

1 . Òîäi kj+1
√|fkj+1| = ε

−1/2
j → +∞ i

kj

√
lkj

lkj+1
|fkj+1| → 0 ïðè j →∞ , òîáòî D1

l f ∈
A(+∞) i f 6∈ A(+∞) . Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïèòàííÿ ïðî àíàëiòè-
÷íiñòü ïîõiäíî¨ Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà â îäè-
íè÷íîìó êðóçi (çàãàëüíèé âèïàäîê 0 <
R[f ] < +∞ çâîäèòüñÿ äî âèïàäêó R[f ] = 1
ïðîñòîþ çàìiíîþ).

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ùîá äëÿ êîæíîãî
ðÿäó (1) ðiâíîñòi R[f ] = 1 i R[D1

l f ] = 1 áó-
ëè ðiâíîñèëüíèìè, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá

lim
k→∞

k
√

lk/lk+1 = 1. (10)

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ (10) 1
R[D1

l f ]
=

lim
k→∞

k

√
lk

lk+1
|fk+1| = lim

k→∞
k
√
|fk+1| = 1

R[f ]
, òîá-

òî öÿ óìîâà ¹ äîñòàòíüîþ. ßêùî âîíà íå
âèêîíó¹òüñÿ, òî iñíó¹ çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâ-
íiñòü (kn) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë òàêà, ùî
kn
√

lkn/lkn+1 → q 6= 1 ïðè n → ∞ . Ïðè-
éìàþ÷è fkn+1 = 1 i fk = 0 äëÿ k 6= kn + 1
(n ≥ 1) , îòðèìó¹ìî R[f ] = 1 i R[D1

l f ] =
1/q 6= 1 , à ÿêùî ïðèéìåìî fkn+1 = lkn+1/lkn

i fk = 0 äëÿ k 6= kn +1 (n ≥ 1) , òî îäåðæè-
ìî R[D1

l f ] = 1 i R[f ] = q 6= 1 , òîáòî óìîâà
(10) ¹ íåîáõiäíîþ. Òåîðåìó 2 äîâåäåíî.

3. Íàëåæíiñòü ïîõiäíî¨ Ãåëüôîíäà-
Ëåîíòü¹âà öiëî¨ ôóíêöi¨ äî êëàñó çáiæ-
íîñòi. Ç óìîâè (9) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ÷èñåë
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0 < q1 ≤ q2 < +∞ òàêèõ, ùî qk
1 ≤ lk/lk+1 ≤

qk
2 äëÿ âñiõ k ≥ 0 . Òîìó

rµ(r,D1
l f) = max

{
lk

lk+1

|fk+1|rk+1 : k ≥ 0

}
≤

≤ 1

q2

max{|fk+1|(q2r)
k+1 : k ≥ 0} ≤ µ(q2r, f)

q2

i, ïîäiáíî,

rµ(r,D1
l f) ≥ 1

q1

max{|fk+1|(q1r)
k+1 : k ≥ 0} ≥

≥ µ(q1r, f)

q1

äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ r , áî µ(r, f) →
+∞ (r → +∞) i òîìó µ(r, f) = max{|f0|,
max{|fk|rk : k ≥ 1}} = max{|fk+1|rk+1 :
k ≥ 0} äëÿ âåëèêèõ r . Îòæå, ln µ(q1r, f)−
− ln q1 ≤ ln µ(r,D1

l f) + ln r ≤ ln µ(q2r, f) −
ln q2 äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ r i, îñêiëüêè
äëÿ öiëèõ ôóíêöié ln r = o(ln µ(r, f)) ïðè
r → +∞ , òî

(1 + o(1)) ln µ(q1r, f) ≤ ln µ(r,D1
l f) ≤

≤ (1 + o(1)) ln µ(q2r, f), r → +∞. (11)

Ç iíøîãî áîêó, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi,
ìà¹ìî

µ(r, f) ≤ M(r, f) ≤
∞∑

k=0

|fk|rk =

=
∞∑

k=0

2−k|fk|(2r)k ≤ 2µ(2r, f). (12)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (11) i (12),
äîâåäåìî òåïåð íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Íåõàé α i β - äîäàòíi íåïå-
ðåðâíi çðîñòàþ÷i äî +∞ íà [0, +∞) ôóí-
êöi¨ òàêi, ùî α((1 + o(1))x) = O(a(x)) i
β((1 + o(1))x) = O(β(x)) ïðè x → +∞ .
Òîäi, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü (lk) çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó (9), òî öiëà ôóíêöiÿ f i ¨¨ ïîõi-
äíà Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà D1

l f íàëåæàòü
÷è íå íàëåæàòü äî αβ -êëàñó çáiæíîñòi
(âèçíà÷åíîãî óìîâîþ (4)) îäíî÷àñíî.

Äîâåäåííÿ. Ç (12), çàâäÿêè óìîâàì òåîðå-
ìè,
∞∫
r0

α(ln µ(r,f))
rβ(ln r)

dr ≤
∞∫
r0

α(ln M(r,f))
rβ(ln r)

dr ≤

≤
∞∫
r0

α(ln µ(2r,f)+ln 2)
rβ(ln r)

dr ≤ K1

∞∫
r0

α(ln µ(2r,f))
2rβ(ln 2r−ln 2)

d2r ≤

≤ K2

∞∫
r0

α(ln µ(r,f))
rβ(ln r)

dr,

(òóò i íàäàëi ÷åðåç Kj ïîçíà÷àòèìåìî äî-
äàòíi ñòàëi), òîáòî iíòåãðàëè

∞∫
r0

α(ln µ(r,f))
rβ(ln r)

dr

i
∞∫
r0

α(ln M(r,f))
rβ(ln r)

dr çáiæíi ÷è ðîçáiæíi îäíî÷à-

ñíî. Çðîçóìiëî, ùî â îñòàííüîìó òâåðäæåííi
çàìiñòü f ìîæíà ïîñòàâèòè D1

l f . Ç iíøî-
ãî áîêó, âèêîðèñòîâóþ÷è (11), ïîäiáíî ìîæ-
íà ïîêàçàòè, ùî iíòåãðàëè

∞∫
r0

α(ln µ(r,f))
rβ(ln r)

dr i
∞∫
r0

α(ln µ(r,D1
l f))

rβ(ln r)
dr çáiæíi ÷è ðîçáiæíi îäíî÷à-

ñíî. Òåîðåìó 3 äîâåäåíî.
Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöi¨ α(x) =

ln x i β(x) = e%x çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåî-
ðåìè 3. Òîìó ïðàâèëüíå íàñòóïíå òâåðäæ¹å-
ííÿ.

Íàñëiäîê 1. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (lk)
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (9), òî öiëà ôóíêöiÿ f
íàëåæèòü äî (âàëiðîíîâîãî) êëàñó çáiæíî-
ñòi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ ïîõiäíà
Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà D1

l f íàëåæèòü äî
öüîãî æ êëàñó çáiæíîñòi.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ïîñëiäîâíiñòü (lk)
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

0 < p1 ≤ lk/lk+1 ≤ p2 < +∞ (k ≥ 0). (13)

Òîäi, ÿê âèùå,

p1µ(r, f) ≤ rµ(r,D1
l f) ≤ p2µ(r, f) (14)

äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ r . Âèêîèñòîâóþ÷è
öi íåðiâíîñòi i äåùî óòî÷íþþ÷è ïðàâó íåðiâ-
íiñòü (12), ìîæíà ó òåîðåìi 3 ïîñëàáèòè óìî-
âè íà ôóíêöi¨ α i β . Íà öüîìó çóïèíÿòèñÿ
íå áóäåìî, à çàñòîñó¹ìî (14) äî äîñëiäæåííÿ
íàäåæíîñòi äî Φ -êëàñó çáiæíîñòi.
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Òåîðåìà 4. Íåõàé ôóíêöiÿ Φ äîäàòíà,
íåîáìåæåíà íà (−∞, +∞) i òàêà, ùî ¨¨ ïî-
õiäíà Φ′ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà, äîäà-
òíà i çðîñòà¹ äî +∞ íà (−∞, +∞) . Ïðè-
ïóñòèìî, ùî

∞∫

σ0

Φ′(σ) ln Φ′(σ)

Φ2(σ)
dσ < +∞. (15)

Òîäi, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü (lk) çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó (13), òî öiëà ôóíêöiÿ f òà ¨¨ ïîõi-
äíà Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà D1

l f íàëåæàòü
÷è íå íàëåæàòü äî Φ -êëàñó çáiæíîñòi (âè-
çíà÷åíîãî óìîâîþ (5)) îäíî÷àñíî.

Äîâåäåííÿ. Â [6] äîâåäåíî, ùî çà óìî-
âè (15) iíòåãðàëè

∞∫
r0

Φ′(ln r) ln M(r,f)
rΦ2(ln r)

dr i
∞∫
r0

Φ′(ln r) ln µ(r,f)
rΦ2(ln r)

dr çáiæíi ÷è ðîçáiæíi îäíî-

÷àñíî, à îñêiëüêè çãiäíî ç (14) ln µ(r,D1
l f)

= ln µ(r, f) + O(ln r) = (1 + o(1)) ln µ(r, f)
ïðè r → +∞ , òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
(5) âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêò òîäi, êîëè
∞∫
r0

Φ′(ln r) ln M(r,D1
l f)

rΦ2(ln r)
dr < +∞ . Òåîðåìó 4

äîâåäåíî.

4. Íàëåæíiñòü ïîõiäíî¨ Ãåëüôîíäà-
Ëåîíòü¹âà àíàëiòè÷íî¨ â êðóçi ôóíêöi¨
äî êëàñó çáiæíîñòi. Óìîâà (9), ÿêà ¹ íå-
îáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá f i
D1

l f áóëè öiëèìè îäíî÷àñíî, ¹ òàêîæ i äî-
ñòàòíüîþ, ÿê âèäíî ç íàñëiäêó 1, i äëÿ òîãî,
ùîá âîíè íàëåæàëè îäíî÷àñíî äî âàëiðîíî-
âîãî êëàñó çáiæíîñòi. Ïðîòå óìîâà (10), ÿêà
¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá f i
D1

l f íàëåæàëè îäíî÷àñíî äî A(1) , íåäîñòà-
òíÿ äëÿ òîãî, ùîá öi ôóíêöi¨ íàëåæàëè îäíî-
÷àñíî äî êëàñó çáiæíîñòi, âèçíà÷åíîãî óìî-
âîþ (6). Íàâiòü ïîðÿäêè ôóíêöié f i D1

l f
ìîæóòü áóòè ðiçíèìè.

Ñïðàâäi, äîáðå âiäîìî, ùî ïîðÿäîê %
àíàëiòè÷íî¨ â îäèíè÷íîìó êðóçi ôóíêöi¨ (1)
îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ % = γ

1−γ
, äå

γ = lim
k→∞

ln+ ln+ |fk|
ln r

. Òîìó, ÿêùî ïðèéìå-
ìî fk = exp{kγ}, 0 < γ < 1 , à ïîñëi-
äîâíiñòü (lk) âèáåðåìî òàê, ùîá lk/lk+1 =

= exp{(k + 1)δ}, γ < δ < 1 , äëÿ âñiõ k ≥ 0 ,
òî lk

lk+1
fk+1 = exp{(1 + o())(k + 1)δ} ïðè

k → ∞ i, îòæå, ïîðÿäîê ôóíêöi¨ f äîðiâ-
íþ¹ γ/(1− γ) , à ôóíêöi¨ D1

l f âií äîðiâíþ¹
δ/(1− δ) > γ/(1− γ) .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó àíàëiòè-
÷íèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi ôóíêöié ïîòðiáíî,
ùîá ïîñëiäîâíiñòü (lk) çàäîâîëüíÿëà ñèëüíi-
øó íiæ (10) óìîâó. Áóäåìî ââàæàòè òóò, ùî
ïîñëiäîâíiñòü (lk) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (13).
Òîäi ç (14) âèïëèâà¹, ùî

ln µ(r,D1
l f) = ln µ(r, f)+O(1), r ↑ 1, (16)

i îòæå, ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü Êîøi µ(r, f) ≤
M(r, f) , çàëèøà¹òüñÿ îöiíèòè M(r, f) ÷åðåç
µ(r, f) çâåðõó. Íàéïðîñòiøîþ ç òàêèõ îöiíîê
¹

M(r, f) ≤
∞∑

k=0

|fk|
(

1 + r

2

)k (
2r

1 + r

)k

≤

≤ µ

(
1 + r

2

)
1 + r

1− r
,

çâiäêè

ln µ(r, f) ≤ ln M(r, f) ≤ ln µ

(
1 + r

2

)
+

+ ln
2

1− r
. (17)

(Çàóâàæèìî, ùî ïîçáóòèñÿ äîäàíêà ln 1
1−r

ó ïðàâîìó áîöi (17) íå ìîæíà, íà ùî âêà-
çó¹ ïðèêëàä ôóíêöi¨ f(z) = 1

1−z
, äëÿ ÿêî¨

M(r, f) = 1
1−r

i µ(r, f) = 1 ). Íàäàëi ââàæà-
òèìåìî, ùî µ(r, f) ↑ +∞ ïðè r ↑ 1 , òîáòî
lim
k→∞

|fk| = +∞ . Âèêîðèñòîâóþ÷è (16) i (17),
íåâàæêî äîâåñòè íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 5. Íåõàé ôóíêöiÿ α äîäàòíà,
íåïåðåðâíà, çðîñòà¹ äî +∞ íà [0, +∞) i
α(2x) = O(a(x)) ïðè x → +∞ , à β äîäà-
òíà, íåïåðåðâíà íà [0, +∞) i β(2x) ³ β(x)
ïðè x → +∞ . i Ïðèïóñòèìî, ùî

∞∫

1

α(ln x)

x2β(x)
dx < +∞. (18)

Òîäi, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü (lk) çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó (13), òî àíàëiòè÷íà â îäèíè÷íîìó
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êðóçi ôóíêöiÿ f i ¨¨ ïîõiäíà Ãåëüôîíäà-
Ëåîíòü¹âà D1

l f íàëåæàòü ÷è íå íàëå-
æàòü äî αβ -êëàñó çáiæíîñòi (âèçíà÷åíîãî
óìîâîþ (7)) îäíî÷àñíî.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè α(2x) ≤ K1a(x)
äëÿ âñiõ x ≥ 0 , òî
α

(
ln+ µ

(
1+r
2

, f
)

+ ln 2
1−r

) ≤
≤ α

(
2 max

{
ln+ µ

(
1+r
2

, f
)
, ln 2

1−r

}) ≤
≤ K1α

(
max

{
ln+ µ

(
1+r
2

, f
)
, ln 2

1−r

})
=

= K1 max
{
α

(
ln+ µ

(
1+r
2

, f
))

, α
(
ln 2

1−r

)} ≤
≤ K1

(
α

(
ln+ µ

(
1+r
2

, f
))

+ α
(
ln 2

1−r

))
.

Òîìó ç (17), (18) i óìîâè β(2x) ³ β(x) , x →
+∞ , ìà¹ìî

1∫
0

α(ln+ µ(r,f))

β( 1
1−r

)
dr ≤

1∫
0

α(ln+ M(r,f))

β( 1
1−r

)
dr ≤

≤ K1

1∫
0

α(ln+ µ( 1+r
2

,f)
β( 1

1−r
)

dr + K2

1∫
0

α(ln 1
1−r

)

β( 1
1−r

)
dr =

= 2K1

1∫
1/2

α(ln+ µ(r,f))

β( 1
2(1−r)

)
dr + K2

∞∫
1

α(ln x)
x2β(x)

dx ≤

≤ K3

1∫
1/2

α(ln+ µ(r,f))

β( 1
2(1−r)

)
dr + K4,

òîáòî iíòåãðàëè
1∫
0

α(ln+ µ(r,f))

β( 1
1−r

)
dr i

1∫
0

α(ln+ M(r,f))

β( 1
1−r

)
dr çáiæíi ÷è ðîçáiæíi îäíî-

÷àñíî. Òàêå æ òâåðäæåííÿ ïðàâèëü-
íå ùîäî iíòåãðàëiâ

1∫
0

α(ln+ µ(r,D1
l f))

β( 1
1−r

)
dr i

1∫
0

α(ln+ M(r,D1
l f))

β( 1
1−r

)
dr , à ç îãëÿäó íà (16)

i ùîäî iíòåãðàëiâ
1∫
0

α(ln+ µ(r,f))

β( 1
1−r

)
dr i

1∫
0

α(ln+ µ(r,D1
l f))

β( 1
1−r

)
dr . Òåîðåìó 5 äîâåäåíî.

ßêùî âèáåðåìî α(x) = x i β(x) = x%−1 ,
òî îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (lk)
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (13), òî àíàëiòè÷íà â
îäèíè÷íîìó êðóçi ôóíêöiÿ f íàëåæèòü
äî êëàñó çáiæíîñòi (âèçíà÷åíîãî óìîâîþ
(6)) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ ïîõiäíà
Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà D1

l f íàëåæèòü äî
öüîãî æ êëàñó.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ íàëåæíîñòi ôóíêöié f
i D1

l f äî Φ -êëàñó çáiæíîñòi, âèçíà÷åíîãî
óìîâîþ (8), âèêîðèñòà¹ìî îäèí ðåçóëüòàò ç
[8]. ×åðåç Ω(0) ïîçíà÷èìî êëàñ äîäàòíèõ íå-
îáìåæåíèõ íà (−∞, 0) ôóíêöié Φ òàêèõ,
ùî ïîõiäíà Φ′ äîäàòíà, íåïåðåðâíî äèôå-
ðåíöiéîâàíà i çðîñòà¹ äî +∞ íà (−∞, 0) .
Äëÿ Φ ∈ Ω(0) íåõàé ϕ � ôóíêöiÿ, îáåðíå-
íà äî Φ′ , à Ψ(σ) = σ − Φ(σ)/Φ′(σ) � ôóí-
êöiÿ, àñîöiéîâàíà ç Φ çà Íüþòîíîì. Òîäi
[8] ôóíêöiÿ Ψ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâà-
íà i çðîñòà¹ äî 0 íà (−∞, 0) , à ôóíêöiÿ ϕ
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíà i çðîñòà¹ äî 0
íà (0, +∞) . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî i îáåðíåíà
äî Ψ ôóíêöiÿ Ψ−1 òàêîæ çðîñòà¹ äî 0 íà
(−∞, 0) . Ïðèïóñòèìî, ùî ðÿä Äiðiõëå

F (s) =
∞∑

n=0

fn exp{sλn}, s = σ + it, (19)

äå (λn) � çðîñòàþ÷à äî +∞ ïîñëiäîâà-
íiñòü íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, ìà¹ íóëüîâó àáñöè-
ñó àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi, i íåõàé µ(σ, F ) =
max{|an| exp (σλn) : n ≥ 0} - éîãî ìàêñè-
ìàëüíèé ÷ëåí. Òîäi ïðàâèëüíà íàñòóïíà ëå-
ìà [8].

Ëåìà 1. Íåõàé Φ ∈ Ω(0) . Äëÿ òîãî ùîá
ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) äëÿ âñiõ σ ∈ [σ0, 0) , íåîá-
õiäíî i äîñèòü, ùîá ln |fn| ≤ −λnΨ(ϕ(λn))
äëÿ âñiõ n ≥ n0 .

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ëåìó, òåïåð äîâåäå-
ìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 6.Íåõàé ôóíêöiÿ Φ ∈ Ω(0) òà-
êà, ùî Φ′(σ) ≥ 2

|σ| äëÿ âñiõ σ ∈ [σ0, 0) i

∞∫

σ0

Φ′(σ) ln Φ′(Ψ−1(σ/2))

Φ2(σ)
dσ < +∞. (20)

Òîäi, ÿêùî ïîñëiäîâíiñòü (lk) çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó (13), òî àíàëiòè÷íà â îäèíè÷íîìó
êðóçi ôóíêöiÿ f òà ¨¨ ïîõiäíà Ãåëüôîíäà-
Ëåîíòü¹âà D1

l f íàëåæàòü ÷è íå íàëå-
æàòü äî Φ -êëàñó çáiæíîñòi (âèçíà÷åíîãî
óìîâîþ (8)) îäíî÷àñíî.

Äîâåäåííÿ. Ç îãëÿäó íà (16) i íåðiâíiñòü
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Êîøi äîñèòü äîâåñòè, ùî ÿêùî
1∫

r0

Φ′(ln r) ln+ µ(r, f)

rΦ2(ln r)
dr < +∞, (21)

òî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (8). Àëå ç (21) âèï-
ëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 i âñiõ r ∈
[r∗(ε), 1)

ε > ln+ µ(r, f)

1∫

r

Φ′(ln t)

tΦ2(ln t)
dt =

ln+ µ(r, f)

Φ(ln r)
,

òîáòî ìîæåìî ââàæàòè, ùî ln µ(r, f) ≤
Φ(ln r) äëÿ âñiõ r ∈ [r0, 1) . ßêùî â ðÿ-
äi (1) çðîáèìî çàìiíó z = es , òî îòðèìà-
¹ìî ðÿä Äiðiõëå (19) ç λn = n , ïðè÷îìó
r = eσ i µ(σ, F ) = µ(r, f) . Òîìó çà ëåìîþ
1 ln |fn| ≤ −nΨ(ϕ(n)) äëÿ âñiõ n ≥ n0 i
M(r, f) ≤ ∑

n<Φ′(Ψ−1((ln r)/2))

|fn|rn+

+
∑

n≥Φ′(Ψ−1((ln r)/2))

|fn|rn ≤

≤ µ(r, f)Φ′(Ψ−1((ln r)/2)+

+
∑

n≥Φ′(Ψ−1((ln r)/2))

exp{−nΨ(ϕ(n)) + n ln r} ≤

≤ µ(r, f)Φ′(Ψ−1((ln r)/2)+

+
∑

n≥Φ′(Ψ((ln r)/2))

exp{−nΨ(ϕ(n))+

+2nΨ(ϕ(n))} ≤ µ(r, f)Φ′(Ψ−1((ln r)/2)+

+
∑

n≥Φ′(Ψ((ln r)/2))

exp{nΨ(ϕ(n))}
(22)

äëÿ âñiõ äîñèòü áëèçüêèõ äî 1 çíà÷åíü
r < 1 . Àëå ç óìîâè Φ′(σ) ≥ 2

|σ| , σ ∈
[σ0, 0) , âèïëèâà¹, ùî ϕ(x) ≤ − 2

x
, x ≥

x0 , i, îñêiëüêè (xΨ(ϕ(x)))′ = (xϕ(x) −
Φ(ϕ(x)))′ = ϕ(x) , òî xΨ(ϕ(x)) =

∫ x

x0
ϕ(t)dt+

x0Ψ(ϕ(x0)) ≤ −2 ln x + const , çâiäêè âèïëè-
âà¹, ùî ðÿä

∑
n≥n0

exp{nΨ(ϕ(n))} çáiæíèé,
à ç (22) îòðèìó¹ìî
ln M(r, f) ≤ ln µ(r, f)+ln Φ′(Ψ−1((ln r)/2)+

+o(1), r ↑ 1.

Çâiäñè i ç óìîâè (20) âèïëèâà¹ (8). Òåîðåìó
6 äîâåäåíî.

5. Çàóâàæåííÿ òà äîïîâíåííÿ. Óíi-
âåðñàëüíiñòü óìîâè (13) ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî
¨¨ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ó äîâåäåííi òå-
îðåì ïðî íàëåæíiñòü ïîõiäíî¨ Ãåëüôîíäà-
Ëåîíòü¹âà àíàëiòè÷íî¨ â îäèíè÷íîìó êðóçi
ôóêöi¨ äî ðiçíèõ êëàñiâ çáiæíîñòi. Äëÿ êîæ-
íîãî êîíêðåòíîãî âèáîðó êëàñó çáiæíîñòi öþ
óìîâó ìîæíà ïîñëàáèòè. Íàïðèêëàä, óìî-
âó (13) íå çàäîâîëüíÿ¹ ïîñëiäîâíiñòü lk =
1/k! , à ó öüîìó âèïàäêó ïîõiäíà Ãåëüôîíäà-
Ëåîíòü¹âà ¹ çâè÷àéíîþ ïîõiäíîþ i, âèêîðèñ-
òîâóþ÷è iíòåãðàëüíó ôîðìóëó Êîøi, íåâàæ-
êî ïîêàçàòè, ùî àíàëiòè÷íà â îäèíè÷íîìó
êðóçi ôóíêöiÿ f íàëåæèòü äî âèçíà÷åíîãî
óìîâîþ (6) êëàñó çáiæíîñòi òîäi i òiëüêè òî-
äi, êîëè ¨¨ ïîõiäíà f ′ íàëåæèòü äî öüîãî æ
êëàñó. Öå òâåðäæåííÿ ¹ ïðàâèëüíèì i äëÿ ií-
øèõ ïîõiäíèõ Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà, íà ùî
âêàçó¹ íàñòóïíå óçàãàëüíåííÿ íàñëiäêó 2.

Òåîðåìà 7. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (lk) çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâè à) l1 ≤ l0 , á) lk−1lk+1l

−2
k ↗

1 ïðè k → ∞ i â)
∑∞

k=1

(
1
k

ln lk−1

lk

)%+1

<

+∞ , òî àíàëiòè÷íà â îäèíè÷íîìó êðó-
çi ôóíêöiÿ f íàëåæèòü äî êëàñó çáiæíî-
ñòi (âèçíà÷åíîãî óìîâîþ (6)) òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ¨¨ ïîõiäíà Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà
D1

l f íàëåæèòü äî öüîãî æ êëàñó.
Äîâåäåííÿ. Ç óìîâ à) i á) âèïëèâà¹, ùî

1 ≤ l0
l1
≤ · · · ≤ lk−1

lk
≤ lk

lk+1
≤ . . . , òîáòî âèêî-

íó¹òüñÿ ïåðøà ç óìîâ (13). Òîìó, ÿê âèùå, ç
íàëåæíîñòi D1

l f äî êëàñó çáiæíîñòi âèïëè-
âà¹ íàëåæíiñòü f äî öüîãî æ êëàñó.

Ç iíøîãî áîêó, íåõàé f̂(z) =
∞∑

k=0

f̂kz
k �

ìàæîðàíòà Íüþòîíà àíàëiòè÷íî¨ â îäèíè-
÷íîìó êðóçi ôóíêöi¨ (1). Òîäi ç îãëÿäó íà
óìîâó lim

k→∞
|fk| = +∞ ìà¹ìî |fk| ≤ f̂k →

+∞ (k → ∞) , f̂k/f̂k+1 ↗ 1 (k → ∞)

i µ(r, f) = µ(r, f̂) . Àëå [3, 7] ïðàâèëüíèì

¹ òàêå òâåðäæåííÿ: äëÿ òîãî, ùîá
1∫
0

(1 −
r)%−1 ln+ µ(r, f̂)dr < +∞, íåîáõiäíî i äî-
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ñèòü, ùîá
∞∑

k=1

(
ln f̂k

k

)%+1

< ∞. (23)

Îòæå, ç (6) âèïëèâà¹ (23). Äàëi, ÿê âèùå,

rµ(r,D1
l f) = max

{
lk

lk+1

|fk+1|rk+1 : k ≥ 0

}
≤

≤ µ̂(r) = max

{
lk

lk+1

f̂k+1r
k+1 : k ≥ 0

}
,

òîáòî òðåáà äîâåñòè, ùî
1∫
0

(1 −
r)%−1 ln+ µ̂(r)dr < +∞ . Àëå ç óìîâè á)
âèïëèâà¹, ùî

(
lk−1

lk
f̂k

)
/
(

lk
lk+1

f̂k+1

)
↗ 1 ïðè

k →∞ , i îòæå çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî
∞∑

k=1

(
1

k
ln

(
lk−1

lk
f̂k

))%+1

< ∞. (24)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (a + b)%+1 ≤
2%+1(a%+1 +b%+1) , íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî (24)
âèïëèâà¹ (23) òà óìîâè á). Òeîðåìó 7 äîâå-
äåíî.
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