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Äîñëiäæóþòüñÿ ðiâíÿííÿ ðóõó òâåðäîãî òiëà ç îäíîçíà÷íèìè iíòåãðàëàìè âèêîðèñòîâó-
þ÷è ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðó.

The equations of the motions of a solid with the simple integrals are researched, using the
method of the small parameter.

Ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ
ìåòîäó ìàëîãî ïàðàìåòðó äî äîñëiäæåííÿ
ðóõó òâåðäîãî òiëà ïî âiäíîøåííþ äî íåãî-
ëîâíèõ îñåé iíåðöi¨ òiëà.

Äëÿ ïðîâåäåííÿ äîñëiäæåííÿ äàíîãî ðó-
õó ââåäåìî íåðóõîìó ñèñòåìó êîîðäèíàò
Ox1y1z1 , ç ïî÷àòêîì â íåðóõîìié òî÷öi O ,
i ðóõîìó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz ç ïî÷à-
òêîì â òié æå òî÷öi O , ÿêà íåçìiííî çâ'ÿ-
çàíà ç òâåðäèì òiëîì i ìà¹ âiñi, ùî íå íà-
ïðàâëåíi ïî ãîëîâíèõ âiñÿõ iíåðöi¨ òâåðäîãî
òiëà. Íåðóõîìó ñèñòåìó êîîðäèíàò ðîçòàøó-
¹ìî òàê, ùîá âiñü Ox1 áóëà íàïðàâëåíà ïî
âåðòèêàëi âíèç. Íåõàé γ1 , γ2 , γ3 � íàïðÿì-
íi êîñèíóñè îñi Ox1 âiäíîñíî ðóõîìèõ îñåé.
Îñêiëüêè ðóõîìi îñi Ox , Oy , Oz íå íàïðàâ-
ëåíi ïî ãîëîâíèõ âiñÿõ iíåðöi¨ òâåðäîãî òiëà,
òî âåêòîð êiíåòè÷íîãî ìîìåíòó −→G òiëà i âå-
êòîð êóòîâî¨ øâèäêîñòi −→ω îáåðòàííÿ òâåð-
äîãî òiëà íàâêîëî íåðóõîìî¨ òî÷êè áóäóòü
âèçíà÷àòèñÿ çà ôîðìóëàìè:

−→
G = Gx

−→
i + Gy

−→
j + Gz

−→
k , (1)

−→ω = ωx
−→
i + ωy

−→
j + ωz

−→
k , (2)

äå

Gx = Ap− Fq − Er,Gy = −Fp + Bq −Dr,

Gz = −Ep−Dq + Cr, (3)

ωx = p, ωy = q, ωz = r, (4)

äå A , B , C � öåíòðàëüíi ìîìåíòè iíåðöi¨
òiëà; F , E , D � âiäöåíòðîâi ìîìåíòè iíåð-
öi¨ òiëà; −→i , −→j , −→k � îäèíè÷íi îðòè îñåé

ðóõîìî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò; p , q , r � ïðî-
åêöi¨ âåêòîðà êóòîâî¨ øâèäêîñòi îáåðòàííÿ
òiëà.

Íåõàé öåíòð ìàñ ðóõîìîãî òiëà ðîçòàøî-
âàíèé â òî÷öi M0(x0, y0, z0) , äå x0 , y0 , z0

� êîîðäèíàòè öåíòðà ìàñ òiëà â ðóõîìié ñè-
ñòåìi êîîðäèíàò. Îñêiëüêè ñèëà òÿæiííÿ −→

P
íàïðàâëåíà ïî âåðòèêàëi âíèç, òî âîíà âè-
çíà÷à¹òüñÿ òàêèì ñïiââiäíîøåííÿì:

−→
P = Mg(γ1

−→
i + γ2

−→
j + γ3

−→
k ), (5)

äå M � ìàñà òiëà, à g � ïðèñêîðåííÿ çåì-
íîãî òÿæiííÿ.

Ìîìåíò −→L ñèëè −→P âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîð-
ìóëîþ:

L =

∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

x0 y0 z0

Mgγ1 Mgγ2 Mgγ3

∣∣∣∣∣∣
=

= Mg
−→
i (y0γ3 − z0γ2) + Mg

−→
j (z0γ1 − x0γ2)+

+Mg
−→
k (x0γ2 − y0γ1). (6)

Äëÿ îäåðæàííÿ äèíàìi÷íèõ ðiâíÿíü ðóõó
òâåðäîãî òiëà íàâêîëî íåðóõîìî¨ òî÷êè çà-
ñòîñó¹ìî òåîðåìó ïðî çìiíó êiíåòè÷íîãî ìî-
ìåíòó ñèñòåìè, òîáòî

d
−→
G/dt =

−→
L , (7)

äå d
−→
G/dt � àáñîëþòíà ïîõiäíà âiä âåêòî-

ðà êiíåòè÷íîãî ìîìåíòó â íåðóõîìié ñèñòå-
ìi êîîðäèíàò. Â ðóõîìié ñèñòåìi êîîðäèíàò
ðiâíÿííÿ (7) íàáóâà¹ âèãëÿäó

d
−̃→
G/dt +−→ω ×−→G =

−→
L , (8)
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äå d
−̃→
G/dt � ëîêàëüíà ïîõiäíà.

ßêùî ïiäñòàâèòè (1), (2) i (6) ó ðiâíÿííÿ
(8) ç âðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåíü (3), (4) i
ñïðîåêòóâàòè îäåðæàíå ðiâíÿííÿ íà îñi Ox ,
Oy i Oz , òî ðiâíÿííÿ ðóõó òâåðäîãî òiëà
íàâêîëî íåðóõîìî¨ òî÷êè â íåãîëîâíèõ îñÿõ
iíåðöi¨ ïðèéìóòü âèãëÿä [4, 5]:

Adp/dt−Fdq/dt−Edr/dt+(C−B)qr+Fpr−
−Epq + D(r2 − q2) = Mg(y0γ3 − z0γ2),

−Fdp/dt + Bdq/dt−Ddr/dt + (A− C)pr−
−Fqr + Dpq + E(p2 − r2) = Mg(z0γ1 − x0γ3),

(9)
−Edp/dt−Ddq/dt + Cdr/dt + (B − A)qp−
−Dpr + Erq + F (r2 − q2) = Mg(x0γ2 − y0γ1).

Ñèñòåìà ðiâíÿíü (9) ñêëàäà¹ ïåðøó ãðó-
ïó îñíîâíèõ äèíàìi÷íèõ ðiâíÿíü ðóõó òiëà
íàâêîëî íåðóõîìî¨ òî÷êè. Â îäåðæàíó ñèñòå-
ìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âõîäÿòü øiñòü
íåâiäîìèõ ôóíêöié γ1 , γ2 , γ3 , p , q , r ,
ÿêi çàëåæàòü âiä çìiííî¨ t . Äëÿ âèçíà÷åíî-
ñòi ïðèâåäåíî¨ çàäà÷i íåîáõiäíî îòðèìàòè ùå
òðè ðiâíÿííÿ, â ÿêi áè âõîäèëè øóêàíi ôóí-
êöi¨. Äëÿ ¨õ ñêëàäàííÿ îðò −→

ξ 0 íàïðàâèìî
âçäîâæ íåðóõîìî¨ îñi Ox1 , òîäi

−→
ξ 0 =

−→
i γ1 +

−→
j γ2 +

−→
k γ3. (10)

Îñêiëüêè âåêòîð −→
ξ 0 íåðóõîìèé, òî àá-

ñîëþòíà ïîõiäíà âiä íüîãî äîðiâíþ¹ íóëþ.
Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ëîêàëüíî¨ ïîõi-
äíî¨, îäåðæèìî

d
−→
ξ 0/dt +−→ω ×−→ξ 0 = 0. (11)

ßêùî âðàõóâàòè äëÿ −→
ξ 0 ðîçêëàä (10), òî

ðiâíÿííÿ (11) â ïðîåêöiÿõ íà îñi ðóõîìî¨ ñèñ-
òåìè êîîðäèíàò Oxyz ïðèéìóòü âèãëÿä:

dγ1/dt = rγ2 − γ3q, dγ2/dt = pγ3 − γ1r,

dγ3/dt = qγ1 − γ2p. (12)

Òàêèì ÷èíîì, âèçíà÷åííÿ ïîëîæåííÿ òi-
ëà, ùî ìà¹ íåðóõîìó òî÷êó, çâîäèòüñÿ äî ií-
òåãðóâàííÿ øåñòè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü
(9) i (12) ïî âiäíîøåííþ äî øåñòè íåâiäîìèõ

ôóíêöié γ1 , γ2 , γ3 , p , q , r . Äîñëiäæåííÿ
ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (9) i (12)
ïðîâåäåìî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìàëîãî ïà-
ðàìåòðó. Ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðó âïåðøå
âèíèê ó çâ'ÿçêó ç çàäà÷åþ òðüîõ òië â íå-
áåñíié ìåõàíiöi. Âiäîìî, ùî ðîçâ'ÿçàííÿ çà-
äà÷i ïðî ðóõ äâîõ òië, ùî ïðèòÿãóþòüñÿ çà
çàêîíîì Íüþòîíà, íå ïðåäñòàâëÿ¹ âåëèêèõ
òðóäíîùiâ. Ñïðàâà óñêëàäíþ¹òüñÿ, ÿêùî ¹
òðè òiëà, ÿêi ïðèòÿãóþòüñÿ ìiæ ñîáîþ çà çà-
êîíîì Íüþòîíà. Ó öüîìó âèïàäêó çàäà÷à íå-
ìà¹ ïîâíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

Àëå ó âèïàäêó ñîíÿ÷íî¨ ñèñòåìè çàäà÷à
ñïðîùó¹òüñÿ çàâäÿêè òîìó, øî ìàñè ïëàíåò
íàáàãàòî ìåíøi ìàñè Ñîíöÿ. Ïðèðîäíî âè-
íèêà¹ ïèòàííÿ, ÷è íå ìîæíà äëÿ âðàõóâàí-
íÿ âïëèâó îäíi¹¨ ïëàíåòè íà iíøó iíòåãðàëè
ðóõó ïëàíåò ðîçêëàñòè çà ñòåïåíÿìè ìàëîãî
ïàðàìåòðó, ÿêèì ¹ âiäíîøåííÿ ìàñè çáóðþ-
þ÷î¨ ïëàíåòè äî ìàñè Ñîíöÿ. Ïðè÷îìó, î÷å-
âèäíî, ùî ïðè çíà÷åííi ïàðàìåòðà ðiâíîãî
íóëþ, îäåðæèìî ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ çàäà-
÷i ïðî ðóõ äâîõ òië.

Ìàòåìàòè÷íà òåîðiÿ òàêîãî ìåòîäó áó-
ëà ðîçðîáëåíà Ïóàíêàðå. Âîíà áàçó¹òüñÿ íà
ôîðìóëþâàííi äâîõ òåîðåì [1, 2].

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü, ó ïðàâi ÷à-
ñòèíè ÿêèõ âõîäèòü ìàëèé ïàðàìåòð α :

dyi/dt = fi(y1, y2, . . . , yn, t, α), i = 1, 2, . . . , n.
(13)

ßêùî â ñèñòåìi ðiâíÿíü (13) ïîêëàñòè
α = 0 , òî îòðèìà¹ìî ñèñòåìó âèãëÿäó

dzi/dt = fi(z1, z2, . . . , zn, t, 0), i = 1, 2, . . . , n,
(14)

ÿêó íàçèâàþòü ñèñòåìîþ ñïðîùåíèõ ðiâíÿíü
äî ñèñòåìè ðiâíÿíü (13). Ó äàíîìó âèïàäêó
ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi äâi òåîðåìè [1, 2].

Òåîðåìà 1. ßêùî ïðàâi ÷àñòèíè ðiâ-
íÿíü (13) ãîëîìîðôíi â îáëàñòi α = 0 i
ñïðîùåíà ñèñòåìà ðiâíÿíü (14) ìà¹ ðîçâ'ÿ-
çîê zi(t) ( i = 1, 2, 3, . . . , n ), ãîëîìîðôíèé
âçäîâæ äåÿêîãî øëÿõó C íà ïëîùèíi êîìï-
ëåêñíî¨ çìiííî¨ t , òî i ñèñòåìà (13) ìà¹
ïðè äîñòàòíüî ìàëîìó çíà÷åííi ïàðàìåòðà
α ðîçâ'ÿçîê

yi(t) = yi(t, α), i = 1, 2, . . . , n, (15)
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äå yi(t) ( i = 1, 2, . . . , n ) ãîëîìîðôíi âçäîâæ
òîãî æ øëÿõó C .

Òåîðåìà 2. Ðîçâ'ÿçêè (15) ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü (13) ìîæóòü áóòè ðîçêëàäåíi â ðÿäè
çà ñòåïåíÿìè α

yi = y
(0)
i (t) + αy

(1)
i (t) + · · ·+ αky

(k)
i (t) + . . . ,

i = 1, 2, . . . , n, (16)

ÿêi çáiãàþòüñÿ ïðè äîñòàòíüî ìàëîìó çíà-
÷åííi ïàðàìåòðà α . Ïåðøi ÷ëåíè ðîçêëàäó
ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíî¨
ñïðîùåíî¨ ñèñòåìè (14), òîáòî

y
(0)
i (t) = zi(t), i = 1, 2, . . . , n. (17)

Iíøi ÷ëåíè ðîçêëàäó (16) âèçíà÷àþòüñÿ iç
ñèñòåì, îäåðæàíèõ âiä ïðèðiâíþâàííÿ êîå-
ôiöi¹íòiâ ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ ïàðàìå-
òðà α çëiâà i ñïðàâà.

Äî ñèñòåì ðiâíÿíü ç ìàëèì ïàðàìå-
òðîì ïðèâîäÿòü áàãàòî ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì,
ùî ïðàöþþòü â êîëèâàëüíî-îáåðòàëüíîìó
ðåæèìi. Çðó÷íèì àïàðàòîì äîñëiäæåííÿ
ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ ñèñòåì ¹ àñèìïòîòè÷íi ìå-
òîäè íåëiíiéíî¨ ìåõàíiêè. Äîñëiäæåííþ ðå-
çóëüòàòiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç àñèìïòîòè÷íèì iíòå-
ãðóâàííÿì ñèñòåì ðiâíÿíü, ïðèñâÿ÷åíi ïðàöi
Áîãîëþáîâà Ì.Ì., Ìèòðîïîëüñüêîãî Þ.O.
[1], à òàêîæ ðîáîòà Ìèòðîïîëüñüêîãî Þ.O.
i Ñàìîéëåíêà À.Ì. [2].

Äëÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ìàëîãî ïàðàìå-
òðó äî çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì ðiâ-
íÿíü (9) i (12) âèêîðèñòà¹ìî âiäïîâiäíi ñïðî-
ùåííÿ, ÿêi ïîëÿãàþòü â íàñòóïíîìó: ó ñè-
ñòåìi ðiâíÿíü (9) ïîêëàäåìî äâà âiäöåíòðî-
âèõ ìîìåíòà iíåðöi¨ ðiâíèìè íóëþ, òîáòî
F = E = 0 . Ïðè öüîìó ïðèïóùåííi ñèñòåìà
ðiâíÿíü (9) ïðèéìå âèãëÿä

Adp/dt + (C −B)qr + D(r2 − q2) =

= Mg(y0γ3 − z0γ2),

Bdq/dt−Ddr/dt + (A− C)pr + Dpq =

= Mg(z0γ1 − x0γ3), (18)

−Ddq/dt + Cdr/dt + (B − A)qp−Dpr =

= Mg(x0γ2 − y0γ1).

Ó ïîäàëüøîìó äëÿ äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè
ðiâíÿíü (18) áóäåìî âèìàãàòè âèêîíàííÿ òà-
êèõ óìîâ

D ¿ A,D ¿ 1. (19)

Ñèñòåìó ðiâíÿíü (18) ðîçâ'ÿæåìî ïî âiä-
íîøåííþ äî ïîõiäíèõ dp/dt , dq/dt , dr/dt .
Äëÿ öüîãî äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (18) äî-
ìíîæèìî íà C , à òðåò¹ � íà D i ïî÷ëåííî
äîäàìî. Ïiñëÿ âèêîíàííÿ äàíî¨ äi¨ îäåðæè-
ìî:

(BC −D2)dq/dt + [C(A− C)−D2]pr+

+D(C + B − A)pq = MgC(z0γ1 − x0γ3)+

+MgD(x0γ2 − y0γ1). (20)

Àíàëîãi÷íî äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (18)
äîìíîæèìî íà D , à òðåò¹ � íà B i çíîâó
ïî÷ëåííî äîäàìî, òîäi îòðèìà¹ìî òàêå ðiâ-
íÿííÿ:

(BC −D2)dr/dt + [B(B − A) + D2]pq−
−D(C + B − A)pr = MgD(z0γ1 − x0γ3)+

+MgB(x0γ2 − y0γ1). (21)

Âðàõîâóþ÷è ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (18)
i ðiâíÿííÿ (20) òà (21) îäåðæèìî òàêó ñèñ-
òåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

Adp/dt+(C−B)qr+D(r2−q2) = Mg(y0γ3−z0γ2),

(BC −D2)dq/dt + [C(A− C)−D2]pr+

+D(C + B − A)pq = MgC(z0γ1 − x0γ3)+

+MgD(x0γ2 − y0γ1), (22)

(BC −D2)dr/dt + [B(B − A) + D2]pq−
−D(C + B − A)pr = MgD(z0γ1 − x0γ3)+

+MgB(x0γ2 − y0γ1).

Iç ñèñòåìè ðiâíÿíü (22) çíàéäåìî dp/dt ,
dq/dt , dr/dt :

dp/dt + ((C −B)/A)qr + (D/A)(r2 − q2) =

= (Mg/A)(y0γ3 − z0γ2),

dq/dt + [(C(A− C)−D2)/(BC −D2)]pr+

+(D(C + B − A)/(BC −D2))pq =

= (MgC/(BC −D2))(z0γ1 − x0γ3)+
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+(MgD/(BC −D2))(x0γ2 − y0γ1), (23)

dr/dt + [(B(B − A) + D2)/(BC −D2)]pq−
−(D(C + B − A)/(BC −D2))pr =

= (MgD/(BC −D2))(z0γ1 − x0γ3)+

+(MgB/(BC −D2))(x0γ2 − y0γ1).

ßêùî âðàõóâàòè óìîâó (19) i òå, ùî D
äîñòàòíüî ìàëà âåëè÷èíà ïî âiäíîøåííþ äî
öåíòðàëüíèõ ìîìåíòiâ A , B , C , òî ìîæíà
ââàæàòè, ùî áóäå âèêîíóâàòèñÿ é òàêà óìî-
âà

D ¿ BC. (24)

Ç âðàõóâàííÿì âèùå ïðèâåäåíèõ óìîâ
ñèñòåìà ðiâíÿíü (23) íàáóäå âèãëÿäó [3]:

dp/dt+((C−B)/A)qr = (Mg/A)(y0γ3−z0γ2),

dq/dt+((A−C)/B)pr = (Mg/B)(z0γ1−x0γ3),
(25)

dr/dt+((B−A)/C)pq = (Mg/C)(x0γ2−y0γ1).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè A = B 6= C òà
áóäåìî ââàæàòè, ùî öåíòð ìàñ òiëà ðîçòàøî-
âàíèé ó ïëîùèíi Oxy i ïîêëàäåìî y0 = 0 .
Òîäi ñèñòåìà (25) ïðèéìå òàêèé âèãëÿä:

dp/dt + ((C − A)/A)qr = −(Mg/A)z0γ2,

dq/dt+((A−C)/A)pr = (Mg/A)(z0γ1−x0γ3),
(26)

dr/dt = (Mg/C)x0γ2.

Ó ñèñòåìi ðiâíÿíü (26) ââåäåìî ïîçíà÷åí-
íÿ:

(C − A)/A = m,Mg/C = n. (27)

Îäèíèöþ âèìiðó ìàñè âèáåðåìî òàê, ùîá
(Mg/A) = 1 , òîäi âðàõîâóþ÷è äàíå ïðèïó-
ùåííÿ i ïîçíà÷åííÿ (27) äëÿ äîñëiäæåííÿ
ðóõó òâåðäîãî òiëà çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìà-
ëîãî ïàðàìåòðó îòðèìà¹ìî òàêi ñèñòåìè äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

dp/dt−mqr = −z0γ2,

dq/dt + mpr = (z0γ1 − x0γ3), (28)

dr/dt = nx0γ2,

dγ1/dt = rγ2 − γ3q, dγ2/dt = pγ3 − γ1r,

dγ3/dt = qγ1 − γ2p. (29)

Äëÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ìàëîãî ïàðàìå-
òðó äî äîñëiäæåííÿ ñèñòåì äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü (28), (29) áóäåìî ââàæàòè âåëè-
÷èíè p , r , γ2 ìàëèìè, ïðîïîðöiéíèìè ìà-
ëîìó ïàðàìåòðó α . Äëÿ öüîãî ââåäåìî òàêi
ñïiââiäíîøåííÿ:

p = αp1, q = q1, r = αr1, γ1 = γ
(1)
1 ,

γ2 = αγ
1)
2 , γ3 = γ

(1)
3 . (30)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (30) ó ñèñòåìè ðiâíÿíü
(28), (29) i ñêîðî÷óþ÷è íà α , îòðèìà¹ìî íà-
ñòóïíi ñèñòåìè ðiâíÿíü:

dp1/dt−mq1r1 = −z0γ
(1)
2 ,

dq1/dt = z0γ
(1)
1 − x0γ

(1)
3 −mα2p1r1, (31)

dr1/dt = nx0γ
(1)
2 ,

dγ
(1)
1 /dt = r1α

2γ
(1)
2 − γ

(1)
3 q1,

dγ
(1)
2 /dt = p1γ

(1)
3 − γ

(1)
1 r1, (32)

dγ
(1)
3 /dt = q1γ

(1)
1 − α2γ

(1)
2 p1.

ßêùî ïîêëàñòè ó ñèñòåìàõ (31), (32) çíà-
÷åííÿ ïàðàìåòðà α ðiâíèì íóëþ, òîáòî α =
0 , òî äàíi ñèñòåìè çàïèøóòüñÿ òàê:

dp1/dt−mq1r1 = −z0γ
(1)
2 ,

dq1/dt = z0γ
(1)
1 − x0γ

(1)
3 , (33)

dr1/dt = nx0γ
(1)
2 ,

dγ
(1)
1 /dt = −γ

(1)
3 q1,

dγ
(1)
2 /dt = p1γ

(1)
3 − γ

(1)
1 r1, (34)

dγ
(1)
3 /dt = q1γ

(1)
1 .

Iç ñèñòåì (33) i (34) çàïèøåìî íàñòóïíi
äâi ñèñòåìè âiäíîñíî øóêàíèõ ôóíêöié p1 ,
q1 , r1 , γ

(1)
1 , γ

(1)
2 , γ

(1)
3 :

dp1/dt−mq1r1 = −z0γ
(1)
2 ,

dr1/dt = nx0γ
(1)
2 ,

dγ
(1)
2 /dt = p1γ

(1)
3 − γ

(1)
1 r1, (35)

dq1/dt = z0γ
(1)
1 − x0γ

(1)
3 ,

dγ
(1)
1 /dt = −γ

(1)
3 q1, (36)
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dγ
(1)
3 /dt = q1γ

(1)
1 .

Ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿü (35)
ìà¹ ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê

p1 = 0, r1 = 0, γ
(1)
2 = 0. (37)

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (36) âiäøóêó-
¹ìî ó âèãëÿäi

q1 = Q1/t, γ
(1)
1 = Γ1/t

2, γ
(1)
3 = Γ3/t

2, (38)

äå Q1 , Γ1 , Γ3 � ñòàëi âåëè÷èíè.
Ïiäñòàâëÿþ÷è (38) ó ñèñòåìó ðiâíÿíü

(36), ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà t ó âiäïîâiäíèõ
ñòåïåíÿõ îòðèìà¹ìî òàêó ñèñòåìó òðüîõ îä-
íîðiäíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ïî âiäíîøåí-
íþ äî íåâiäîìèõ ñòàëèõ Q1 , Γ1 , Γ3 :

−Q1 = z0Γ1 − x0Γ3,

−2Γ1 = −Q1Γ3, (39)

−2Γ3 = Γ1 ∗Q1.

Ïåðåìíîæóþ÷è âiäïîâiäíî ëiâi òà ïðàâi
÷àñòèíè äâîõ îñòàííiõ ðiâíÿíü ñèñòåìè (39)
i ñêîðî÷óþ÷è íà Γ1Γ3 îäåðæèìî ðiâíÿííÿ
äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìî¨ Q1 , òîáòî

Q2
1 = −4. (40)

Ç ðiâíÿííÿ (40) îòðèìà¹ìî, ùî
à) Q

(1)
1 = 2i ; á) Q

(2)
1 = −2i . (41)

äå i � óÿâíà îäèíèöÿ, òîáòî i =
√−1 .

Âðàõîâóþ÷è (41) iç ñèñòåìè ðiâíÿíü (39)
áóäåìî ìàòè:

à) Γ
(1)
3 = −2/(z0 + ix0) , Γ

(1)
1 = −2i/(z0 +

ix0) . (42)
á) Γ

(2)
3 = −2/(z0 − ix0) , Γ

(2)
1 = 2i/(z0 −

ix0) . (43)
Äëÿ âèïàäêó à) ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ñè-

ñòåì (35) i (36) ìà¹ âèãëÿä

p1 = 0, q1 = 2i/t, r1 = 0,

γ
(1)
1 = −2i/(t2(z0 + ix0)),

γ
(1)
2 = 0, γ

(1)
3 = −2/(t2(z0 + ix0)). (44)

Ðîçêëàäåìî ïî ïàðàìåòðó α2 iíòåãðàëè
ñèñòåì (31), (32), òîáòî [1, 3]

p1 = α2p2 + α4p3 + . . . ,

q1 = 2i/t + α2q2 + α4q3 + . . . ,

r1 = α2r2 + α4r3 + . . . , (45)

γ
(1)
1 = −2i/(t2(z0+ix0))+α2γ

(2)
1 +α4γ

(3)
1 + . . . ,

γ
(1)
2 = α2γ

(2)
2 + α4γ

(3)
2 + . . . ,

γ
(1)
3 = −2/(t2(z0 + ix0))+α2γ

(2)
3 +α4γ

(3)
3 + . . . .

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè (45) ó ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü (31), (32) i ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè
çëiâà i ñïðàâà ïðè α2 îäåðæèìî íàñòóïíi
äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü ïî âiäíîøåííþ äî íåâi-
äîìèõ ôóíêöié p2 , q2 , r2 , γ

(2)
1 , γ

(2)
2 , γ

(2)
3 :

dp2/dt−m(2i/t)r2 = −z0γ
(2)
2 ,

dq2/dt = z0γ
(2)
1 − x0γ

(2)
3 , (46)

dr2/dt = nx0γ
(2)
2 ,

dγ
(2)
1 /dt = −(2i/t)γ

(2)
3 + 2/(t2(z0 + ix0))q2,

dγ
(2)
2 /dt = −2/(t2(z0+ix0))p2+2i/(t2(z0+ix0))r2,

(47)

dγ
(2)
3 /dt = (2i/t)γ

(2)
1 − 2i/(t2(z0 + ix0))q2.

Ðîçãëÿíåìî òàêi äâi ñèñòåìè ðiâíÿíü,
ÿêi îòðèìóþòüñÿ iç ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü (46), (47)

dp2/dt−m(2i/t)r2 + z0γ
(2)
2 = 0,

dr2/dt− nx0γ
(2)
2 = 0, (48)

dγ
(2)
2 /dt + 2/(t2(z0 + ix0))p2−
−2i/(t2(z0 + ix0))r2 = 0.

dq2/dt− z0γ
(2)
1 + x0γ

(2)
3 = 0,

dγ
(2)
1 /dt + (2i/t)γ

(2)
3 − 2/(t2(z0 + ix0))q2 = 0,

(49)

dγ
(2)
3 /dt− (2i/t)γ

(2)
1 + 2i/(t2(z0 + ix0))q2 = 0.

Ó ñèñòåìi (48) âèêîíà¹ìî íàñòóïíó çàìi-
íó:

γ
(2)
2 = G/t, (50)

äå G � íîâà çìiííà. Çíàéäåìî dγ
(2)
2 /dt , âðà-

õîâóþ÷è çàìiíó (50):

dγ
(2)
2 /dt = (dG/dt)/t−G/t2. (51)
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Ïiäñòàâèìî (50) i (51) ó ñèñòåìó (48).
Îäåðæèìî íàñòóïíó ñèñòåìó

dp2/dt−m(2i/t)r2 + (Gz0)/t = 0,

dr2/dt− (Gnx0)/t = 0, (52)

dG/dt−G/t + 2/(t2(z0 + ix0))p2−
−2i/(t2(z0 + ix0))r2 = 0.

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (52) âiäøóêó¹ìî ó âèã-
ëÿäi [3]:

p2 = Pts, r2 = Rts, G = Hts, (53)

äå P , R , H � ñòàëi, ïðè÷îìó äëÿ íèõ ïî-
âèííà âèêîíóâàòèñÿ óìîâà

P 2 + R2 + H2 6= 0, (54)

òîáòî âîíè íå ïîâèííi áóòè ðiâíèìè íóëþ.
Çíàéäåìî ïîõiäíi ïî t âiä p2 , r2 , G :

dp2/dt = sP ts−1, dr2/dt = sRts−1,

dG/dt = sHts−1. (55)

Ïiäñòàâëÿ¹ìî (53), (55) ó ñèñòåìó ðiâíÿíü
(52) i ñêîðî÷óþ÷è íà ts−1 , îäåðæèìî íàñòó-
ïíó ëiíiéíó îäíîðiäíó àëãåáðà¨÷íó ñèñòåìó
ïî âiäíîøåííþ äî íåâiäîìèõ P , R , H :

sP − 2imR + Hz0 = 0,

sR− nx0H = 0, (56)

H(s−1)+(2/(z0+ix0))P−(2i/(z0+ix0))R = 0.

Øóêà¹ìî íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Ñèñ-
òåìà (56) áóäå ìàòè òàêèé ðîçâ'ÿçîê â òîìó
âèïàäêó, êîëè âèçíà÷íèê, ñêëàäåíèé iç êîå-
ôiöi¹íòiâ ïðè íåâiäîìèõ P , R , H , áóäå ðiâ-
íèì íóëþ, òîáòî [3]
∣∣∣∣∣∣

s −2im z0

0 s −nx0

2/(z0 + ix0) −2i/(z0 + ix0) s− 1

∣∣∣∣∣∣
= 0.

(57)
Ðiâíÿííÿ (57) íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè-

÷íèì ðiâíÿííÿì ñèñòåìè (56). Îá÷èñëþþ÷è
âèçíà÷íèê, îòðèìà¹ìî òàêå ðiâíÿííÿ:

s3 − s2 − 2s(z0 + inx0)/(z0 + ix0)+

+4imnx0/(z0 + ix0) = 0. (58)

Âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (27), îòðèìà¹ìî
ñïiââiäíîøåííÿ mn = n − 1 . Ïiäñòàâëÿþ÷è
äàíå ñïiââiäíîøåííÿ ó ðiâíÿííÿ (58), îòðè-
ìà¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó:

s3 − s2 − 2s(z0 + inx0)/(z0 + ix0)+

+4i(n− 1)x0/(z0 + ix0) = 0. (59)

Ïðîñòîþ ïiäñòàíîâêîþ ìîæíà ïåðåâiðèòè
ùî êîðåíåì öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ s = 2 . Çíàþ-
÷è îäèí iç êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (59) ðîçêëàäåìî
ëiâó ÷àñòèíó äàíîãî ðiâíÿííÿ íà ìíîæíèêè,
îòðèìà¹ìî:

(s− 2)(s2 + s− 2(n− 1)x2
0/(z

2
0 + x2

0)−

−2i(n− 1)x0z0/(x
2
0 + z2

0)) = 0. (60)

Ðiâíÿííÿ (60) îòðèìó¹òüñÿ äîìíîæåííÿì
÷èñåëüíèêà i çíàìåííèêà äðóãîãî i òðåòüîãî
äàäàíêó ó äðóãié äóæöi, ðîçêëàäó íà ìíî-
æíèêè, íà âèðàç z0− ix0 , ÿêèé ¹ ñïðÿæåíèì
âèðàçîì äî âèðàçó z0 + ix0 .

ßêùî ñåðåä êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (60) ¹ óÿâíi
(êîìïëåêñíi), ùî ìîæå áóòè òiëüêè çà ðàõó-
íîê äðóãî¨ äóæêè ó ðiâíÿííi, òî p2 , r2 , γ

(2)
2

áóäóòü ìàòè êðèòè÷íó òðàíñöåíäåíòíó òî-
÷êó t = 0 . Òîìó äëÿ âiäñóòíîñòi òàêî¨ òî÷êè
íåîáõiäíî ùîá âèêîíóâàëàñÿ òàêà ðiâíiñòü:

s2 + s− 2(n− 1)x2
0/(z

2
0 + x2

0)−

−2i(n− 1)x0z0/(x
2
0 + z2

0) = 0. (61)

Ðiâíiñòü (61) áóäå ñïðàâåäëèâîþ â òîìó
âèïàäêó, ÿêùî áóäå âèêîíóâàòèñÿ íàñòóïíà
ðiâíiñòü

(n− 1)x0z0 = 0. (62)

Óìîâà (62) áóäå âèêîíóâàòèñÿ ó òàêèõ
òðüîõ âèïàäêàõ:

à) n− 1 = 0 ; á) x0 = 0 ; â) z0 = 0 . (63)
Äëÿ âèïàäêó n−1 = 0 ìà¹ìî, ùî m = 0 ,

òîäi áóäåìî ìàòè A = B = C , òîáòî òiëî
ïðèéìà¹ ôîðìó ñôåðè. Âèïàäîê x0 = 0 çâî-
äèòüñÿ äî âèïàäêó Ëàãðàíæà. Ïðè âèêîíàí-
íi òðåòüîãî âèïàäêó ðiâíÿííÿ (61) ïðèéìå
âèãëÿä:

s2 + s− 2(n− 1) = 0. (64)
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Iç ðiâíÿííÿ (64) çíàéäåìî:

n = 1 + s(s + 1)/2. (65)

ßêùî ïàðàìåòð s áóäå öiëèì, òî s(s+1)
áóäå ïàðíèì âèðàçîì, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
n öiëå.

Äëÿ âèïàäêó â) ( z0 = 0 ) ñèñòåìè äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (28) i (29) çàïèøóòüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì:

dp/dt−mqr = 0,

dq/dt + mpr = −x0γ3, (66)

dr/dt = nx0γ2,

dγ1/dt = rγ2 − γ3q, dγ2/dt = pγ3 − γ1r,

dγ3/dt = qγ1 − γ2p. (67)

Ó ñèñòåìàõ ðiâíÿíü (66), (67) ââîäèìî ìà-
ëèé ïàðàìåòð α , çãiäíî ôîðìóë:

p = αp1, q = αq1, γ3 = αγ
(1)
3 . (68)

Â äàíîìó âèïàäêó îòðèìà¹ìî òàêi äâi
ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

dp1/dt−mq1r = 0,

dq1/dt + mp1r = −x0γ
(1)
3 , (69)

dr/dt = nx0γ2,

dγ1/dt = rγ2 − α2γ
(1)
3 q1,

dγ2/dt = α2p1γ
(1)
3 − γ1r, (70)

dγ
(1)
3 /dt = q1γ1 − γ2p1.

Ñèñòåìè ðiâíÿíü (69) i (70) çàïèøåìî ó
âèãëÿäi òàêèõ äâîõ ñèñòåì:

dr/dt = nx0γ2,

dγ1/dt = rγ2 − α2γ
(1)
3 q1, (71)

dγ2/dt = α2p1γ
(1)
3 − γ1r,

dp1/dt−mq1r = 0,

dq1/dt + mp1r = −x0γ
(1)
3 , (72)

dγ
(1)
3 /dt = q1γ1 − γ2p1.

Ó ñèñòåìi (71) ïîêëàäåìî α = 0 . Òîäi
ñïðîùåíà äî (71) ñèñòåìà ïðèéìå âèãëÿä

dr/dt = nx0γ2,

dγ1/dt = rγ2, (73)

dγ2/dt = −γ1r.

Ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (72)
ìà¹ òàêèé ÷àñòèííèé ðîçâ'ÿçîê

p1 = 0, q1 = 0, γ
(1)
3 = 0. (74)

Ðîçâ'ÿçîê ñïðîùåíî¨ ñèñòåìè (73) âiäøó-
êó¹ìî ó âèãëÿäi

r = R/t, γ1 = Γ1/t
2, γ2 = Γ2/t

2, (75)

äå R , Γ1 , Γ2 � ñòàëi âåëè÷èíè, ÿêi ïiäëÿãà-
þòü âèçíà÷åííþ.

Çíàéäåìî ïîõiäíi ïî çìiííié t âiä ôóí-
êöié r , γ1 , γ2 , ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî
ôîðìóë (75), òîáòî

dr/dt = −R/t2, dγ1/dt = −2Γ1/t
3,

dγ2/dt = −2Γ2/t
3. (76)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (75) i (76) ó ñèñòåìó ðiâ-
íÿíü (73) ïiñëÿ ïðîâåäåííÿ âiäïîâiäíèõ ïå-
ðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó ðiâ-
íÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ ñòàëèõ R , Γ1 , Γ2 :

−R = nx0Γ1,−2Γ1 = RΓ2,−2Γ1 = RΓ2.
(77)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó ðiâíÿíü (77) îòðè-
ìà¹ìî òàêi çíà÷åííÿ äëÿ ñòàëèõ R , Γ1 , Γ2 :

R = 2i, Γ1 = −2/(nx0), Γ2 = −2i/(nx0).
(78)

Âðàõîâóþ÷è (78), ðîçâ'ÿçêè (75) ïðè-
éìóòü âèãëÿä:

r = 2i/t, γ1 = −2/(t2nx0), γ2 = −2i/(t2nx0).
(79)

Òàêèì ÷èíîì, ïðè α = 0 ñèñòåìè ðiâíÿíü
(72) i (73) ìàþòü òàêèé ðîçâ'ÿçîê

p1 = 0, q1 = 0, r = 2i/t, γ
(1)
3 = 0,

γ1 = −2/(t2nx0), γ2 = −2i/(t2nx0). (80)

Ïåðåõîäèìî äî âèçíà÷åííÿ äðóãèõ ÷ëå-
íiâ ðîçêëàäó ïåðøèõ iíòåãðàëiâ ñèñòåì (71)
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i (72) â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðó
α2 . Äàíèé ðîçêëàä ìà¹ âèãëÿä [3]:

p1 = α2p2 + α4p3 + . . . ,

q1 = α2q2 + α4q3 + . . . ,

r = 2i/t + α2r2 + α4r3 + . . . , (81)

γ1 = −2/(t2nx0) + α2γ
(2)
1 + α4γ

(3)
1 + . . . ,

γ2 = −2i/(t2nx0) + α2γ
(2)
2 + α4γ

(3)
2 + . . . ,

γ
(1)
3 = α2γ

(2)
3 + α4γ

(3)
3 + . . . .

Ïiäñòàâëÿþ÷è (81) ó ñèñòåìè (71), (72)
i ïðèðiâíþþ÷è çëiâà òà ñïðàâà êîåôiöi¹íòè
ïðè α2 , îòðèìà¹ìî òàêi ñèñòåìè äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü:

dp2/dt−mq2(2i/t) = 0,

dq2/dt + mp2(2i/t) = −x0γ
(2)
3 , (82)

dγ
(2)
3 /dt = −(2/(t2nx0))q2 − (2i/(t2nx0))p2.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà îòðèìàòè ñèñòåìó ðiâ-
íÿíü ïî âiäíîøåííþ äî øóêàíèõ ôóíêöié
r2 , γ

(2)
1 , γ

(2)
2 .

Ó ñèñòåìi ðiâíÿíü (82) âèêîíà¹ìî íàñòó-
ïíó çàìiíó çìiííèõ

γ
(2)
3 = G/t, (83)

äå G � íîâà çìiííà.
Ç âðàõóâàííÿì (83) i ïîõiäíîþ âiä γ

(2)
3 ïî

çìiííié t ñèñòåìà ðiâíÿíü (82) ïðèéìå âè-
ãëÿä:

dp2/dt−mq2(2i/t) = 0,

dq2/dt + mp1(2i/t) + (x0G)/t = 0, (84)

dG/dt+(2/(tnx0))q2−(2i/(tnx0))p2−(G/t) = 0.

×àñòèííi iíòåãðàëè ñèñòåìè ðiâíÿíü (84)
âiäøóêó¹ìî ó âèãëÿäi

p2 = Pts, q2 = Qts, G = Hts, (85)

äå P , Q , H � ñòàëi.
Ïiäñòàâëÿþ÷è (85) òà ïîõiäíi âiä p2 , q2 ,

G ïî çìiííié t ó ñèñòåìó ðiâíÿíü (84) îò-
ðèìà¹ìî îäíîðiäíó àëãåáðà¨÷íó ñèñòåìó ïî
âiäíîøåííþ äî âåëè÷èí P , Q , H . Äëÿ òîãî
ùîá äàíà ñèñòåìà ìàëà ðîçâ'ÿçîê âiäìiííèé

âiä òðèâiàëüíîãî (P = 0 , Q = 0 , H = 0 )
áóäåìî âèìàãàòè ùîá âèçíà÷íèê ñêëàäåíèé
iç êîåôiöi¹íòiâ ïðè P , Q , H áóâ ðiâíèì
íóëþ. Òàêèì ÷èíîì îòðèìà¹ìî õàðàêòåðè-
ñòè÷íå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó:

∣∣∣∣∣∣

s −2im z0

2im s x0

−(2i/nx0) (2/nx0) s− 1

∣∣∣∣∣∣
= 0, (86)

àáî

(s− 2)(s2 + s− (2m− 1)2m) = 0. (87)

Êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ
(87) ¹:

s1 = 2, s2 = −2m, s3 = 2m− 1. (88)

Âðàõîâóþ÷è s2 , s3 i ñïiââiäíîøåííÿ
1/n = 1−m ìîæíà çíàéòè ìåæi çìiíè âåëè-
÷èíè s i ÿêi çíà÷åííÿ äàíà âåëè÷èíà ìîæå
ïðèéìàòè. Iç ñïiââiäíîøåííÿ 1/n = 1 − m
áóäåìî ìàòè:

à) 1/n = 1 + s/2 ; á) 1/n = (1− s)/2 . (89)
Îñêiëüêè n > 0 , ùî âèïëèâà¹ iç äðóãîãî

ñïiââiäíîøåííÿ (27), äëÿ s îòðèìà¹ìî òàêi
îáìåæåííÿ 10 ) −1 < s < 1 , 20 ) −2 < s ≤
0 . Îñêiëüêè s ìîæå ïðèéìàòè òiëüêè öiëi
çíà÷åííÿ, òî âîíî ìîæå ïðèéìàòè òiëüêè äâà
çíà÷åííÿ: s = 0 , s = −1 . Âðàõîâóþ÷è çíà-
÷åííÿ s îòðèìà¹ìî òàêi ÷àñòêîâi iíòåãðàëè:

p2 = P, q2 = Q, γ
(2)
3 = H/t, (90)

p2 = Pt−1, q2 = Qt−1, γ
(2)
3 = Ht−2. (91)

Ñòàëi P , Q , H âèçíà÷àþòüñÿ iç òàêî¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü

sP − 2imQ = 0,

2imP + sQ + nx0 = 0, (92)

−(2i/nx0)P + (2/nx0)Q + (s− 1)H = 0.

Ó ñèñòåìó (92) íåîáõiäíî ïî ÷åðçi ïiä-
ñòàâëÿòè òi çíà÷åííÿ s , ÿêi âèçíà÷åíi çãiäíî
îáìåæåíü.

Òàêèì ÷èíîì äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü ðóõó
òâåðäîãî òiëà ïî âiäíîøåííþ äî íåãîëîâíèõ
îñåé iíåðöi¨ ïðîâåäåíî ç âðàõóâàííÿì íàêëà-
äåíèõ óìîâ ó âèãëÿäi (19), (24), ïîçíà÷åíü
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(27), à òàêîæ ïðè F = E = 0 , A = B i
y0 = 0 . Ïðè âèêîíàííi äàíèõ óìîâ ðåçóëüòà-
òè äîñëiäæåíü ñïiâïàäàþòü ç ðåçóëüòàòàìè
ðîáîòè [3].
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