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ÂÈÌIÐÎÌ ÃÀÓÑÄÎÐÔÀ

Îïèñàíî òîïîëîãiþ ñèñòåì {HD>γ(X)}γ∈Γ i {HDc
>γ(X)}γ∈Γ , äå HD>γ(X) i HDc

>γ(X)
- ãiïåðïðîñòîðè êîìïàêòiâ i ïiäêîíòèíóóìiâ âiäïîâiäíî, ðiìàíîâîãî çâ'ÿçíîãî n -âèìiðíîãî
êîìïàêòíîãî ìíîãîâèäó, âèìið Ãàóñäîðôà ÿêèõ > γ ; Γ - äåÿêà çëi÷åííà âïîðÿäêîâàíà ïiä-
ìíîæèíà â [0, n) , n ∈ N .

We describe the topology of systems {HD>γ(X)}γ∈Γ and {HDc
>γ(X)}γ∈Γ where HD>γ(X)

and HDc
>γ(X) are hyperspaces of compacta and subcontinua respectively of the Riemannian

connected n -dimensional compact manifold, the Hausdor� dimension of which is > γ ; Γ is some
countable ordered subset in [0, n) , n ∈ N .

1. Âñòóï
Ðiçíèìè àâòîðàìè (äèâ. [6], [7], [10]) ðîç-

ãëÿäàëèñÿ ãiïåðïðîñòîðè êîìïàêòiâ òà ïiä-
êîíòèíóóìiâ çàäàíîãî âèìiðó Ëåáåãà. Ó [7],
íàïðèêëàä, îïèñàíî òîïîëîãiþ ñèñòåìè ãi-
ïåðïðîñòîðiâ êîìïàêòiâ i ïiäêîíòèíóóìiâ çà-
äàíîãî âèìiðó Ëåáåãà ó ãiëüáåðòîâîìó êóái.
Ó [10] öåé ðåçóëüòàò ïîøèðåíî íà âèïàäîê
ãiïåðïðîñòîðó çëi÷åííîãî íåñêií÷åííîãî äî-
áóòêó íåâèðîäæåíèõ êîíòèíóóìiâ Ïåàíî, à
â [6] íà âèïàäîê ãiïåðïðîñòîðó êîíòèíóóìà
Ïåàíî, êîæíà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà ÿêîãî
ìiñòèòü ìíîæèíè äîâiëüíîãî âèìiðó Ëåáåãà.

Ó [11], [1] îäåðæàíî âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè
äëÿ ãiïåðïðîñòîðiâ êîìïàêòiâ i ïiäêîíòèíóó-
ìiâ çàäàíîãî âèìiðó Ãàóñäîðôà ó ñêií÷åííî-
âèìiðíîìó êóái. Íàøîþ ìåòîþ ¹ ïîøèðèòè
îñòàííi ðåçóëüòàòè íà âèïàäîê ãiïåðïðîñòî-
ðó ðiìàíîâîãî çâ'ÿçíîãî ìíîãîâèäó.

Ñòàòòþ îðãàíiçîâàíî íàñòóïíèì ÷èíîì. Ó
ðîçäiëi 2 íàâåäåíî íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ i ôà-
êòè ç çàãàëüíî¨ òîïîëîãi¨ òà òåîði¨ ïîãëèíà-
þ÷èõ ñèñòåì. Ðîçäië 3 ïðèñâÿ÷åíî ïîáóäî-
âi ìîäåëüíî¨ ïîãëèíàþ÷î¨ ñèñòåìè ó ãiëüáåð-
òîâîìó êóái. Ó 4-ìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ
ñèñòåìè ãiïåðïðîñòîðiâ êîìïàêòiâ òà êîíòè-
íóóìiâ âiäïîâiäíî, çàäàíîãî âèìiðó Ãàóñäîð-
ôà ó n -âèìiðíîìó çâ'ÿçíîìó êîìïàêòíîìó
ðiìàíîâîìó ìíîãîâèäi ó âèïàäêó, êîëè çíà-
÷åííÿ âèìiðó Ãàóñäîðôà ïðîáiãà¹ çëi÷åííó
ïiäìíîæèíó â [0, n) , ùî íàëåæèòü îçíà÷åíî-

ìó ó äðóãîìó ðîçäiëi êëàñó çëi÷åííèõ ìíî-
æèí C . Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ñòàòòi, ÿêèé ïî-
ëÿãà¹ ó îïèñi òîïîëîãi¨ òàêèõ ñèñòåì, âèñâi-
òëþ¹ òåîðåìà 2 ðîçäiëó 5.

2. Ïîçíà÷åííÿ i ïîïåðåäíi âiäîìîñòi
Òèïîâó ìåòðèêó ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç d . ×å-

ðåç diam(A) ïîçíà÷à¹ìî äiàìåòð ïiäìíîæè-
íè A ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði. Äëÿ äîâiëüíî-
ãî ïîêðèòòÿ U ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó îçíà-
÷èìî mesh(U) ÿê sup{diam(U) | U ∈ U} .
Äëÿ x ∈ X i ε > 0 ìíîæèíà Oε(x) = {y ∈
X | d(x, y) < ε} ¹ âiäêðèòîþ ε -êóëåþ ç öåí-
òðîì â x . ßêùî íå çàçíà÷åíî iíøå, òî âñi
ïðîñòîðè, ÿêi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ¹ ñåïàðàáåëü-
íèìè, ìåòðèçîâíèìè, à âñi âiäîáðàæåííÿ -
íåïåðåðâíèìè.

ßê çâè÷àéíî, ÷åðåç I ïîçíà÷à¹ìî iíòåð-
âàë [0, 1] , Ik - k -âèìiðíèé êóá. Äàëi N , Q ,
R - ïðîñòîðè âñiõ íàòóðàëüíèõ, ðàöiîíàëü-
íèõ i äiéñíèõ ÷èñåë âiäïîâiäíî. ×åðåç ℵ0 ïî-
çíà÷à¹ìî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè N .

Êîíóñ con(K) íàä êîìïàêòîì K - öå
ôàêòîð-ïðîñòið, îòðèìàíèé çà äîïîìîãîþ
îòîòîæíåííÿ ïiäìíîæèíè K × {0} ìíîæè-
íè K × I i îäíîòî÷êîâî¨ ìíîæèíè. Ïîçíà-
÷à¹ìî [x, t] îáðàç ó êîíóñi con(K) òî÷êè
(x, t) ìíîæèíè K× I i ω � âåðøèíó êîíóñà
con(K) .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C êëàñ âñiõ çëi÷åííèõ
ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèõ ìíîæèí Γ , ùî çàäî-
âîëüíÿþòü îäíó ç íàñòóïíèõ óìîâ:
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1) Γ � öiëêîì âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà;
2) ïîõiäíà ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó ìíîæèíè

Γ � ïîðîæíÿ ìíîæèíà;
3) Γ � ïîðÿäêîâî içîìîðôíà ìíîæèíi ðà-

öiîíàëüíèõ ÷èñåë Q .
×åðåç Q ïîçíà÷à¹ìî ãiëüáåðòiâ êóá, Q =

∞∏
i=1

[−1, 1]i . Êëàñ àáñîëþòíèõ îêîëîâèõ ðå-
òðàêòiâ ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç ANR . Çàìêíåíà
ïiäìíîæèíà A ïðîñòîðó X ∈ ANR íàçè-
âà¹òüñÿ Z -ìíîæèíîþ â X ÿêùî äëÿ êîæ-
íîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ ε : X →
(0,∞) iñíó¹ âiäîáðàæåííÿ f : X → X\A
ÿêå ¹ ε -áëèçüêèì äî òîòîæíüîãî â ñåíñi,
ùî d(x, f(x)) < ε(x) , äëÿ êîæíîãî x ∈
X . Âêëàäåííÿ g : Y → X íàçèâà¹òüñÿ Z -
âêëàäåííÿì ÿêùî éîãî îáðàç g(Y ) ¹ Z -
ìíîæèíîþ â X . ×åðåç s ïîçíà÷à¹ìî ïñåâ-
äîâíóòðiøíiñòü ãiëüáåðòîâîãî êóáà Q , s =
∞∏
i=1

(−1, 1)i , à ÷åðåç B(Q) - éîãî ïñåâäîìåæó,
B(Q) = Q\s .

2.1. Ãiïåðïðîñòîðè. Íåõàé X - ìåòðè-
÷íèé ïðîñòið. Ãiïåðïðîñòîðîì ïðîñòîðó X
¹ ïðîñòið exp X , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ íåïî-
ðîæíiõ êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X
i ÿêèé ìè ðîçãëÿäà¹ìî ç òîïîëîãi¹þ Â'¹òîði-
ñà. Áàçà öi¹¨ òîïîëîãi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç ìíîæèí

〈V1, ..., Vn〉 =




A ∈ exp X | A ⊂
n⋃

i=1

Vi, A ∩ Vi 6= ∅
äëÿ êîæíîãî i



 ,

äå ìíîæèíè V1, ..., Vn ïðîáiãàþòü òîïîëî-
ãiþ ïðîñòîðó X . Òîïîëîãiÿ Â'¹òîðiñà ïîðîä-
æó¹òüñÿ ìåòðèêîþ Ãàóñäîðôà dH ,

dH(A,B) = inf {ε > 0 | A ⊂ Oε(B), B ⊂ Oε(A)} .

×åðåç expc(X) ïîçíà÷èìî ïiäïðîñòið
ïðîñòîðó exp(X) , ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
ïiäêîíòèíóóìiâ ïðîñòîðó X . Äëÿ n ∈ N ,
ïîçíà÷èìî ÷åðåç expn(X) ïiäïðîñòið ïðî-
ñòîðó exp(X) , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ìíî-
æèí ïîòóæíîñòi ≤ n . Íåõàé expω(X) =
∪{expn(X) | n ∈ N} .

Íåõàé X � êîíòèíóóì Ïåàíî. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç A(X) ïiäïðîñòið ïðîñòîðó expc(X) ,
åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ ïiäêîíòèíóóìè ïðîñòî-
ðó X , êîòði ¹ ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì äóã
(ìîæëèâî âèðîäæåíèõ). Çàóâàæèìî, ùî ïiä-
êîíòèíóóì êîíòèíóóìó Y ∈ A(X) íå çàâ-
æäè íàëåæèòü A(X) .

2.2. Âèìið Ãàóñäîðôà. Íåõàé X - ïîâ-
íèé ñåïàðàáåëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, F -
êîìïàêòíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà â X i s -
äîâiëüíå íåâiä'¹ìíå äiéñíå ÷èñëî. Äëÿ ε > 0
îçíà÷èìî

Hs
ε(F ) = inf

B

∑
B∈B

(diamB)s,

äå iíôiíóì áåðåòüñÿ ïî âñiõ ïîêðèòòÿõ B
ìíîæèíè F , äëÿ ÿêèõ mesh(B) < ε .

Íåõàé Hs(F ) = lim
ε→0

Hs
ε(F ) . Iñíó¹ ¹äèíå

äiéñíå ÷èñëî s0 , âèìið Ãàóñäîðôà ìíîæèíè
F , òàêå, ùî Hs(F ) = ∞ äëÿ 0 ≤ s < s0

i Hs(F ) = 0 äëÿ s0 < s < ∞ . Ïîçíà÷à¹-
ìî öåé ôàêò ÿê dimH(F ) = s0 . Äåòàëüíiøå
äèâèòèñü, íàïðèêëàä [9], [8].
Òâåðäæåííÿ 1 (äèâ. [11]).. Íåõàé X -
ïîâíèé ñåïàðàáåëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið.
Äëÿ êîæíîãî α ≥ 0 ìíîæèíà HD≤α(X) =
{A ∈ exp(X) | dimH(A) ≤ α} ¹ Gδ -
ïiäìíîæèíîþ â exp(X) .

Íåõàé X - ïîâíèé ñåïàðàáåëüíèé ìå-
òðè÷íèé ïðîñòið. Ïîçíà÷èìî äëÿ äîâiëüíî-
ãî α ∈ R+ ÷åðåç HD>α(X) (âiäïîâiäíî,
HDc

>α(X) )- ìíîæèíó âñiõ íåïîðîæíiõ êîì-
ïàêòiâ (êîíòèíóóìiâ) â X , âèìið Ãàóñäîðôà
ÿêèõ > α . Òîáòî HD>α(X) = {A ∈ exp(X) |
dimH(A) > α} (âiäïîâiäíî HDc

>α(X) =
{A ∈ expc(X) | dimH(A) > α} ).

2.3. Ïîãëèíàþ÷i ñèñòåìè. Íàãàäà¹ìî
êîðîòêî äåÿêi îçíà÷åííÿ ç òåîði¨ ïîãëèíàþ-
÷èõ ñèñòåì; äåòàëüíiøå äèâèòèñÿ òàêîæ [12],
[10], [3], [4].

Íåõàé Γ - âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà i Mγ

- êëàñ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ äëÿ γ ∈ Γ . Ïîç-
íà÷èìî MΓ = {Mγ}γ∈Γ . MΓ -ñèñòåìîþ ó
ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ íàáið ïiäìíîæèí
{Aγ}γ∈Γ ïðîñòîðó X , ùî çáåðiãà¹ ïîðÿäîê
iíäåêñiâ i òàêèé, ùî Aγ ∈ Mγ äëÿ êîæíîãî
γ .
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MΓ -ñèñòåìà X = {Xγ}γ∈Γ â X ∈ ANR
íàçèâà¹òüñÿ ñèëüíî MΓ -óíiâåðñàëüíîþ â X
ÿêùî äëÿ êîæíî¨ MΓ -ñèñòåìè {Aγ}γ∈Γ â
Q , êîæíå âiäîáðàæåííÿ f : Q → X , ùî çâó-
æó¹òüñÿ äî Z -âêëàäåííÿ íà äåÿêié êîìïà-
êòíié ïiäìíîæèíi K â Q ìîæíà íàáëè-
çèòè Z -âêëàäåííÿì g : Q → X òàê, ùî
g | K = f | K i äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γ âè-
êîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü g−1(Xγ)\K = Aγ\K .

MΓ -ñèñòåìà X íàçèâà¹òüñÿ MΓ -
ïîãëèíàþ÷îþ â X ÿêùî ìíîæèíà⋃

γ∈ΓXγ ìiñòèòüñÿ â σ -êîìïàêòíié σ -
Z -ìíîæèíi ïðîñòîðó X i X ¹ ñèëüíî
MΓ -óíiâåðñàëüíîþ â X .

×åðåç Fσ ïîçíà÷à¹ìî êëàñ σ -
êîìïàêòíèõ ïðîñòîðiâ.

Òâåðäæåííÿ 2 ([12], c.347). Ïñåâäîìå-
æà B(Q) ãiëüáåðòîâîãî êóáà Q ¹ Fσ -
ïîãëèíàþ÷îþ ìíîæèíîþ â Q .

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ñïåöiàëüíèé âèïàäîê,
êîëè ñèñòåìà X ¹ ñïàäíîþ (òîáòî ìíîæèíà
Γ âïîðÿäêîâàíà âiäíîøåííÿì ≥ ), i âñi êëà-
ñè Mγ ñïiâïàäàþòü ç êëàñîì Fσ . Ó öié ñè-
òóàöi¨ âæèâà¹ìî òåðìií Fσ -ïîãëèíàþ÷à ñèñ-
òåìà.

3. Äåÿêi çëi÷åííi Fσ -ïîãëèíàþ÷i
ñèñòåìè â Qℵ0

Íåõàé Γ � äîâiëüíà çëi÷åííà âïîðÿäêî-
âàíà ìíîæèíà. Îçíà÷èìî äâi ïîñëiäîâíîñòi
ïiäìíîæèí â QΓ íàñòóïíèì ÷èíîì:

äëÿ äîâiëüíîãî γ ∈ Γ íåõàé

Yγ =
∏

γ′<γ

Qγ′ ×
∏

γ′≥γ

sγ′

i

Xγ = QΓ\Yγ =
⋃

γ′≥γ

( ∏

γ′′ 6=γ′
Qγ′′ ×B(Q)γ′

)
.

Ïîñëiäîâíiñòü {Yγ}γ∈Γ ¹ çðîñòàþ÷îþ Gδ -
ïîñëiäîâíiñòþ â QΓ i âiäïîâiäíî {Xγ}γ∈Γ

- ñïàäíîþ Fσ -ïîñëiäîâíiñòþ â QΓ . Ïîçíà-
÷èìî XΓ =

⋂
γ∈Γ

Xγ . Î÷åâèäíî, XΓ = {x ∈
QΓ | íåñêií÷åííà êiëüêiñòü xi íàëåæèòü äî
B(Q)} .

Òâåðäæåííÿ 3. Ïîñëiäîâíiñòü {Xγ}γ∈Γ ¹
ñèëüíî Fσ -óíiâåðñàëüíîþ â QΓ .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé δ : Γ → N � ái¹êöiÿ.
Äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γ , íåõàé ργ - ìåòðè-
êà, ùî ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ íà Q , îáìåæå-
íà ÷èñëîì 2−δ(γ) . Îçíà÷èìî äëÿ äîâiëüíèõ
x, y ∈ QΓ

d(x, y) = sup{ργ(xγ, yγ)|γ ∈ Γ}.
Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî îçíà÷åíà òàêèì ÷èíîì
ôóíêöiÿ d : QΓ × QΓ → [0,∞) ¹ ìåòðè-
êîþ. Çàóâàæèìî, ùî d - íåïåðåðâíà, îñêiëü-
êè ìè ðîçãëÿäà¹ìî QΓ ç òîïîëîãi¹þ äîáóòêó
i ôóíêöi¨ ργ ¹ íåïåðåðâíèìè íà Qγ×Qγ . Òî-
ìó ìåòðèêà d ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ ïðîñòîðó
QΓ (äèâ., íàïð., [12], c.478).

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f : Q → QΓ ,
ùî ¹ Z -âêëàäåííÿì íà äåÿêîìó êîìïàêòi
K ⊆ Q i ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü {Aγ}γ∈Γ σ -
êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí â Q . Ìîæåìî ïðè-
ïóñòèòè, ùî f ¹ Z -âêëàäåííÿì (äèâ. [12],
c.328). Çàïèøåìî Q\K ÿê îá'¹äíàííÿ ïî-
ñëiäîâíîñòi {Fi}∞i=1 êîìïàêòiâ, äå Fi ⊆
int(Fi+1) äëÿ êîæíîãî i i F0 = ∅ . Íåõàé
ε > 0 i εi = min{ ε

2i ,
1
2
d(f [K], f [Fi])} äëÿ

êîæíîãî i . Äëÿ äîâiëüíîãî γ ∈ Γ ðîçãëÿ-
íåìî âiäïîâiäíó êîìïîíåíòó fγ : Q → Q
âiäîáðàæåííÿ f . Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü
αi : Q → Q , i = 0, 1, 2, . . . íåïåðåðâíèõ âiä-
îáðàæåíü òàêó, ùî äëÿ êîæíîãî i

(1) ρ̂γ(αi, αi−1) < εi, αi | Fi−1 = αi−1 | Fi−1;

(2) αi | Q\Fi+1 = fγ | Q\Fi+1 i αi | Fi ¹
Z -âêëàäåííÿì;

(3) α−1
i [B(Q)] = Aγ ∩ Fi .

Íåõàé α0 = fγ . Ïðèïóñòèìî, ùî αi ïîáó-
äîâàíå. Îñêiëüêè B(Q) ¹ Fσ -ïîãëèíàþ÷îþ
ìíîæèíîþ â Q (äèâ. òâåðäæåííÿ 2), iñíó¹
Z -âêëàäåííÿ β : Fi+1 → Q , áëèçüêå äî αi |
Fi+1 òàêå, ùî β | Fi = αi | Fi i β−1[B(Q)] =
Aγ ∩ Fi+1 . Îñêiëüêè Q ∈ AR , ìîæåìî ïðî-
äîâæèòè β äî âiäîáðàæåííÿ αi+1 : Q → Q

òàêîãî, ùî αi+1 | Q\Fi+2 = fγ | Q\Fi+2 i
αi+1 ¹ äîñòàòíüî áëèçüêèì äî αi .

Ïîñëiäîâíiñòü âiäîáðàæåíü {αi}i∈N , î÷å-
âèäíî, ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ, à îòæå çáiæíîþ
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(îñêiëüêè Q - êîìïàêò), òîìó âiäîáðàæåííÿ

gγ = lim
i→∞

αi

¹ íåïåðåðâíèì. Ïîáóäîâàíå òàêèì ÷èíîì âi-
äîáðàæåííÿ gγ çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi âëà-
ñòèâîñòi:

(4) ρ̂γ(gγ, fγ) < ε ;

(5) ÿêùî x ∈ Fi+1\Fi òî ργ(gγ(x), fγ(x)) <
d(f [K], f [Fi+1]) ;

(6) gγ | K = fγ | K , gγ | Fi ¹ Z -
âêëàäåííÿì äëÿ êîæíîãî i ;

(7) g−1
γ [B(Q)]\K = Aγ\K .

Îçíà÷èìî g = (gγ)γ∈Γ : Q → QΓ . Çàóâàæè-
ìî, ùî g - ií'¹êòèâíå, à îòæå ¹ âêëàäåííÿì.
Ìíîæèíà g[Q] ìiñòèòüñÿ â σZ -ìíîæèíi

f [K] ∪
∞⋃
i=0

(∏

γ 6=γ′
Qγ × gγ′ [Fi]

)

i òîìó ¹ Z -ìíîæèíîþ. Âiäîáðàæåííÿ f i g
ε -áëèçüêi i f | K = g | K .

Íåõàé x ∈ Q\K . ßêùî x ∈ Aγ äëÿ äå-
ÿêîãî γ , òî, çà ïîáóäîâîþ, gγ′(x) ∈ B(Q)
äëÿ γ′ ≤ γ , òîáòî (g(x))γ ∈ B(Q) , à çâiä-
ñè âèïëèâà¹, ùî g(x) ∈ Xγ . Ç iíøîãî áî-
êó, ÿêùî g(x) ∈ Xγ äëÿ äåÿêîãî γ ∈ Γ ,
òî gγ′ ∈ B(Q) äëÿ äåÿêîãî γ′ ≥ γ , à òîìó
x ∈ Aγ′ ⊆ Aγ .¤

Ðîçãëÿíåìî ïñåâäîìåæó B(Q) ãiëüáåðòî-
âîãî êóáà Q . Âîíà ¹ Fσ -ïîãëèíàþ÷îþ ìíî-
æèíîþ â Q çà òâåðäæåííÿì 2. Îñêiëüêè
òîïîëîãi÷íèé êëàñ ïðîñòîðiâ Fσ çàìêíåíèé
âiäíîñíî ñêií÷åííèõ ïåðåòèíiâ, òî, âèêîðè-
ñòàâøè òâåðäæåííÿ 3, îòðèìó¹ìî

Íàñëiäîê 1. Ïîñëiäîâíiñòü {Xγ}γ∈Γ ¹
Fσ - ïîãëèíàþ÷îþ â QΓ . Êðiì òîãî, XΓ ¹
Fσδ -ïîãëèíàþ÷îþ ìíîæèíîþ â QΓ .

4. Ïîãëèíàþ÷i ñèñòåìè ðiìàíîâîãî
çâ'ÿçíîãî ìíîãîâèäó, ïîâ'ÿçàíi ç âèìi-
ðîì Ãàóñäîðôà

Íåõàé Γ äîâiëüíà çëi÷åííà ìíîæèíà êëà-
ñó C . Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìè ãiïåðïðîñòîðiâ

êîìïàêòiâ i êîíòèíóóìiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç âèìi-
ðîì Ãàóñäîðôà

{HD>γ(X)}γ∈Γ, {HDc
>γ(X)}γ∈Γ

â ãiïåðïðîñòîði (êîìïàêòiâ i êîíòèíóóìiâ
âiäïîâiäíî) ïðîñòîðó X .

Ìåòîþ öüîãî ðîçäiëó ¹ äîâåäåííÿ íàñòóï-
íî¨ òåîðåìè

Òåîðåìà 1. Íåõàé n ∈ N , X � n -
âèìiðíèé êîìïàêòíèé çâ'ÿçíèé ðiìàíîâèé
ìíîãîâèä i Γ � äîâiëüíà çëi÷åííà âïîðÿäêî-
âàíà ìíîæèíà ç êëàñó C .
(1) Äëÿ Γ ⊂ [0, n) , ñèñòåìà

{HD>γ(X)}γ∈Γ ¹ Fσ -ïîãëèíàþ÷îþ
â exp(X) ;

(2) Äëÿ n ≥ 2 i Γ ⊂ [1, n) , ñèñòå-
ìà {HDc

>γ(X)}γ∈Γ ¹ Fσ -ïîãëèíàþ÷îþ
â expc(X) .

Âèêîðèñòîâóþ÷è îñíîâíi ôàêòè ç òåîði¨
ïîãëèíàþ÷èõ ñèñòåì, äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåî-
ðåìè íàì ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè íàñòóïíi óìî-
âè:
(I) ìíîæèíà HD>γ(X) ¹ Fσ -ìíîæèíîþ

â ïðîñòîði exp(X) äëÿ êîæíîãî γ ∈
[0, n) i, âiäïîâiäíî, ìíîæèíà HDc

>γ(X)
¹ Fσ -ìíîæèíîþ â ïðîñòîði expc(X)
äëÿ êîæíîãî γ ∈ [1, n) ;

(II) ìíîæèíà
⋃

γ∈Γ

HD>γ(X) ìiñòèòüñÿ â äå-

ÿêié σ -êîìïàêòíié σZ -ìíîæèíi ïðî-
ñòîðó exp(X) i, âiäïîâiäíî, ìíîæè-
íà

⋃
γ∈Γ

HDc
>γ(X) ìiñòèòüñÿ ó äåÿêié

σ -êîìïàêòíié σZ -ìíîæèíi ïðîñòîðó
expc(X) ;

(III) ñèñòåìè {HD>γ(X)}γ∈Γ òà
{HDc

>γ(X)}γ∈Γ ¹ ñèëüíî Fσ -
óíiâåðñàëüíèìè â ïðîñòîðàõ exp(X) òà
expc(X) âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Ïåðåâiðèìî âèêî-
íàííÿ óìîâ (I)-(III).

Óìîâà (I), äëÿ ìíîæèíè HD>γ(X)
âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1. Îñêiëüêè
HDc

>γ(X) = expc(X) ∩ HD>γ(X) , òî
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ìíîæèíà HDc
>γ(X) ¹ Fσ -ìíîæèíîþ â

ïðîñòîði expc(X) .
Óìîâà (II). Äîñèòü ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

ìíîæèíè HD>0(X) òà HDc
>1(X) ¹ σZ -

ìíîæèíàìè â ïðîñòîðàõ exp(X) òà expc(X)
âiäïîâiäíî. Ç óìîâè (I) âèïëèâà¹, ùî
ìíîæèíè HD>0(X) òà HDc

>1(X) ¹ Fσ -
ìíîæèíàìè â ïðîñòîðàõ exp(X) òà expc(X)
âiäïîâiäíî. Íà ïiäñòàâi âëàñòèâîñòåé âè-
ìiðó Ãàóñäîðôà (äèâ. [9], [8]) îòðèìó¹ìî
âêëþ÷åííÿ HD>0(X) ⊆ exp(X)\ expω(X)
òà HDc

>1(X) ⊆ expc(X)\A(X) . Ìíîæèíà
exp(X)\ expω(X) ãîìîòîïiéíî íåõòóâàíà â
exp(X) (äèâ. [3]), à ìíîæèíà expc(X)\A(X)
ãîìîòîïiéíî íåõòóâàíà â expc(X) (äèâ. [6])
òîìó, ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî ìíîæèíè
HD>0(X) i HDc

>1(X) ¹ σZ -ìíîæèíàìè â
ïðîñòîðàõ exp(X) òà expc(X) âiäïîâiäíî.

Äëÿ äîâåäåííÿ óìîâè (III) íàì áóäóòü ïî-
òðiáíi äåÿêi òåõíi÷íi ðåçóëüòàòè, ÿêi ìè ðîç-
ãëÿäà¹ìî äàëi.

4.1. Äîïîìiæíi ïîáóäîâè.

Ëåìà 1. ßêùî n ∈ N , Γ ⊂ [0, n) � çëi÷åí-
íà öiëêîì âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, {Aγ}γ∈Γ

� ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü σ -êîìïàêòíèõ ïiä-
ìíîæèí â Q i V � δ -îêië íóëÿ â Rn äëÿ
äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî δ > 2

√
n , òî iñíó¹ íå-

ïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ξ : Q → exp(V ) äëÿ
ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

(1) ξ−1(HD>γ(V )) = Aγ äëÿ êîæíîãî γ ∈
Γ ;

(2) ÿêùî x, x′ äîâiëüíi äâi òî÷êè â Q i
F, F ′ äîâiëüíi ñêií÷åííi ïiäìíîæèíè ó
V òàêi, ùî ξ(x)∪ F = ξ(x′)∪ F ′ , òîäi
x = x′ ;

(3) äëÿ êîæíîãî x ∈ Q , ξ(x) � íåñêií÷åí-
íà ìíîæèíà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü
êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí {Bi}∞i=1 ó V ,
ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè y0 = (1, 1, ..., 1) ,

îçíà÷åíó íàñòóïíèì ÷èíîì:

B1 = 1
2
In;

B2 = 1
22 In + 1

2
y0;

· · ·
Bk = 1

2k In +
(

1
2

+ ... + 1
2k−1

)
y0,

· · ·
Ëåãêî áà÷èòè, ùî Bi � öå çìåíøåíi êîïi¨ êó-
áà In , ðîçòàøîâàíi ïî éîãî äiàãîíàëi.

Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ N ÷åðåç βi ïîç-
íà÷èìî ãîìåîìîðôiçì, ùî ¹ âiäîáðàæåííÿì
ïîäiáíîñòi, äëÿ ÿêîãî βi(In) = Bi . Çàçíà÷è-
ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ ïîäiáíîñòi íå çìiíþ¹
âèìiðó Ãàóñäîðôà ìíîæèíè.

Äëÿ êîæíîãî i ∈ N íåõàé αi äåÿêå âêëà-
äåííÿ âiäðiçêà [−1, 1] â Bi . Äëÿ êîæíîãî
x ∈ Q , x = (xi)

∞
i=1 íåõàé x̂ ∈ Q - òî÷êà,

îçíà÷åíà íàñòóïíèì ÷èíîì:

x̂ = ( x1︸︷︷︸, x1, x2︸ ︷︷ ︸, x1, x2, x3︸ ︷︷ ︸, x1, x2, x3, x4︸ ︷︷ ︸, . . .).

Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ µ : Q → exp(V ) çà
äîïîìîãîþ ôîðìóëè

µ(x) =
∞⋃
i=1

αi(x̂i) ∪ {y0}.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ Q , ìíî-
æèíà µ(x) ¹ êîìïàêòíîþ ïiäìíîæèíîþ ó
V . Ç iíøîãî áîêó, ìíîæèíà µ(x) ¹ çëi-
÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ ïðîñòîðó V , îòæå,
dimH(µ(x)) = 0 .

Íåõàé Γ ⊂ [0, n) äîâiëüíà çëi÷åííà öië-
êîì âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, i : Γ × N → N
� ái¹êöiÿ i ïîçíà÷èìî Nγ = {i(γ, j) | j ∈
N} äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γ . Òîäi i(γ, p) p -
èé åëåìåíò ìíîæèíè Nγ . Íåõàé {Aγ}γ∈Γ

ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü σ -êîìïàêòíèõ ïiäìíî-
æèí â Q . Äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γ çàïèøåìî
Aγ =

∞⋃
p=1

Ap
γ , äå Ap

γ êîìïàêòíi ïiäìíîæèíè
â Q .

Îñêiëüêè ìíîæèíà Γ öiëêîì âïîðÿäêîâà-
íà, ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî äëÿ êîæíîãî
γ ∈ Γ , iñíó¹ åëåìåíò γ′ ∈ Γ ∪ {n} ÿêèé áåç-
ïîñåðåäíüî ñëiäó¹ çà γ â Γ∪{n} . Äëÿ êîæ-
íîãî γ ∈ (0, n] iñíó¹ ìíîæèíà C ∈ exp(In) ⊂
exp(V ) òàêà, ùî dimH(C) = γ . Äëÿ γ ∈ Γ

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2009. Âèïóñê 485. Ìàòåìàòèêà. 45



òà p ∈ N , íåõàé ìíîæèíà Ci(γ,p) ∈ exp(In)
òàêà, ùî dimH(Ci(γ,p)) = γ′ , äå γ′ ñëiäó¹ çà
γ â Γ ∪ {n} .

Míîæèíà V � êîíòèíóóì Ïåàíî. Òîìó
exp(V )\ expω(V ) ãîìîòîïiéíî íåõòóâàíà ó
ïðîñòîði exp(V ) , òîáòî ìíîæèíà expω(V )
ãîìîòîïiéíî ùiëüíà ó ïðîñòîði exp(V ) . Îñ-
êiëüêè ïðàâèëüíîþ ¹ ðiâíiñü expω(V ) =
expω(V ) ∩ exp(V ) i ìíîæèíà exp(V ) âiä-
êðèòà ó ïðîñòîði exp(V ) , òî ìîæåìî ñòâåð-
äæóâàòè, ùî ìíîæèíà expω(V ) ãîìîòîïiéíî
ùiëüíà ó ïðîñòîði exp(V ) àáî, ùî òå ñàìå,
ìíîæèíà exp(V )\ expω(V ) ãîìîòîïiéíî íå-
õòóâàíà â exp(V ) (äåòàëüíiøå äèâ., íàïðè-
êëàä, [10], [3]). Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà-
÷åííÿ ãîìîòîïiéíî¨ íåõòóâàíîñòi, ìè ìîæå-
ìî ïîáóäóâàòè íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ηi :
I→ exp(V ) òàêå, ùî ηi(0) = Ci i ηi((0, 1]) ⊆
expω(V ) .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôîðìóëà

ϕ(x) = {y0} ∪
⋃
γ∈Γ

∞⋃
p=1

βi(γ,p)(ηi(γ,p)(d(x,Ap
γ)))

îçíà÷ó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ïðîñòîðó
Q â exp(V ) .

Òåïåð îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ ξ : Q →
exp(V ) íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

ξ(x) = ϕ(x) ∪ [µ(x) + y0].

ßêùî x ∈ Aγ , íåõàé p òàêèé íîìåð, ùî
Ap

γ ìiñòèòü x . Â òàêîìó âèïàäêó d(x,Ap
γ) =

0 , i ϕ(x) ⊃ Ci(γ,p) , äå dimH(Ci(γ,p)) = γ′ .
Îñêiëüêè ξ(x) ⊃ ϕ(x) , òî

dimH(ξ(x)) ≥ dimH(Ci(m,p)) = γ′

Îñêiëüêè, çà ïîáóäîâîþ, γ′ > γ , òî äëÿ x ∈
Aγ , ξ(x) ∈ HD>γ(V ) . ßêùî x 6∈ Aγ , òî x 6∈
Aγ1 äëÿ êîæíîãî γ1 ≥ γ , òîáòî d(x,Ap

γ1
) >

0 äëÿ γ1 ≥ γ i p ≥ 1 . Òàêèì ÷èíîì, ìíî-
æèíà ηi(γ1,p)(d(x,Ap

γ1
)) ¹ ñêií÷åííîþ, ÿêùî

γ1 ≥ γ ; îñêiëüêè dimH(ηi(γ1,p)(d(x,Ap
γ1

))) ≤
γ äëÿ îçíà÷åíèõ âèùå γ1 i p , ìíîæèíà
ϕ(x) ¹ îá'¹äíàííÿì çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ìíî-
æèí, âèìið Ãàóñäîðôà ÿêèõ íå ïåðåðâèùó¹
γ , òîìó dimH(ϕ(x)) ≤ γ (çà âëàñòèâiñòþ
âèìiðó Ãàóñäîðôà, äèâ. [8], [9]). Îñêiëüêè,

dimH(µ(x)) = 0 , òî, î÷åâèäíî, dimH(ξ(x)) ≤
γ . Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ x 6∈ Aγ , ξ(x) 6∈
HD>γ(V ) . Òàêèì ÷èíîì, ξ−1(HD>γ(V )) =
Aγ .

Òåïåð äîâåäåìî óìîâó (2). Çàóâàæèìî
ñïî÷àòêó, ùî âiäîáðàæåííÿ µ(x) ¹ ií'¹êòèâ-
íèì. Íåõàé, äëÿ äåÿêèõ ñêií÷åííèõ ïiäìíî-
æèí F, F ′ ïðîñòîðó V i äåÿêèõ åëåìåíòiâ
x, x′ â Q âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ξ(x) ∪ F =
ξ(x′) ∪ F ′ . Îñêiëüêè F i F ′ ñêií÷åííi ìíî-
æèíè, ìè ìîæåìî çíàéòè ε > 0 òàêå, ùî

Oε(2y0) ∩ (ξ(x) ∪ F ) = Oε(2y0) ∩ (µ(x) + y0)

i, âiäïîâiäíî,

Oε(2y0)∩ (ξ(x′)∪F ′) = Oε(2y0)∩ (µ(x′) + y0).

Îñêiëüêè êîîðäèíàòè òî÷êè x çóñòði÷àþ-
òüñÿ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ â êîîðäè-
íàòàõ òî÷êè x̂ , ùî òàêîæ ¹ ïðàâèëüíèì äëÿ
òî÷êè x′ , ëåãêî áà÷èòè, ùî x = x′ .

Âèêîíàííÿ óìîâè (3) î÷åâèäíå. ¤

Ëåìà 2. ßêùî n ≥ 2 , Γ ⊂ [1, n) � çëi÷åí-
íà öiëêîì âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, {Aγ}γ∈Γ

� ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü σ -êîìïàêòíèõ ïiä-
ìíîæèí ïðîñòîðó Q , V � δ -îêië íóëÿ â
Rn äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî δ > 2

√
n , êîí-

òèíóóì D ∈ A(V ) òàêèé, ùî 0 ∈ D ,
òî iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ξ : Q →
expc(V ) ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

(1) ξ−1(HDc
>γ(V ) = Aγ äëÿ êîæíîãî γ ∈

Γ ;

(2) äëÿ êîæíîãî x ∈ Q , x 6= 0 i êîæíîãî
êîíòèíóóìó D′ äëÿ ÿêîãî 0 ∈ D′ ⊂ D ,
D′ ∪ ξ(x) 6∈ A(V ) ;

(3) ÿêùî x, x′ äîâiëüíi äâi òî÷êè ïðîñòîðó
Q i L,L′ äâà ïiäêîíòèíóóìè ïðîñòîðó
V äëÿ ÿêèõ L ∪ L′ ⊂ D i ξ(x) ∪ L =
ξ(x′) ∪ L′ , òî x = x′ .

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî x ∈ Q , x =
(xi)

∞
i=1 íåõàé x̂ ∈ Q � òî÷êà, îçíà÷åíà íàñ-

òóïíèì ÷èíîì:

x̂ = ( x1︸︷︷︸, x1, x2︸ ︷︷ ︸, x1, x2, x3︸ ︷︷ ︸, x1, x2, x3, x4︸ ︷︷ ︸, . . .).
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Îçíà÷èìî R : Q → expc(V ) çà äîïîìîãîþ
ôîðìóëè:

R(x) = [0, 1]×{0}∪
∞⋃

n=1

{
1− 1

2n

}
×

{ [
0, x̂n

2n

]
, x̂n ≥ 0;[

x̂n

2n , 0
]
, x̂n ≤ 0.

Äëÿ âñiõ x, y ∈ V ÷åðåç xy ïîçíà÷èìî
âiäðiçîê ó V , ùî ç'¹äíó¹ x i y . Êðiì òîãî,
äëÿ x, y ∈ V i r ∈ [0,∞) íåõàé

l(x, y, r) = {p ∈ xy | d(p, {x, y}) ≤ r}.
Íåõàé Γ ⊂ [1, n) äîâiëüíà çëi÷åííà öië-

êîì âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, i : Γ × N → N
� ái¹êöiÿ i ïîçíà÷èìî Nγ = {i(γ, j) | j ∈
N} äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γ . Òîäi i(γ, p) p -
èé åëåìåíò ìíîæèíè Nγ . Çàôiêñó¹ìî ñïà-
äíó ïîñëiäîâíiñòü σ -êîìïàêòíèõ ïiäìíî-
æèí {Aγ}γ∈Γ â Q . Äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γ çà-
ïèøåìî Aγ =

∞⋃
p=1

Ap
γ , äå Ap

γ êîìïàêòíi ïiä-
ìíîæèíè â Q .

Îñêiëüêè ìíîæèíà Γ öiëêîì âïîðÿäêî-
âàíà, ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî äëÿ êîæíî-
ãî γ ∈ Γ , iñíó¹ åëåìåíò γ′ ∈ Γ ∪ {n} ÿêèé
áåçïîñåðåäíüî ñëiäó¹ çà γ â Γ ∪ {n} . Íå
âàæêî ïîêàçàòè (äèâ., íàïðèêëàä, [1]), ùî
äëÿ êîæíîãî γ ∈ (1, n] iñíó¹ ìíîæèíà C ∈
expc(In) ⊂ expc(V ) òàêà, ùî dimH(C) = γ
i {(0, 0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0)} ⊂ C . Äëÿ γ ∈ Γ
òà p ∈ N , íåõàé ìíîæèíà Ci(γ,p) ∈ expc(In)
òàêà, ùî dimH(Ci(γ,p)) = γ′ , äå γ′ ñëiäó¹ çà
γ â Γ ∪ {n} .

Ç ìiðêóâàíü, àíàëîãi÷íèõ äî íàâåäåíèõ
â äîâåäåííi ëåìè 1, ìà¹ìî, ùî ìíîæè-
íà exp(V )\ expω(V ) ¹ ãîìîòîïiéíî íåõòó-
âàíîþ ó ïðîñòîði exp(V ) , òîìó ìè ìî-
æåìî ïîáóäóâàòè íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ
ϕi : I → exp(V ) òàêå, ùî ϕi(0) = Ci ,
ϕi((0, 1]) ⊆ expω(V ) , dH(ϕi(0), ϕi(t)) ≤ t i
{(0, 0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0)} ⊂ ϕi(t) äëÿ êîæ-
íîãî t ∈ I .

Äëÿ âñiõ γ ∈ Γ , p ∈ N i x ∈ Q íåõàé

Ti(γ,p)(x) =





ϕi(γ,p)(d(x, Ap
γ)), ÿêùî d(x,Ap

γ) = 0;⋃
a,b∈ϕi(γ,p)(d(x,Ap

γ))

l(a, b, d(x,Ap
γ)),

ÿêùî d(x,Ap
γ) > 0.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü êîìïàêòíèõ
ïiäìíîæèí {Bi}∞i=1 ïðîñòîðó Rn , ùî çáiãà-

¹òüñÿ äî òî÷êè (1, 0, ..., 0) , îçíà÷åíó íàñòóï-
íèì ÷èíîì:

B1 = 1
2
In;

B2 = 1
22 In + 1

2
y0;

· · ·
Bk = 1

2k In +
(
1− 1

2k−1

)
y0;

· · ·
äå y0 = (1, 0, ..., 0) .

Íåõàé βi : In → Bi � ãîìåîìîðôiçì, ùî ¹
âiäîáðàæåííÿì ïîäiáíîñòi. Íåõàé D ∈ A(V )
� äîâiëüíèé ïiäêîíòèíóóì ó V , ùî ¹ ñêií-
÷åííèì îá'¹äíàííÿì äóã, çàäàíèé óìîâîþ
ëåìè. Â òàêîìó ðàçi, ìè ìîæåìî çíàéòè âiäî-
áðàæåííÿ ïîäiáíîñòi ν : V → V , ùî ¹ êîì-
áiíàöi¹þ ñòèñêó i ïîâîðîòó âiäíîñíî ïî÷à-
òêó êîîðäèíàò, äëÿ ÿêîãî ν((2, 0, . . . , 0)) ∈
V \D . Çàóâàæèìî, ùî òàêå âiäîáðàæåííÿ íå
çìiíþ¹ âèìiðó Ãàóñäîðôà ìíîæèíè. Òåïåð
îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ ξ : Q → expc(V )
íàñòóïíèì ÷èíîì:

ξ(x) = ν

([⋃
γ∈Γ

∞⋃
p=1

βi(γ,p) · Ti(γ,p)(x)

]
∪

∪[R(x)× {0} × . . .× {0}︸ ︷︷ ︸
(n−2)

+y0]


 .

Íàì ïîòðiáíî ñïî÷àòêó ïåðåâiðèòè, ùî
ξ(x) ∈ expc(V ) . Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà
R(x) ¹ çâ'ÿçíîþ i òî÷êà

(1, 0, ..., 0) ∈ R(x)× {0} × . . .× {0}︸ ︷︷ ︸
(n−2)

+y0.

ßêùî i → ∞ , òî ïîñëiäîâíiñòü
{βi(Ti(x))}∞i=0 çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè (1, 0, ..., 0)
(çà ïîáóäîâîþ). Êðiì òîãî, çà ïîáóäîâîþ
äëÿ êîæíîãî i ∈ N , òî÷êè (0, 0, ..., 0) i
(1, 0, ..., 0) íàëåæàòü äî ìíîæèíè Ti(x) .
ßêùî d(x,Ai) = 0 , òî çà ïîáóäîâîþ, ìíî-
æèíà Ti(x) = Ci ¹ çâ'ÿçíîþ. Îòæå, ÿêùî
äëÿ d(x,Ai) > 0 ìíîæèíà Ti(x) ¹ çâ'ÿçíîþ,
òî, î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà

⋃
i

βi(Ti(x)) ¹
çâ'ÿçíîþ i ìíîæèíà ξ(x) ¹ çâ'ÿçíîþ. Òàêèì
÷èíîì, íàì äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ
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d(x,Ai) > 0 , ìíîæèíà Ti(x) ¹ çâ'ÿçíîþ.
Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà

P =
⋃

a,b∈ϕi(γ,p)(d(x,Ap
γ))

l(a, b, d(x,Ap
γ))

íåçâ'ÿçíà. Òîäi ìîæåìî çàïèñàòè ¨¨ ÿê P =
U ∪ V , äå U i V - äèç'þíêòíi, íåïî-
ðîæíi, âiäêðèòi ïiäìíîæèíè â P . Ïîçíà-
÷èìî F = U ∩ ϕi(γ,p)(d(x,Ap

γ)) i G = V ∩
ϕi(γ,p)(d(x,Ap

γ)) . Òîäi îáèäâi ìíîæèíè F i
G íåïîðîæíi. Îñêiëüêè, çà ïîáóäîâîþ âiäî-
áðàæåííÿ ϕi , dH(Ci(γ,p), F ∪ G) ≤ d(x,Ap

γ) ,
çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

Ci(γ,p) ⊆ Od(x,Ap
γ)(F ) ∪Od(x,Ap

γ)(G).

Iç çâ'ÿçíîñòi Ci(γ,p) i òîãî ôàêòó, ùî îáèäâi
ìíîæèíè F i G íåïîðîæíi âèïëèâà¹, ùî

Od(x,Ap
γ)(F ) ∩Od(x,Ap

γ)(G) 6= ∅.

Îòæå, iñíóþòü a ∈ F i b ∈ G òàêi,
ùî d(a, b) ≤ 2d(x,Ap

γ) . Òàêèì ÷èíîì òî÷êà
1
2
(a + b) íàëåæèòü îäíî÷àñíî ìíîæèíàì U

i V . Ìè îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ.
ßêùî x ∈ Aγ , íåõàé p òàêèé íîìåð, ùî

Ap
γ ìiñòèòü x . Ó öüîìó âèïàäêó d(x,Ap

γ) =
0 , i ξ(x) ⊃ Ti(γ,p)(x) , äå dimH(Ti(γ,p)(x)) = γ′

i γ′ ≥ γ . Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ x ∈ Aγ ,
ξ(x) ∈ HDc

>γ(V ) . ßêùî x 6∈ Aγ , òî x 6∈ Aγ1

äëÿ êîæíîãî γ1 ≥ γ , òîäi d(x,Ap
γ1

) > 0 äëÿ
γ1 ≥ γ i p ≥ 1 . Îòæå, ìíîæèíà Ti(γ1,p)(x) çà
ïîáóäîâîþ ¹ ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì îäíî-
âèìiðíèõ ìíîæèí, òîìó dimH(Ti(γ1,p)(x)) =
1 äëÿ γ1 ≥ γ . Öå îçíà÷à¹, ùî ìíîæè-
íà ξ(x) ¹ îá'¹äíàííÿì çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi
îäíîâèìiðíèõ ìíîæèí i çëi÷åííî¨ êiëüêîñ-
òi ìíîæèí, âèìið Ãàóñäîðôà ÿêèõ íå ïåðå-
âèùó¹ γ , à òîìó ξ(x) 6∈ HDc

>γ(V ) . Òîìó,
ξ−1(HDc

>γ(V )) = Aγ .
Äëÿ äîâåäåííÿ óìîâè (2) çàóâàæèìî, ùî

ìíîæèíà R(x) 6∈ A(V ) äëÿ âñiõ x ∈ Q ,
x 6= 0 i ξ(x) , çà îçíà÷åííÿì, ìiñòèòü êîïiþ
R(x) .

Íàì çàëèøèëîñü äîâåñòè óìîâó (3). Çà-
óâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî R(x) ¹ ií'¹êòèâíèì
âiäîáðàæåííÿì. Íåõàé äëÿ äåÿêèõ x, x′ ∈ Q
i L,L′ ∈ A(V ) , äå L ∪ L′ ⊂ D âèêîíó¹òü-
ñÿ ðiâíiñòü ξ(x) ∪ L = ξ(x′) ∪ L′ . Îñêiëüêè

iíòåðâàë
[
0, x̂n

2n

]
ìà¹ äîâæèíó ìàêñèìóì 1

2n

(n ∈ N) , òî çà ïîáóäîâîþ âiäîáðàæåííÿ ν ,
iñíó¹ îêië U òî÷êè ν ((2, 0, ..., 0)) òàêèé ùî
U ⊂ V β(L ∪ L′) . Öå îçíà÷à¹, ùî
U∩(ξ(x)∪L) = U∩ξ(x) = U∩(ξ(x′)∪L′) = U∩ξ(x′).

Òîäi, ç ïîáóäîâè âiäîáðàæåííÿ ξ âèïëèâà¹,
ùî iñíó¹ ε ∈ (0, 1) äëÿ ÿêîãî
R(x)∩([ε, 1]×[−ε, ε]) = R(x′)∩([ε, 1]×[−ε, ε]).

Îñêiëüêè êîîðäèíàòè òî÷êè x çóñòði÷àþ-
òüñÿ íåñêií÷åííå ÷èñëî ðàçiâ â êîîðäèíàòàõ
òî÷êè x̂ (íà âèçíà÷åíèõ ïîçèöiÿõ), i òå æ ¹
ïðàâèëüíèì äëÿ òî÷êè x′ , òî çâiäñè ëåãêî
âèïëèâà¹ ðiâíiñòü x = x′ .¤
Çàóâàæåííÿ 1. Îñòàííi äâi ëåìè ìè äîâå-
ëè äëÿ âèïàäêó çëi÷åííî¨ öiëêîì âïîðÿäêî-
âàíî¨ ìíîæèíè Γ . Ëåãêî ïîøèðèòè öi äî-
âåäåííÿ íà âèïàäêè iíøèõ çëi÷åííèõ ìíî-
æèí ç êëàñó C . Äëÿ öüîãî äîñèòü âíåñòè
òàêi çìiíè:
(a) ßêùî Γ - çëi÷åííà ìíîæèíà, ñêií÷åííà
ïîõiäíà ÿêî¨ ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ, òî
ïîçíà÷èìî ÷åðåç P ⊆ [0, n) ìíîæèíó òèõ
x ç iíòåðâàëó [0, n) äëÿ ÿêèõ â Γ iñíó¹ ïî-
ñëiäîâíiñòü {γk}∞k=1 òàêà, ùî x = lim

k→∞
γk

i x < γk äëÿ êîæíîãî k ∈ N . Íåõàé
Γ1 = Γ\P i Γ2 = Γ ∪ P ∪ {n} . Îñêiëü-
êè ñêií÷åííà ïîõiäíà ìíîæèíè Γ äîðiâíþ¹
∅ , òî Γ1 6= ∅ . Î÷åâèäíî, Γ1 ⊆ Γ ⊂ Γ2 i
äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γ1 ó ìíîæèíi Γ2 iñíó¹
åëåìåíò γ′ , ÿêèé ñëiäó¹ çà γ â Γ2 . Äëÿ
γ ∈ Γ1 i p ∈ Nγ , íåõàé Ci(γ,p) ∈ exp(V )
(àáî expc(V ) âiäïîâiäíî) òàêà ìíîæèíà,
ùî dimH(Ci(γ,p)) = γ′ , äå γ′ ñëiäó¹ çà γ â
Γ2 . Òîäi ó ëåìi 1:

ϕ(x) = {y0} ∪
⋃

γ∈Γ1

∞⋃
p=1

βi(γ,p)(ηi(γ,p)(d(x,Ap
γ)));

ó ëåìi 2:

ξ(x) = ν

([ ⋃
γ∈Γ1

∞⋃
p=1

βi(γ,p) · Ti(γ,p)(x)

]
∪

∪[R(x)× {0} × . . .× {0}︸ ︷︷ ︸
(n−2)

+y0]


 .
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(b) ßêùî Γ çëi÷åííà ìíîæèíà, ïîðÿäêî-
âî içîìîðôíà ìíîæèíi ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë
Q , òî äëÿ γ ∈ Γ i p ∈ N , íåõàé Ci(γ,p) ∈
exp(V ) (àáî expc(V ) âiäïîâiäíî) òàêà ìíî-
æèíà, ùî dimH(Ci(γ,p)) = γ .

4.2. Äîâåäåííÿ ñèëüíî¨ óíiâåðñàëü-
íîñòi. Ïåðåâiðèìî òåïåð âèêîíàííÿ óìîâè
(III).

{Âèïàäîê ïîñëiäîâíîñòi
{HD>γ(X)}γ∈Γ }. Íåõàé ε > 0 . Âèáåðå-
ìî ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü σ -êîìïàêòíèõ
ïiäìíîæèí {Aγ}γ∈Γ ïðîñòîðó Q i äëÿ
êîæíîãî γ ∈ Γ çàïèøåìî Aγ =

∞⋃
p=1

Ap
γ ,

äå ìíîæèíè Ap
γ � êîìïàêòíi ïiäìíîæèíè

ïðîñòîðó Q . Íåõàé f : Q → exp(X) äîâiëü-
íå âiäîáðàæåííÿ, ùî ¹ Z -âêëàäåííÿì íà
äåÿêié êîìïàêòíié ïiäìíîæèíi K ïðîñòîðó
Q . Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââà-
æàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f ¹ Z -âêëàäåííÿì
îñêiëüêè ïðîñòið exp(X) ãîìåîìîðôíèé
äî ïðîñòîðó Q . Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî
ïðèïóñòèòè , ùî f [Q\K] ∩ f [K] = ∅ .

Îñêiëüêè X ∈ ANR , iñíó¹ çëi÷åííèé,
ëîêàëüíî ñêií÷åííèé ñèìïëiöiàëüíèé êîì-
ïëåêñ N i âiäîáðàæåííÿ π : Q\K → N ,
µ : N → exp(X) òàêi, ùî f | Q\K = µ ◦ π .
Òàê ñàìî, ìè ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî âi-
äîáðàæåííÿ π ¹ ñþð'¹êòèâíèì (äåòàëüíiøå
äèâ. [3], c.12).

Âèáåðåìî äîñòàòíüî ìàëó òðèàíãóëÿöiþ
êîìïëåêñà N òàêó, ùî äëÿ êîæíîãî ñèìïëå-
êñà σ ∈ N

(1) diamdH
(µ(σ)) < 1

12
εσ ,

äå εσ = min{ε, 1
3
inf{dH(µ(y), f [K]) | y ∈

St(σ)}} .
Äëÿ êîæíîãî η > 0 , ìíîæèíà

{y ∈ N | dH(µ(y), f [K]) ≥ η}
¹ êîìïàêòîì (äèâ. [6],ñ.122). Öå îçíà÷à¹,
ùî ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü
{Nk}∞k=1 ñêií÷åííèõ ïiäêîìïëåêñiâ êîìïëå-
êñà N òàêó, ùî N =

∞⋃
k=1

Nk i, êðiì òîãî,
âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

(2) äëÿ êîæíîãî ñèìïëåêñà σ êîìïëåêñà
Nk , St(σ) ⊂ Int(Nk+1) ;

(3) Sup{dH(µ(y), f [K]) | y ∈ Nk+1} <
1
3
inf{dH(µ(y), f [K]) | y ∈ Nk}.

Íåõàé Nk = ∅ äëÿ k ≤ 0 . Äëÿ êîæíî¨
âåðøèíè v ∈ N (0) âèáåðåìî ñêií÷åííó ìíî-
æèíó Fv ⊂ X òàêó, ùî
(4) dH(µ(v), Fv) < 1

12
εv.

Çàôiêñó¹ìî äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè v ∈ N (0) ,
äîâiëüíó òî÷êó av ∈ Fv .

Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè v ∈ N (0) íåõàé k
� ¹äèíå öiëå ÷èñëî äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà v ∈ N

(0)
k \N (0)

k−1 . Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè
v ∈ N (0) , ìîæåìî çíàéòè íåïîðîæíþ âiä-
êðèòó êóëþ Vv â X ç öåíòðîì ó òî÷öi av

òàêó, ùî
(5) diamVv < 1

12
εv;

(6) Vv ãîìåîìîðôíà äî V , äå V � îáëàñòü
â Rn , âèçíà÷åíà â óìîâàõ ëåìè 1;

(7) ÿêùî v ∈ Nk\Nk−1 i v 6= v′ ∈
N

(0)
k+2\N (0)

k−2 , òî Vv ∩ Vv′ = ∅ .
Ùîäî óìîâè (6) çàóâàæèìî, ùî çà òåîðå-

ìîþ Íåøà (äèâ. [2], [5]), iñíó¹ içîìåòðè÷íå
âêëàäåííÿ ìíîãîâèäà X â Rk äëÿ äîñòà-
òíüî âåëèêîãî k . Òîìó ìîæåìî ââàæàòè, ùî
X � ïiäìíîãîâèä â Rk . Ó òàêîìó ðàçi X
ëîêàëüíî âèãëÿäà¹ ÿê ãðàôiê äåÿêî¨ äèôå-
ðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ h : U → Rk−n , äå U �
îáëàñòü â Rn . Âiäîáðàæåííÿ h1 : U → U ×
h[U ] , ùî äi¹ çà ôîðìóëîþ h1(x) = (x, h(x)) ,
áiëiïøèöåâî âiäîáðàæà¹ U íà h1[U ] , ïðè-
÷îìó îñòàííÿ ìíîæèíà âiäêðèòà â X . Òîìó,
äëÿ òî÷êè av iñíó¹ îêië Vv = h1[U ] , äëÿ
äåÿêî¨ îáëàñòi U â Rn . Î÷åâèäíî, îáëàñòü
U ìîæå áóòè âèáðàíà òàêîþ, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹
ãîìåîìîðôiçì h2 : U → V , ùî ¹ âiäîáðàæå-
ííÿì ïîäiáíîñòi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç hv : Vv →
V � ãîìåîìîðôiçì, ÿêèé ¹ êîìïîçèöi¹þ h2

òà h−1
1 | Vv . Òîäi hv áiëiïøèöåâî âiäîáðà-

æà¹ Vv íà V . Íåõàé ξv = (exp hv)
−1 ◦ ξ :

Q → exp(Vv) � âiäîáðàæåííÿ, äå ξ âiäîáðà-
æåííÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè 1. Ìíî-
æèíà Vv çâ'ÿçíà i ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿ-
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çíà, òîìó exp(Vv) ∈ AR . Êðiì òîãî ìíî-
æèíà exp(Vv)\ expω(Vv) ¹ ãîìîòîïiéíî íå-
õòóâàíîþ ó ïðîñòîði exp(Vv) , òîìó ìè ìî-
æåìî ïðîäîâæèòè âiäîáðàæåííÿ ξv äî âiäî-
áðàæåííÿ ξv : con(Q) → exp(Vv) òàêîãî, ùî
ξv(con(Q)\Q) ⊂ expω(Vv) i ξv(ω) = {av} .

Íåõàé σ = 〈v0, v1〉 � 1 -ñèìïëåêñ â N . Ç
(1) i (4) âèïëèâà¹, ùî

dH(Fv0 , Fv1) ≤ dH(µ(v0), Fv0)+dH(µ(v0), µ(v1))+

+dH(Fv1 , µ(v1)) <

<
1

12
εv0 +

1

12
εσ +

1

12
εv1 ≤

1

4
εσ.

Îòæå, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè y ∈ Fv0 iñíó¹ òî-
÷êà z ∈ Fv1 òàêà, ùî d(y, z) < 1

4
εσ i íàâ-

ïàêè. Òîäi, iñíó¹ ñêií÷åííà ñiì'ÿ Kσ äóã â
X äiàìåòð ÿêèõ < 1

2
εσ , ÿêi ç'¹äíóþòü òî-

÷êè ìíîæèíè Fv0 ç òî÷êàìè ìíîæèíè Fv1 ,
i òàêi, ùî Fv0 ∪ Fv1 ⊂ ∪Kσ . Äëÿ A ∈ Kσ

íåõàé αA : I → A ãîìåîìîðôiçì òàêèé, ùî
αA(0) = A ∩ Fv0 i αA(1) = A ∩ Fv1 . Òîäi âi-
äîáðàæåííÿ ασ : I→ expω(X) , îçíà÷åíå ÿê

ασ(t) = ∪{αA(t) | A ∈ Kσ}
¹ øëÿõîì, äiàìåòð ÿêîãî < 1

2
εσ , ÿêèé ç'¹ä-

íó¹ ìíîæèíè Fv0 i Fv1 . Îçíà÷èìî òåïåð íå-
ïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ Φ ïðîñòîðó N × Q
â exp(X) . ßêùî v âåðøèíà êîìïëåêñà N ,
ïîçíà÷èìî

Φ(v, x) = Fv ∪ ξv[x, 1].

ßêùî σ = 〈v0, v1〉 ¹ 1 -ñèìïëåêñîì êîìïëå-
êñó N i ÿêùî z = (1− t)v0 + tv1 , íåõàé

Φ(z, x) =

=





ξv0
[x, 1] ∪ Fv0 ∪ ασ(4t),

ÿêùî 0 ≤ t ≤ 1
4
;

ξv0
[x, 1] ∪ Fv0 ∪ Fv1 ∪ ξv1

[x, 4t− 1],
ÿêùî 1

4
≤ t ≤ 1

2
;

ξv0
[x, 3− 4t] ∪ Fv0 ∪ Fv1 ∪ ξv1

[x, 1],
ÿêùî 1

2
≤ t ≤ 3

4
;

ασ(4t− 3) ∪ Fv1 ∪ ξv1
[x, 1],

ÿêùî 3
4
≤ t ≤ 1.

Íåõàé r : N → expω(N (1)) � íåïåðåðâ-
íå âiäîáðàæåííÿ òàêå, ùî r(x) = {x} ÿêùî

x ∈ N (1) i r(τ) ⊂ expω(τ (1)) äëÿ êîæíîãî
ñèìïëåêñà τ êîìïëåêñà N . Ïîçíà÷èìî äëÿ
òî÷êè z â N ,

Φ(z, x) = ∪{Φ(y, x) | y ∈ r(z)}.
Òåïåð îçíà÷èìî g : Q → exp(X) íàñòóïíèì
÷èíîì:

g(x) =

{
f(x), ÿêùî x ∈ K;
Φ(π(x), x), ÿêùî x ∈ Q\K.

Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî g � øóêàíå âiäîáðà-
æåííÿ, òîáòî, g íàáëèæó¹ f i çàäîâîëüíÿ¹
âëàñòèâîñòi, âñòàíîâëåíi â îçíà÷åííi ñèëüíî¨
Fσ -óíiâåðñàëüíîñòi.

Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ðîçáèâà¹òüñÿ íà
òàêi êðîêè:

ÊÐÎÊ 1: Âiäîáðàæåííÿ g êîðåêòíî âè-
çíà÷åíå, íåïåðåðâíå i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü
g | K = f | K . Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî
x ∈ Q ,

dH(f(x), g(x)) ≤ min{ε, 1

3
dH(f(x), f [K])}.

(a) Íåõàé x ∈ Q . ßêùî x ∈ Q\K ,
òî ìíîæèíà g(x) ¹ êîìïàêòíîþ i íåïî-
ðîæíüîþ, ÿê ñêií÷åííå îá'¹äíàííÿ êîìïà-
êòíèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí. ßêùî x ∈ K ,
òî g(x) = f(x) , ÿêà òàêîæ ¹ êîìïàêòíîþ òà
íåïîðîæíüîþ. Îòæå, äëÿ êîæíîãî x ∈ Q ,
g(x) ∈ exp(X) .

(b) Îñêiëüêè g | K = f | K çà ïîáóäî-
âîþ, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ x ∈ Q\K
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

dH(f(x), g(x)) ≤ min{ε, 1

3
dH(f(x), f [K])}.

Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíèõ
(z, x) ∈ N ×Q ,

(8) dH(µ(z), Φ(z, x)) <
min{ε, 1

3
dH(µ(z), f [K])}.

Äëÿ òîãî, ùîá çðîáèòè öå, âèêîðèñòà¹ìî
óìîâó (5). Î÷åâèäíî, ùî

dH(Fv, Φ(v, x)) <
1

12
εv
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äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè v . ßêùî σ = 〈v0, v1〉 ¹
1 -ñèìïëåêñîì êîìïëåêñó N i ÿêùî y ∈ σ ,
çà îçíà÷åííÿì âiäîáðàæåííÿ Φ ìà¹ìî:

dH(Fv0 , Φ(y, x)) < max{ 1

12
εv0 , diamd(ασ)+

+
1

12
εv1} ≤

1

2
εσ +

1

12
εv1 ≤

7

12
εσ.

Íåõàé z ∈ N i τ � ñèìïëåêñ ÿêèé ìiñòèòü
òî÷êó z . ßêùî y ∈ r(z) ⊂ τ (1) i ÿêùî σ ¹
1 -ñèìïëåêñîì ùî ìiñòèòü y , iñíó¹ âåðøèíà
v ñèìïëåêñà σ òàêà, ùî

dH(Fv, Φ(y, x)) <
7

12
εσ,

çâiäñè

dH(µ(z), Φ(y, x)) ≤ dH(µ(z), µ(v))+

+dH(µ(v), Fv) + dH(Fv, Φ(y, x)) <

<
1

12
ετ +

1

12
εv +

7

12
εσ ≤ ετ <

< min{ε, 1

3
dH(µ(z), f [K])}.

Îñêiëüêè Φ(z, x) ¹ îá'¹äíàííÿì Φ(y, x) äëÿ
y â r(z) , òî îçíà÷åííÿ ìåòðèêè Ãàóñäîðôà
äîâîäèòü íåðiâíiñòü (8). Îñêiëüêè f |Q\K =
µ ◦ π , òî âèêîðèñòîâóþ÷è (8) îòðèìó¹ìî

(9) dH(f(x), g(x)) ≤
min{ε, 1

3
dH(f(x), f [K])}.

(c) Íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ g âèïëè-
âà¹ ç íåïåðåðâíîñòi âèêîðèñòàíèõ ïðè éîãî
ïîáóäîâi âiäîáðàæåíü i ç íåðiâíîñòi (9).

ÊÐÎÊ 2: Âiäîáðàæåííÿ g ií'¹êòèâíå.
Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ç ôàêòó, äîâå-

äåíîãî êðîêîì 1 i ç òîãî, ùî âiäîáðàæåííÿ
f ¹ âêëàäåííÿì, âèïëèâà¹, ùî

(10) g[Q\K] ∩ g[K] = ∅.

Çàôiêñó¹ìî òåïåð x, x′ ∈ Q . ßêùî îáèäâi
òî÷êè x i x′ íàëåæàòü äî K , òî, îñêiëü-
êè g | K = f | K i îñêiëüêè âiäîáðàæåí-
íÿ f ¹ âêëàäåííÿì, î÷åâèäíî, ùî ç ðiâíîñòi
g(x) = g(x′) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü x = x′ . ßêùî
x 6∈ K i x′ ∈ K , òî ç (10) âèïëèâà¹, ùî

g(x) 6= g(x′) . Òîáòî, íå çìåíøóþ÷è çàãàëü-
íîñòi, ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî x, x′ ∈ Q\K .

Íåõàé g(x) = g(x′) . Íàì íåîáõiäíî ïî-
êàçàòè, ùî x = x′ . Íåõàé z = π(x) , z′ =
π(x′) i k , k′ � ¹äèíi öiëi ÷èñëà òàêi, ùî
z ∈ Nk\Nk−1 i z′ ∈ Nk′\Nk′−1 . Ñïî÷àòêó
äîâåäåìî, ùî |k − k′| ≤ 1 . Íàñïðàâäi, ïðè-
ïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî ïðèïóñòèìî, ùî
k < k′ − 1 . Âèêîðèñòàâøè (8), ìà¹ìî

dH(g(x), f [K]) = dH(Φ(z, x), f [K]) ≥
≥ dH(µ(z), f [K])− dH(µ(z), Φ(z, x)) >

>
2

3
dH(µ(z), f [K]).

Âèêîðèñòàâøè (3) i (8), ìà¹ìî

dH(g(x′), f [K]) = dH(Φ(z′, x′), f [K]) ≤
≤ dH(Φ(z′, x′), µ(z′)) + dH(µ(z′), f [K]) <

<
4

3
dH(µ(z′), f [K]) <

4

9
dH(µ(z), f [K]) <

<
2

3
dH(g(x), f [K]),

ùî ñóïåðå÷èòü ðiâíîñòi g(x) = g(x′) .
Òåïåð ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî k′ = k àáî

k′ = k + 1 . Íåõàé τ i τ ′ � íàéìåíøi ñèì-
ïëåêñè, ùî ìiñòÿòü z i z′ âiäïîâiäíî. Îñ-
êiëüêè k ≤ k′ ≤ k + 1 i z ∈ Nk\Nk−1 ,
z′ ∈ Nk′\Nk′−1 , òî óìîâà (2) ãàðàíòó¹ íàì,
ùî τ ∪ τ ′ ⊂ Nk+2\Nk−2 . Íåõàé y ∈ r(z) i v1

� âåðøèíà ñèìïëåêñà τ òàêà, ùî Φ(y, x) ìi-
ñòèòü Φ(v1, x) ⊃ ξv1

[x, 1] . Îñêiëüêè τ ∪ τ ′ ⊂
Nk+2\Nk−2 , òî óìîâà (7) ãàðàíòó¹ íàì, ùî
ξv(con(Q))∩ Vv1 = ∅ äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè v
ñèìïëåêñà τ ∪ τ ′ i v 6= v1 . Ó òàêîìó âè-
ïàäêó, ìíîæèíà g(x) ∩ Vv1 ¹ îá'¹äíàííÿì
ìíîæèíè ξv1

[x, 1] i äåÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ìíî-
æèíè. Îñêiëüêè ìíîæèíà ξv1

[x, 1] ¹ íåñêií-
÷åííîþ (çà ïîáóäîâîþ âiäîáðàæåííÿ ξ ), òî
g(x′) ∩ Vv1 = g(x) ∩ Vv1 ¹ íåñêií÷åííîþ. Àëå
ìíîæèíà ξv1

[x′, t] ¹ ñêií÷åííîþ äëÿ êîæíî-
ãî t < 1 . Òîìó, ìè ìîæåìî ñòâåðäæóâà-
òè, ùî g(x′) ìiñòèòü ξv1

[x′, 1] i, âiäïîâiä-
íî, ìíîæèíà g(x′) ∩ Vv1 ¹ îá'¹äíàííÿì ìíî-
æèíè ξv1

[x′, 1] i äåÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè.
Ìà¹ìî ξv1

[x, 1] ∪ F = ξv1
[x′, 1] ∪ F ′ äëÿ äå-

ÿêèõ ñêií÷åííèõ ìíîæèí F i F ′ . Îñêiëüêè
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ξv1
[x, 1] = ξv1(x) i ξv1 = (exp hv1)

−1 ◦ ξ , äå âi-
äîáðàæåííÿ (exp hv1)

−1 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì,
òî

ξ(x) ∪ exp hv1(F ) = ξ(x′) ∪ exp hv1(F
′).

Çà óìîâîþ (2) ëåìè 1 ìè îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü
x = x′ .

ÊÐÎÊ 3: Äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γ âèêîíó¹òü-
ñÿ ðiâíiñòü

g−1[HD>γ(X)]\K = Aγ\K.

Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî îñêiëüêè âiäî-
áðàæåííÿ hv i h−1

v ¹ ëiïøèöåâèìè, ìè
ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî dimH(ξv(x)) =
dimH(ξ(x)) .

Âèáåðåìî x ∈ Q\K . Íåõàé z = π(x) .
ßêùî x 6∈ Aγ , dimH(ξv[x, t]) ≤ γ äëÿ êî-
æíî¨ âåðøèíè v êîìïëåêñà N i t ∈ [0, 1] .
Ìíîæèíè Fv i ασ(t) ¹ ñêií÷åííèìè äëÿ
êîæíîãî t ∈ [0, 1] i òîìó öi ìíîæèíè ¹
0-ìíîæèíàìè. Çà îçíà÷åííÿì âiäîáðàæåííÿ
Φ , Φ(y, x) ¹ ìíîæèíîþ, âèìið ÿêî¨ ≤ γ äëÿ
êîæíîãî y ∈ N (1) . Îñêiëüêè ìíîæèíà g(x)
¹ ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì òàêèõ ìíîæèí, òî
dimH(g(x)) ≤ γ .

ßêùî x ∈ Aγ , íåõàé y ∈ r(z) . Çà ïîáóäî-
âîþ âiäîáðàæåííÿ Φ , iñíó¹ âåðøèíà v êîì-
ïëåêñà N òàêà, ùî g(x) ⊃ Φ(y, x) ⊃ ξv[x, 1] .
Òîáòî,

dimH(g(x)) ≥ dimH(ξv[x, 1]) > γ

(òóò ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ëåìó 1).
ÊÐÎÊ 4: Âiäîáðàæåííÿ g ¹ Z -

âêëàäåííÿì.
Âèêîðèñòàâøè óìîâó (3) ëåìè 1, ëåãêî áà-

÷èòè, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ Q\K ìíîæèíà
g(x) ¹ íåñêií÷åííîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî ìíî-
æèíà

g(Q\K) ⊂ exp(X)\ expω(X),

òîáòî ìíîæèíà g(Q\K) ¹ ãîìîòîïiéíî íå-
õòóâàíîþ. Îñêiëüêè ìíîæèíà g[K] ¹ Z -
ìíîæèíîþ, òî òàêîþ ¹ i ìíîæèíà g(Q) .

{Âèïàäîê ïîñëiäîâíîñòi
{HDc

>γ(X)}γ∈Γ }. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðå-
ìè ó öüîìó âèïàäêó îçíà÷èìî ñïî÷àòêó
äåÿêi âiäîáðàæåííÿ.

Äëÿ äâîõ äîâiëüíèõ òî÷îê ïðîñòîðó X a
i b , ÷åðåç ăb ïîçíà÷èìî äóãó íàéìåíøîãî
äiàìåòðà â X , ÿêà ç'¹äíó¹ òî÷êè a i b . Êðiì
òîãî, äëÿ a, b ∈ X i r ∈ [0,∞) íåõàé

l(a, b, r) =
[
Or(a) ∩ ăb

]
∪

[
ăb ∩Or(b)

]
.

Òåïåð äëÿ a, b ∈ X i r ∈ (0,∞) ìè îçíà÷èìî
íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ l̆rab : I → exp(X)
íàñòóïíèì ÷èíîì:

l̆rab(t) = l(a, b, t′),

äå t′ ¹ îáðàçîì òî÷êè t ïiä äi¹þ ãîìåîìîð-
ôiçìó I→ [0, r] .

Îçíà÷èìî äëÿ äåÿêîãî r ∈ (0,∞) âiäî-
áðàæåííÿ Lr : expω(X) × I → exp(X) íàñ-
òóïíèì ÷èíîì:

Lr(A, t) =
⋃

a,b∈A

l̆rab(t).

Î÷åâèäíî, âiäîáðàæåííÿ Lr ¹ íåïåðåðâíèì.
Äàëi, äîâåäåííÿ òåîðåìè ¹ àíàëîãi÷íèì

äî äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó ç òàêè-
ìè çìiíàìè:

(a) Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè v ∈ N (0) , íåõàé
ìíîæèíà F̆v ∈ expc(X) òàêà, ùî

F̆v = L
1
12

εσ(Fv, 1).

Çà àíàëîãi÷íèìè àðãóìåíòàìè äî òèõ, ùî
íàâåäåíî â äîâåäåííi ëåìè 2, ìè ìîæåìî
ñòâåðäæóâàòè, ùî ìíîæèíà F̆v ¹ çâ'ÿçíîþ.

(b) Íåõàé hv : Vv → V � ãîìåîìîðôiçì
òàêèé, ùî hv(av) = (0, 0, ..., 0) i V � îáëàñòü
â Rn , âèçíà÷åíà â óìîâàõ ëåìè 2.

(c) Âiäîáðàæåííÿ ᾰσ : I → expc(X) ìè
îçíà÷ó¹ìî íàñòóïíèì ÷èíîì:

ᾰσ(t) =





L
1
12

εσ(Fv0 , 1) ∪ ασ([0, 4t]),
ÿêùî 0 ≤ t ≤ 1

4
;

L
1
12

εσ(Fv0 , 1) ∪ ασ([0, 1])∪
∪L

1
12

εσ(Fv1 , 4t− 1),
ÿêùî 1

4
≤ t ≤ 1

2
;

L
1
12

εσ(Fv0 , 3− 4t) ∪ ασ([0, 1])∪
∪L

1
12

εσ(Fv1 , 1),
ÿêùî 1

2
≤ t ≤ 3

4
;

ασ([4t− 3, 1]) ∪ L
1
12

εσ(Fv1 , 1),
ÿêùî3

4
≤ t ≤ 1.
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Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî øëÿõ ᾰσ çàäîâîëü-
íÿ¹ íàñòóïíi óìîâè: ᾰσ(0) = F̆v0 , ᾰσ(1

2
) =

F̆v0 ∪ ασ([0, 1]) ∪ F̆v1 , ᾰσ(1) = F̆v1 , ᾰσ(t) ⊂
ᾰσ(t′) ÿêùî 0 ≤ t ≤ t′ ≤ 1

2
i ᾰσ(t) ⊃ ᾰσ(t′)

ÿêùî 1
2
≤ t ≤ t′ . Âèáið ᾰσ ãàðàíòó¹, ùî

äëÿ êîæíîãî êîìïàêòà K â I ìè ìîæå-
ìî çíàéòè ñêií÷åííó ïiäìíîæèíó K ′ ìíî-
æèíè K òàêó, ùî ìiñòèòü òiëüêè äâi òî-
÷êè i äëÿ ÿêî¨ ∪ᾰσ(K) = ∪ᾰσ(K ′) . Îçíà-
÷èìî ᾰ : N (1) → expc(X) íàñòóïíèì ÷èíîì:
ᾰ(y) = ᾰσ(t) , äå y = (1 − t)v0 + tv1 äëÿ äî-
âiëüíîãî 1 -ñèìïëåêñà 〈v0, v1〉 .

(d) Äëÿ êîæíîãî v ∈ N
(0)
k \N (0)

k−1 , íåõàé
Dv = ∪{ᾰσ(1

2
) | σ ∈ N

(1)
k+2} i ξv = (exp hv)

−1 ◦
ξ : Q → expc(Vv) , äå ξ � âiäîáðàæåííÿ, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ëåìè 2 i Dv = D â óìîâi
ëåìè.

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ ξv : con(Q) → exp(Vv)
ìè äîäàòêîâî ïðèïóñêà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî
t ∈ I , dH(ξv(x, t), ξv(x, 1)) ≤ (1− t) .

Îçíà÷èìî ξ̆v : con(Q) → expc(Vv) íàñ-
òóïíèì ÷èíîì: ξ̆v(ω) = {av} , äëÿ [x, t] ∈
con(Q)\Q íåõàé ξ̆v([x, t]) = L(1−t)(ξv([x, t])∪
{av}, 1) i ξ̆v([x, 1]) = ξv([x, 1]) .

(e) ßêùî σ = 〈v0, v1〉 ¹ 1 -ñèìïëåêñîì
êîìïëåêñà N i z = (1− t)v0 + tv1 , íåõàé

Φ(z, x) =





ξ̆v0 [x, 1] ∪ ᾰσ(2t),
ÿêùî 0 ≤ t ≤ 1

4
;

ξ̆v0 [x, 1] ∪ ᾰσ(1
2
) ∪ ξ̆v1 [x, 4t− 1],

ÿêùî1
4
≤ t ≤ 1

2
;

ξ̆v0 [x, 3− 4t] ∪ ᾰσ(1
2
) ∪ ξ̆v1 [x, 1],

ÿêùî1
2
≤ t ≤ 3

4
;

ᾰσ(2t− 1) ∪ ξ̆v1 [x, 1],
ÿêùî 3

4
≤ t ≤ 1.

Íåõàé r : N → C(N (1)) äåÿêå íåïåðåðâ-
íå âiäîáðàæåííÿ òàêå, ùî r(x) = {x} ÿêùî
x ∈ N (1) i r(τ) ⊂ C(τ (1)) äëÿ êîæíîãî ñèì-
ïëåêñà τ êîìïëåêñà N . Ç ïîïåðåäíiõ ìiðêó-
âàíü âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ñêií÷åííà ïiäìíî-
æèíà Kz â r(z) òàêà, ùî

∪{ᾰ(y)|y ∈ r(z)} = ∪{ᾰ(y)|y ∈ Kz}
(ìè âèáèðà¹ìî Kz íàéìåíøî¨ ìîæëèâî¨ ïî-
òóæíîñòi). Ïîçíà÷èìî äëÿ z â N

Φ(z, x) = ∪{Φ(y, x)|y ∈ Kz}.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî êîíòèíóóì ᾰσ(t) , t ∈
I ¹ ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì äóã ïðîñòîðó
X , òîìó ìíîæèíà ∪{ᾰ(y)|y ∈ Kz} ¹ òàêîþ
æ äëÿ êîæíîãî z ∈ N .

Íàêiíåöü, ìè çàóâàæèìî òiëüêè, ùî îñ-
êiëüêè êîæåí êîíòèíóóì â g(Q\K) ìiñòèòü
âiëüíi äóãè, ëåãêî áà÷èòè, ùî g(Q\K) ¹ ãî-
ìîòîïiéíî íåõòóâàíîþ i òîìó âiäîáðàæåííÿ
g ¹ Z -âiäîáðàæåííÿì. ¤

5. Âèñíîâêè
Çà òåîðåìîþ Âåñòà-Êåðòiñà-Øîði (äèâ.

[12]) ãiïåðïðîñòið exp(X) n -âèìiðíîãî êîì-
ïàêòíîãî çâ'ÿçíîãî ìíîãîâèäó ãîìåîìîð-
ôíèé ãiëüáåðòîâîìó êóáó Q . Çàñòîñóâàâøè
òåïåð òåîðåìó ¹äèíîñòi ïîãëèíàþ÷èõ ñèñòåì
ó ãiëüáåðòîâîìó êóái (äèâ. [12], [10]) äî íà-
ñëiäêó 1 òà òåîðåìè 1, îòðèìó¹ìî íàñòóïíó
òåîðåìó:

Òåîðåìà 2. Íåõàé n ∈ N , X - n -
âèìiðíèé êîìïàêòíèé çâ'ÿçíèé ðiìàíîâèé
ìíîãîâèä i Γ - äîâiëüíà çëi÷åííà âïîðÿäêî-
âàíà ìíîæèíà ç êëàñó C .
(1) ßêùî Γ ⊂ [0, n) , òî iñíó¹ ãîìåîìîð-

ôiçì α : exp(X) → QΓ òàêèé, ùî äëÿ
êîæíîãî γ ∈ Γ

α[HD>γ(X)] =
⋃

γ′≥γ

( ∏

γ′′ 6=γ′
Qγ′′ ×B(Q)γ′

)
.

(2) ßêùî n ≥ 2 i Γ ⊂ [1, n) , òî iñíó¹ ãî-
ìåîìîðôiçì β : expc(X) → QΓ òàêèé,
ùî äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γ

β[HDc
>γ(X)] =

⋃

γ′≥γ

( ∏

γ′′ 6=γ′
Qγ′′ ×B(Q)γ′

)
.
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