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ÌÀÐÊÎÂÑÜÊÈÌÈ ÏÅÐÅÌÈÊÀÍÍßÌÈ
Îäåðæàíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ äîïóñòèìîãî êåðóâàííÿ äëÿ ëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ

ñèñòåì âèïàäêîâî¨ ñòðóêòóðè iç çîâíiøíiìè ìàðêîâñüêèìè ïåðåìèêàííÿìè.

Received su�cient conditions for the existence of permissible control for linear stochastic
systems with random structure of the external Markov switching.

Âñòóï. Â ðîáîòi [7] âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ
âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ëiíié-
íî¨ ñòîõàñòè÷íî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè âèïàä-
êîâî¨ ñòðóêòóðè ç ëiíiéíîþ óìîâîþ ñòðèá-
êà ôàçîâî¨ òðà¹êòîði¨ òà iç çîâíiøíiìè ìàð-
êîâñüêèìè ïåðåìèêàííÿìè i ç êâàäðàòè÷íèì
ôóíêöiîíàëîì ÿêîñòi, ïîòðiáíî çíàéòè äî-
äàòíî âèçíà÷åíèé ðîçâ'ÿçîê ìàòðè÷íèõ ðiâ-
íÿíü.

Íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi
öèõ ðiâíÿíü ñôîðìóëþâàòè â çàãàëüíîìó âè-
ïàäêó íàâðÿä ÷è âèäàñòüñÿ ìîæëèâèì. Òîìó
ñòàâèòüñÿ çàäà÷à ïðî ïîáóäîâó òàêîãî êåðó-
âàííÿ, ÿêå á çàáåçïå÷óâàëî ñòàáiëiçàöiþ ñèñ-
òåìè i ñêií÷åííiñòü ôóíêöiîíàëà ÿêîñòi.

Ó âèïàäêó ëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì
âèïàäêîâî¨ ñòðóêòóðè áåç íàÿâíîñòi çîâíi-
øíiõ ìàðêîâñüêèõ ïåðåìèêàíü âêàçàíà çàäà-
÷à ðîçâ'ÿçàíà I.ß. Êàöîì [3].

Â äàíié ðîáîòi, êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäèêîþ
I.ß. Êàöà [3] äîñëiäæåííÿ ñèñòåì âèïàäêî-
âî¨ ñòðóêòóðè i ìåòîäèêîþ �.Ô. Öàðêîâà
[5] âðàõóâàííÿ çîâíiøíiõ ìàðêîâñüêèõ ïå-
ðåìèêàíü, âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè iñíó-
âàííÿ äîïóñòèìîãî êåðóâàííÿ äëÿ ëiíiéíèõ
ñòîõàñòè÷íèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì âèïàäêîâî¨
ñòðóêòóðè iç çîâíiøíiìè ìàðêîâñüêèìè ïå-
ðåìèêàííÿìè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé
(Ω,F , P, F ≡ {Ft ⊂ F , t ≥ 0}) � éìîâiðíi-
ñíèé áàçèñ [2]; {ξ(t), t ≥ 0} � ÷èñòî ðîçðèâ-
íèé ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ [1] iç çíà÷åííÿìè
â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði Y ç ïåðåõiäíîþ

éìîâiðíiñòþ P(s, y, t) ; (ηk, k ≥ 0) � ëàíöþã
Ìàðêîâà [1] iç çíà÷åííÿìè â ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði H ç ïåðåõiäíîþ éìîâiðíiñòþ íà k
-îìó êðîöi Pk(h,G) .

Íà (Ω,F , P, F ) ðîçãëÿíåìî êåðîâíó ñòî-
õàñòè÷íó ëiíiéíó ñèñòåìó, ÿêà îïèñó¹òüñÿ
ñòîõàñòè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì
(ÑÄÐ)

dx(t) = [A(ξ(t))x(t) + B(ξ(t))u(t)]dt+

+σ(ξ(t))x(t)dw(t), t ≥ t0 ≥ 0, (1)

iç çîâíiøíiìè ìàðêîâñüêèìè ïåðåìèêàííÿ-
ìè

∆x(t)|t=tk
= g(tk−, ξ (tk−) , x(tk−), ηk), (2)

tk ∈ S ≡ {tn ⇑, n ∈ N} , lim
n→∞

tn = +∞ ,
i ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

ξ(t0) ≡ y0 ∈ Y ,x(t) ≡ x0 ∈ D([0,∞), Rm),

ηk0 ≡ h ∈ H, (3)

D([0,∞), Rm) � ïðîñòið Ñêîðîõîäà íåïå-
ðåðâíèõ ñïðàâà ôóíêöié, ÿêi ìàþòü ëiâîñòî-
ðîííi ãðàíèöi [12].

Òóò x(t) ≡ x(t) ∈ Rm , u ∈ Rr ; A(y) ,
B(y) , σ(y) � âiäîìi ìàòðèöi-ôóíêöi¨ ðîç-
ìiðíîñòi m × m , çàäàíi íà ìíîæèíi Y ≡
{y1, y2, ..., yk} ìîæëèâèõ çíà÷åíü ìàðêîâ-
ñüêîãî ëàíöþãà ξ(t) ; w(t) � ñòàíäàðòíèé
îäíîâèìiðíèé âiíåðiâ ïðîöåñ [2].

Âiäìiòèìî, ùî âèïàäêîâà çìiíà ñòðó-
êòóðè äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè äëÿ ñïðîùåí-
íÿ äîñëiäæåííÿ âèêëèêà¹òüñÿ øëÿõîì ââå-
äåííÿ â ÷èñëî íåçàëåæíèõ çìiííèõ m ×
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m -âèìiðíèõ êîåôiöi¹íòiâ A(ξ(t)), B(ξ(t)) ,
ñêàëÿðíîãî ÷èñòî ðîçðèâíîãî ìàðêîâñüêîãî
ïðîöåñó ξ(t) ∈ R1 , óìîâíà éìîâiðíiñòü ÿêî-
ãî äîïóñêà¹ ðîçêëàä [1]

P{ξ(t + ∆t) ∈ [β, β + ∆β]/ξ(t) = α 6= β} =

= p(t, α, β)∆β∆t + o(∆t),

P{ξ(τ) = α, t < τ < t + ∆t/ξ(t) = α} =

= 1− p(t, α)∆t + o(∆t), (4)

äå P{◦/◦} � óìîâíà éìîâiðíiñòü, o(∆t) �
íåñêií÷åííî ìàëà âåëè÷èíà âiäíîñíî ∆t , à
p(t, α, β) i p(t, α) ¹ çàäàíèìè ôóíêöiÿìè.

Öiêàâèì ¹ âèïàäîê, êîëè óìîâà ñòðèáêà
ôàçîâîãî âåêòîðà â ìîìåíò ÷àñó τ iç ñòàíó
ξ(τ − 0) = α â ñòàí ξ(τ) = β 6= α ¹ ëiíiéíîþ
[3] i âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

x(τ) = K(α, β)x(τ−) +
N∑

s=1

ξsQsx(τ−), (5)

äå ξs ≡ ξs(ω) � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷è-
íè, äëÿ ÿêèõ M ξs = 0,M ξ2

s = 1; K(α, β), Qs

� çàäàíi (m×m) -ìàòðèöi.
ßêiñòü ïåðåõiäíîãî ïðîöåñó áóäåìî îöi-

íþâàòè êâàäðàòè÷íèì ôóíêöiîíàëîì [7]

Iuk
(y0, x0, ηk0) ≡

∞∑

k=0

∞∫

tk

E{xT [t]Ck(ξ(t), ηk)x[t]+

+uT [t]Dk(ξ(t), ηk)u[t]/y0, x0, ηk0}dt, (6)

äå Ck(y, h) ≥ 0, Dk(y, h) > 0 � ñèìåòðè÷íi
ìàòðèöi ðîçìiðíîñòi (m×m) i (r×r) âiäïî-
âiäíî; ñèìâîëîì u[t] ïîçíà÷åíà êåðóþ÷à äiÿ
u[t] = u(t, x[t], ξ(t), h) , ÿêà ðåàëiçó¹òüñÿ â ñè-
ñòåìi (1) � (3) u = u(t, x, y, h) , à ÷åðåç x[t]
ïîçíà÷åíî òîé ðóõ ñèñòåìè (1) � (3), ÿêèé
ïîðîäæåíèé êåðóâàííÿì u[t] .

Îçíà÷åííÿ 1. Êåðóâàííÿ uk(y, x, h) äëÿ
ñèñòåìè (1)-(3) ç óìîâîþ ñòðèáêà (5) íà-
çèâà¹òüñÿ äîïóñòèìèì, ÿêùî âîíî çàáåçïå-
÷ó¹ åêñïîíåíöiàëüíó ñòiéêiñòü â ñåðåäíüîìó
êâàäðàòè÷íîìó ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ïðè áóäü-
ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ (3).

Çàóâàæåííÿ 1. Çàçâè÷àé â îçíà÷åííÿ
äîïóñòèìîãî êåðóâàííÿ âêëþ÷à¹òüñÿ ùå âè-
ìîãà çáiæíîñòi iíòåãðàëà (6). Îäíàê â ñèëó

ëiíiéíîñòi i îäíîðiäíîñòi ñèñòåìè (1) � (3),
à òàêîæ óìîâ ñòðèáêà (5), âèìîãà åêñïîíåí-
öiàëüíî¨ ñòiéêîñòi â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè-
÷íîìó ñèñòåìè àâòîìàòè÷íî çàáåçïå÷ó¹ çái-
æíiñòü iíòåãðàëà (6).

2. Äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ äîïó-
ñòèìîãî êåðóâàííÿ äëÿ ëiíiéíî¨ ñèñòå-
ìè. Îáãîâîðèìî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ
äîïóñòèìîãî êåðóâàííÿ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè, êî-
ëè ξ(t) � îäíîðiäíèé ÷èñòî ðîçðèâíèé ìàð-
êîâñüêèé ïðîöåñ, óìîâíà éìîâiðíiñòü ïåðå-
õîäó ÿêîãî äîïóñêà¹ ðîçêëàä (4), ïåðåõiäíà
ùiëüíiñòü ÿêîãî p(α, β) íå çàëåæèòü âiä ÷à-
ñó.

Âiäîìî [7], ùî ÿêùî êîåôiöi¹íòè
A(y), B(y) ðiâíÿííÿ (1) íåïåðåðâíi â îáëàñòi
Y ≡ [ζ1, ζ2] , òî îïòèìàëüíà ôóíêöiÿ Ëÿïó-
íîâà v 0

k (x, α) = xT Gk(α)x âèçíà÷à¹òüñÿ ç
ðiâíÿííÿ

Gk(α)Ak(α)+AT
k (α)Gk(α)−Gk(α)Bk(α)D−1

k (α)×
×BT

k (α)Gk(α) + σT
k (α)Gk(α)σk(α) + Ck(α)+

+

ζ2∫

ζ1

[KT (α, β)Gk(β)K(α, β)+
N∑

s=1

Qs
T (Gk(β)Qs−

−Gk(α))]pk(α, β)dβ = 0, k = 0, 1, 2, . . . , (7)

ïðè÷îìó îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ìà¹ âèãëÿä
u0

k(x) = −D−1
k BT

k Gkx .
Ïðèïóñòèìî, ùî ñòðóêòóðà ñèñòåìè (1)-

(3) çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ ξ(t) ≡ γ ∈
[ζ1, ζ2] , ñòðèáêè ôàçîâîãî âåêòîðà âiäñóòíi i
çîâíiøíiõ ìàðêîâñüêèõ ïåðåìèêàíü íå âiä-
áóâà¹òüñÿ. Ðiâíÿííÿ (1) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â
çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ Iòî ( γ =
const )

dx(t) = [A(γ)x(t) + B(γ)u(t)]dt+

+σ(γ)x(t)dw(t) (8)

ÿêà îäåðæó¹òüñÿ ç (1) �çàìîðîæóâàííÿì�
ñòðóêòóðè.

Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (8), (3) iñíó¹ äîïóñòè-
ìå ëiíiéíå êåðóâàííÿ. Òîäi ç (7) îäåðæó¹ìî
ðiâíÿííÿ

GkAk(γ) + AT
k (γ)Gk −GkBk(γ)D−1

k (γ)×
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×BT
k (γ)Gk + σT

k (γ)Gkσk(γ) + Ck(γ) = 0,

k = 0, 1, 2, . . . , (9)

ÿêå ìà¹ ¹äèíèé äîäàòíî âèçíà÷åíèé ðîçâ'ÿ-
çîê Gk(γ) > 0 ïðè áóäü-ÿêèõ Ck(γ) ≥ 0 ,
Dk(γ) > 0 .

Ðiâíÿííÿ (9) âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ðiâíÿííÿ
(7) âiäñóòíiñòþ iíòåãðàëüíîãî äîäàíêó â ñè-
ëó íåçìiííîñòi ñòðóêòóðè ñèñòåìè.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 1. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (1) � (3)

ç óìîâîþ ñòðèáêà (5) âèêîíóþòüñÿ íàñòó-
ïíi ïðèïóùåííÿ:

1) ïðè áóäü-ÿêîìó ôiêñîâàíîìó γ ∈
[ζ1, ζ2] äëÿ ñèñòåìè (8), (3) iñíó¹ ëiíiéíå
äîïóñòèìå êåðóâàííÿ;

2) ìàòðèöi Ak(γ), Bk(γ), σk(γ), dAk(γ)/dγ ,
dBk(γ)/dγ, dσk(γ)/dγ îáìåæåíi çà íîðìîþ
÷èñëîì N íà ìíîæèíi γ ∈ [ζ1, ζ2] äëÿ
êîæíîãî k = 0, 1, 2, ... , òîáòî

‖Ak(γ)‖ ≤ N, ‖Bk(γ)‖ ≤ N, . . . ,

‖dσk(γ)/dγ‖ ≤ N, (10)

äå ‖A‖ = (SpAAT )
1
2 ;

3) ìàòðèöi K(α, β), Qs(α, β) , ÿêi âèçíà-
÷àþòü óìîâó ñòðèáêà (5), çàäîâîëüíÿþòü
ðiâíîñòi

K(α, β) = E+(β−α)K̃,Qs(α, β) =
√

β − αQ̃s,
(11)

äå K̃ , Q̃s � âiäîìi ìàòðèöi, ÿêi íå çàëå-
æàòü âiä α i β ;

4) äëÿ ùiëüíîñòi éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó
p(α, β) â (4) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

pk(α, β)|β − α| < L, {α, β} ⊂ [ζ1, ζ2]. (12)

Òîäi ìîæíà âêàçàòè òàêó ñòàëó Q > 0 ,
ùî ïðè âèêîíàííi íåðiâíîñòi NL < Q äëÿ
ñèñòåìè (1)-(3) ç óìîâîþ ñòðèáêà (5) iñíó¹
äîïóñòèìå êåðóâàííÿ uk(y, x, h) .

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ÑÄÐ (8), îäåð-
æàíå �çàìîðîæóâàííÿì� ñòðóêòóðè. Ç ïåð-
øî¨ óìîâè òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿ-
ííÿ (9) ìà¹ ¹äèíèé äîäàòíî âèçíà÷åíèé
ðîçâ'ÿçîê Gk(γ) > 0 , i, âiäïîâiäíî, äëÿ
êîæíîãî ôiêñîâàíîãî γ ∈ [ζ1, ζ2] iñíó-
þòü îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ u0

k(γ, x0, h) =

−D−1
k (γ)BT

k (γ)Gk(γ)x i îïòèìàëüíà ôóí-
êöiÿ Ëÿïóíîâà v 0

k (γ, x0, h) = xT Gk(γ)x ,
ÿêi çàáåçïå÷óþòü åêñïîíåíöiàëüíó ñòiéêiñòü
â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó ñèñòåìè (8),
(3) i ìiíiìiçóþòü ôóíêöiîíàë (6), ïðè÷îìó
min Iu0

k
(γ, x0, h) = v 0

k (γ, x0, h) .
Ùîá âèçíà÷èòè çàëåæíiñòü ïîáóäîâàíî¨

ôóíêöi¨ vk(γ, x, h) âiä γ , ïðî äèôåðåíöi-
þ¹ìî (9) (ïîêè ùî ôîðìàëüíî) ïî γ . Ïî-
çíà÷àþ÷è dGk(γ)/.dγ = Hk(γ) , Ãk(γ) =

Ak(γ)−Bk(γ)D−1
k (γ)BT

k (γ)Gk(γ) , îäåðæèìî

HkÃk(γ)+ÃT
k (γ)Hk+σT

k (γ)Hkσk(γ) = −Rk(γ).
(13)

Òóò m×m -ìàòðèöÿ Rk(γ) îçíà÷à¹ ñóêó-
ïíiñòü âñiõ ÷ëåíiâ, ÿêi íå ìiñòÿòü Hk , ÿâíèé
âèãëÿä ÿêî¨ âèïèñóâàòè íåìà¹ çìiñòó, îñêiëü-
êè âií â äîâåäåííi íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ.

Ïîêàæåìî, ùî ðiâíÿííÿ (13) ìà¹ ¹äè-
íèé ðîçâ'ÿçîê Hk(γ) äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi
Rk(γ) . Äiéñíî, ñèñòåìà

dx(t) = Ãk(γ)x(t) + σk(γ)x(t)dw(t) (14)

åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêà â ñåðåäíüîìó êâà-
äðàòè÷íîìó, îñêiëüêè âîíà îäåðæàíà ñòà-
áiëiçàöi¹þ ñèñòåìè (8) çà äîïîìîãîþ îïòè-
ìàëüíîãî êåðóâàííÿ u0

k(γ, x, h) . Òîìó íà
ðîçâ'ÿçêó x(t) öi¹¨ ñèñòåìè iíòåãðàë

∞∫

0

E{xT [t]Rk(γ)x[t]/y0 = γ, x0, ηk0}dt =

= v0
k(γ, x0, h)

çáiæíèé i ¹ êâàäðàòè÷íîþ ôîðìîþ, ïðè÷îìó
(Qv 0

k)(y, x, h) = −xT Rkx , äå (Qv 0
k)(y, x, h) �

ñëàáêèé iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð â ñè-
ëó ñèñòåìè (8) [6]. Ïîçíà÷àþ÷è ìàòðèöþ
öi¹¨ ôîðìè ÷åðåç H(γ) , ìîæíà ïåðåêîíà-
òèñÿ, ùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (13).
ßêùî iñíó¹ iíøèé ðîçâ'ÿçîê H̃(γ) 6= H(γ) ,
òî äëÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè v(γ, x, h) =
xT H̄(γ)x , äå H̄ = H(γ) − H̃(γ) , îäåð-
æèìî, ùî (Qv)(y, x, h) = 0 . Çâiäñè âèï-
ëèâà¹ òîòîæíiñòü E{v(γ, x, h)|γ, x0, h} ≡
E{v0

k(γ, x, h)|γ, x0, h} = xT
0 H̄(γ)x0 . Â ñèëó

äîâiëüíîñòi x0 ∈ Rm , ïðèõîäèìî äî âèñíîâ-
êó, ùî H̄(γ) = 0 .
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Îòæå, ðiâíÿííÿ (13), ÿê i ðiâíÿííÿ (9),
ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ïðè êîæíîìó γ ∈
[ζ1, ζ2] . Óìîâè 1) i 2) òåîðåìè âèêîíó-
þòüñÿ íà çàìêíóòîìó iíòåðâàëi, à ìàòðèöi
Gk(γ), H(γ) = dGk(γ)/dγ íåïåðåðâíî çàëå-
æàòü âiä γ , òîìó ìîæíà ïiäiáðàòè çìiííó
ϑ > 0 òàê, ùîá âèêîíóâàëèñü îöiíêè

‖Gk(γ)‖ ≤ Nϑ, ‖H(γ)‖ ≤ Nϑ. (15)

Òåïåð äëÿ �ðîçìîðîæåíî¨� ñèñòåìè (1) �
(3) ç óìîâîþ ñòðèáêà (5) âiçüìåìî êåðó-
âàííÿ u0

k(y, x0, h) = −D−1
k (y)BT

k (y)Gk(y)x ,
y ∈ [ζ1, ζ2] i çíàéäåìî óìîâè, ïðè ÿêèõ
âîíî ¹ äîïóñòèìèì äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè. Äëÿ
öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôóíêöi¹þ Ëÿïóíîâà
v 0

k (y, x0, h) = xT Gk(y)x . Çà îçíà÷åííÿì ñëàá-
êîãî iíôiíiòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà â ñèëó
ñèñòåì (1) � (3) i (8), (2), (3), îäåðæèìî [7]:

(Qv0
k)(y, x, h)|(1) = (Qv 0

k)(y, x, h)|(8)+

+E{v0
k(ξ(t), x(t), h)− v0

k(α, x, h)|ξ(t− 0) =

= α, ξ(t) = β 6= α, x(t− 0) = x(t), h} =

= xT (Gk(α), Ak(α) + AT
k (α)Gk(α)−

−Gk(α)Bk(α)D−1
k (α)BT

k (α)Gk(α)+ (16)

+σT
k (α)Gk(α)σk(α) + Ck(α)+

+

ζ2∫

ζ1

[KT (α, β)Gk(β)K(α, β)+

+
N∑

s=1

Qs
T (Gk(β)Qs−Gk(α)]pk(α, β)dβ)x = 0,

k = 0, 1, 2, . . . ,

Îöiíèìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó â (16). Ìà-
¹ìî
Ck(α)+Gk(α)Bk(α)D−1

k (α)BT
k (α)Gk(α) ≥ cE,

äå c äîðiâíþ¹ ìiíiìàëüíîìó åëåìåíòó ìàò-
ðèöi Ck(α) ïðè α ∈ [ζ1, ζ2] , E � îäèíè÷íà
m×m -ìàòðèöÿ.

Îöiíêó iíòåãðàëüíîãî äîäàíêó ïðîâåäåìî
iç âðàõóâàííÿì (10), (11), (12), (15):

ζ2∫

ζ1

[KT (α, β)Gk(β)K(α, β)+

+
N∑

s=1

Qs
T (Gk(β)Qs −Gk(α)]pk(α, β)dβ ≤

≤ LNϑ

ζ2∫

ζ1

[KT (α, β)K(α, β)+
N∑

s=1

Qs
T Qs−1]×

×pk(α, β)dβ ≤ LNϑπ(ζ2 − ζ1)E, π = const.

Òîäi ç (16) îäåðæèìî îöiíêó
(Qvk)(y, x, h) = −xT [−c + LNϑπ(ζ2 − ζ1)]x.

Ââàæàþ÷è Q = c[2ϑπ(ζ2 − ζ1)]
−1 , ìàòèìå-

ìî −c + LNϑπ(ζ2 − ζ1) ≤ − c
2
, ÿêùî NL <

Q . Îòæå, íåçáóðåíèé ðóõ ñèñòåìè (1) � (3)
ç óìîâîþ ñòðèáêà (5), (11) åêñïîíåíöiàëü-
íî ñòiéêèé â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó, îñ-
êiëüêè [6]

(Qvk)(y, x, h) ≤ − c

2
x2.

Òåîðåìà 1 äîâåäåíà.
Çàóâàæåííÿ 2. Íåðiâíiñòü NL < Q

îçíà÷à¹ ïîâiëüíó â ñåðåäíüîìó çìiíó êîåôi-
öi¹íòiâ ñèñòåìè (1)-(3), îñêiëüêè, íàïðèêëàä,
äëÿ ìàòðèöi A(ξ(t)) âiðíîþ ¹ îöiíêà

lim
∆t→0+

1

∆t
E{A(ξ(t+∆t))−A(ξ(t))|ξ(t) = α} =

= lim
∆t→0+

1

∆t
E{dA(γ)/dγ · |ξ(t + ∆t)− α|} =

= ‖dA(γ)/dγ‖·
ζ2∫

ζ1

|β−α|pk(α, β)dβ ≤ NL < Q.

2. Äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ äîïó-
ñòèìîãî êåðóâàííÿ ó âèïàäêó ÷àñòêî-
âî êåðîâíî¨ ñèñòåìè. Â óìîâàõ òåîðåìè
1 ìiñòèòüñÿ âèìîãà ïðî iñíóâàííÿ êåðóâàí-
íÿ, ÿêå ñòàáiëiçó¹ ñèñòåìó (8), (2), (3) ïðè
êîæíîìó ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi ξ(t) = γ ∈
[ζ1, ζ2] . Àëå, ïðèðîäíî, ùî ñèñòåìó ìîæ-
íà ñòàáiëiçóâàòè íàâiòü â òîìó âèïàäêó, êî-
ëè íà äåÿêié ìíîæèíi ôiêñîâàíèõ çíà÷åíü
ξ(t) = γ ∈ Z̄ ñèñòåìà (8), (2), (3) íå ìîæå
áóòè ñòàáiëiçîâàíà. Öüîãî ìîæíà î÷iêóâàòè,
ÿêùî éìîâiðíiñòü äîâãîãî ïåðåáóâàííÿ ñèñ-
òåìè â òàêèõ ñòðóêòóðíèõ ñòàíàõ ÿê i âåëè-
÷èíà ñòðèáêiâ ôàçîâîãî âåêòîðà x(t) äîñèòü
ìàëà.
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Çíàéäåìî êiëüêiñíi îöiíêè äëÿ ïàðàìå-
òðiâ ïðîöåñó ξ(t) , ïðè ÿêèõ â ñèñòåìi çìîæå
ðåàëiçóâàòèñÿ âêàçàíà ñèòóàöiÿ. Ïðè öüîìó
äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäîê áóäåìî ââàæàòè,
ùî ôàçîâi òðà¹êòîði¨ ïðè çìiíi ñòðóêòóðè
ñèñòåìè çàëèøàþòüñÿ íåïåðåðâíèìè, òîáòî
áóäåìî ââàæàòè, ùî â (5) K(α, β) = E ,
Q(α, β) = 0 .

Íåõàé ñòàáiëiçóþ÷å ëiíiéíå êåðóâàííÿ
äëÿ ñèñòåìè (8), (2), (3) iñíó¹ ëèøå äëÿ êîæ-
íîãî γ iç çàìêíóòî¨ ìíîæèíè Z ⊂ Y =
[ζ1, ζ2] . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Z̄ äîïîâíåííÿ äî
Z , òîáòî Z̄ = Y \Z i ââåäåìî â ðîçãëÿä âå-
ëè÷èíè

qk(α, Z)

∫

Z

|α− β|pk(α, β)dβ, α ∈ Z,

pk1(α, Z̄) =

= lim
∆t→0+

P{ξ(t + ∆t) ∈ Z̄/ξ(t) = α ∈ Z},
pk2(α,Z) = (17)

= lim
∆t→0+

P{ξ(t + ∆t) ∈ Z/ξ(t) = α ∈ Z̄}.
Òóò qk(α, Z) � ñåðåäíÿ øâèäêiñòü çìi-

íè ïðîöåñó ξ(t) íà ìíîæèíi Z , âåëè÷èíà
pk1(α, Z̄)∆t õàðàêòåðèçó¹ éìîâiðíiñòü ïåðå-
õîäó ñèñòåìè (1) � (3) çà ÷àñ ∆t iç ñòàáiëiçî-
âàíîãî ñòàíó α ∈ Z â ìíîæèíó Z̄ íåñòàái-
ëiçîâíèõ ñòàíiâ, à pk2(α,Z)∆t � éìîâiðíiñòü
çâîðîòíîãî ïåðåõîäó.

Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (1) � (3)
âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) ïðè áóäü-ÿêîìó ôiêñîâàíîìó γ ∈ Z
äëÿ ñèñòåìè (8), (2), (3) iñíó¹ äîïóñòèìå
ëiíiéíå êåðóâàííÿ;

2) ôàçîâi òðà¹êòîði¨ x(t) ñèñòåìè (1) �
(3) íåïåðåðâíi ïðè t ≥ t0 ≥ 0 ;

3) ïàðàìåòðè ñèñòåìè (8), (2), (3) çàäî-
âîëüíÿþòü îöiíêè (10).

Òîäi ìîæíà âêàçàòè íàñòiëüêè ìàëi ÷è-
ñëà µ > 0, δ1 > 0 i íàñòiëüêè âåëèêå ÷èñëî
δ2 > 0 , ùî ïðè âèêîíàííi íåðiâíîñòåé

qk(α,Z) < µ, α ∈ Z,

pk1(α, Z̄) < δ1, α ∈ Z, (18)

pk2(α,Z) > δ2, α ∈ Z̄,

äëÿ ñèñòåìè (1) � (3) iñíó¹ äîïóñòèìå êå-
ðóâàííÿ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî γ ∈ Z
ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ Ëÿïóíîâà ó âèãëÿ-
äi vk(γ, x, h) = xT Gk(γ)x òà êåðóâàííÿ
u0

k(γ, x, h) = −D−1
k (γ)BT

k (γ)Gk(γ)x , ÿêå ñòà-
áiëiçó¹ ñèñòåìó (8), (2), (3) i ìiíiìiçó¹ ôóí-
êöiîíàë (6). Ìàòðèöÿ Gk(γ) > 0 çàäîâîëü-
íÿ¹ ðiâíÿííÿ (9).

Âiçüìåìî äåÿêå ÷èñëî m > 0 i ïîáóäó¹ìî
äîäàòíî âèçíà÷åíó çà çìiííîþ x ôóíêöiþ

vk(y, x, h) =

{
xT Gk(y)x, y ∈ Z,
(m + c2)‖x‖2, y ∈ Z̄;

(19)

äå c1 = min ‖Gk(y)‖, c2 = max ‖Gk(y)‖ ïðè
y ∈ Z .

Êåðóâàííÿ uk(y, x, h) äëÿ ñèñòåìè (1) �
(3) âèçíà÷èìî ðiâíiñòþ

uk(y, x, h) =

{
u0

k(y, x, h), y ∈ Z,
0, y ∈ Z̄.

(20)

Óìîâà uk(y, x, h) = 0 ïðè y ∈ Z̄ îçíà-
÷à¹, ùî â íåñòàáiëiçîâíèõ ñòàíàõ êåðóâàííÿ
ñèñòåìîþ ïðèïèíÿ¹òüñÿ i íàêëàäà¹òüñÿ äëÿ
ñïðîùåííÿ äîâåäåííÿ. Íàïðèêëàä, â îäíî-
âèìiðíîìó âèïàäêó íåñòàáiëiçîâíiñòü (íåêå-
ðîâíiñòü) îçíà÷à¹, ùî B(y) = 0 ïðè y ∈ Z̄
i òîäi âèáið áóäü-ÿêîãî iíøîãî êåðóâàííÿ íå
çìiíþ¹ ïîâåäiíêó ñèñòåìè.

Ïîêàæåìî, ùî êåðóâàííÿ uk(y, x, h) ¹
äîïóñòèìèì ïðè âiäïîâiäíîìó âèáîði ñòàëèõ
µ, δ1, δ2 â óìîâàõ (18).

Îöiíèìî âåëè÷èíó (Qvk)(y, x, h) â ñèëó
ñèñòåìè (1) � (3) ïiä äi¹þ êåðóâàííÿ (20).
Âðàõîâóþ÷è (9), (10), à òàêîæ óìîâó (15),
ÿêà âèêîíó¹òüñÿ òåïåð òiëüêè ïðè γ ∈ Z ,
îäåðæèìî â òî÷öi x(t) ∈ Rm , y = α ∈ Z
íàñòóïíó îöiíêó

(Qvk)(y, x, h) = xT [−Ck(α)−
−Gk(α)Bk(α)D−1

k (α)BT
k (α)Gk(α)+

+

∫

Z

(Ck(β)− Ck(α))pk(α, β)dβ+ (21)

+

∫

Z̄

((c2 + m)E − Ck(α))pk(α, β)dβ]x ≤
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≤ xT [−c+Nϑqk(α,Z)+(c2−c1+m)pk1(α, Z̄)]x.

Àíàëîãi÷íî, ïðè y = α ∈ Z̄ , îäåðæèìî
îöiíêó

(Qvk)(y, x, h) = xT [2(c2+m)Ak(α)+σT
k (α)σk(α)+

+

∫

Z

(Ck(β)− (m + c2)E)pk(α, β)dβ]x ≤ (22)

≤ xT [2N(c2 + m) + N2 −mpk2(α, Z)]x.

Ç (21) i (22) âèïëèâà¹, ùî âiä'¹ìíà âè-
çíà÷åíiñòü (Qvk)(y, x, h) ìîæå áóòè çàáåç-
ïå÷åíà äîñèòü ìàëèì çíà÷åííÿì âåëè÷èí
qk(α,Z) i pk1(α, Z̄) , à òàêîæ äîñèòü âåëèêèì
çíà÷åííÿì pk2(α, Z) .

Çîêðåìà, ó (18) ìîæíà âêàçàòè òàêi ìàëi
çíà÷åííÿ µ > 0, δ1 > 0 , ùîá Nυµ + (c2 −
c1 + m)δ1 < c/2 , à δ2 = (2N(c2 + m) + N2 +
c/2)m−1 . Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ x(t) ∈ Rm, α ∈
Y âiðíîþ ¹ îöiíêà

(Qvk)(y, x, h) ≤ − c

2
‖x‖2,

ùî i äîâîäèòü òåîðåìó.
Çàóâàæåííÿ 3. Â äîâåäåííi òåîðåìè 2

ôiãóðó¹ âiëüíèé ïàðàìåòð m , ÿêèì ìîæ-
íà ìàíiïóëþâàòè òàê, ùîá îïòèìiçóâàòè
â äåÿêîìó ðîçóìiííi ïåðåõiäíi éìîâiðíîñòi
pk1(α, Z̄) i pk2(α,Z) .

Çàóâàæåííÿ 4. Òåîðåìà 2 äîâåäåíà â
ïðèïóùåííi ïðî íåïåðåðâíiñòü ôàçîâî¨ òðà-
¹êòîði¨ x(t) . Ïðè äåÿêîìó óñêëàäíåííi âè-
êëàäîê ìîæíà äîâåñòè, ùî àíàëîãi÷íèé ðå-
çóëüòàò ìà¹ ìiñöå i ïðè íàÿâíîñòi ñòðèáêiâ
ôàçîâîãî âåêòîðà, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ óìîâà-
ìè (5), ÿêùî òiëüêè öi ñòðèáêè äîñèòü ìàëi.

Çàóâàæåííÿ 5. Ñëiä âiäìiòèòè, ùî êåðó-
âàííÿ (20), ÿêå ñòàáiëiçó¹ ñèñòåìó (1) � (3)
áóäå ëiíiéíèì çà çìiííîþ x ïðè êîæíîìó
ôiêñîâàíîìó ξ(t) ∈ [ζ1, ζ2] .
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