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НЕЛIНIЙНI ЗОБРАЖЕННЯ КОНФОРМНОЇ АЛГЕБРИ AC(1,2) ДЛЯ
КВАЗIЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

З точнiстю до неперервних перетворень еквiвалентностi описано всi можливi зображення
алгебри Пуанкаре, розширеної алгебри Пуанкаре та конформної алгебри, вiдносно яких мо-
жуть бути iнварiантнi квазiлiнiйнi диференцiальнi рiвняння з частиними похiдними другого
порядку у випадку трьох незалежних змiнних.

The article presents all possible representations of the Poincare algebra, extended Poincare
algebra and conformal algebra, under which quasi-linear differential equations with the second-
order partial derivatives are invariant in the case of three independent variables.

Для сучасних дослiджень у математичнiй
фiзицi важливу роль вiдiграє принцип си-
метрiї [6,8]. Це пов’язано з тим, що основнi
фiзичнi закони, рiвняння руху, рiзнi матема-
тичнi моделi володiють явною або неявною,
геометричною або негеометричною, локаль-
ною або нелокальною симетрiями. Всi основ-
нi рiвняння математичної фiзики — Нютона,
Лапласа, Д’Аламбера, Шредiнгера, Максве-
ла i т. д. — володiють широкими симетрiй-
ними властивостями.

Квазiлiнiйнi хвильовi рiвняння є цiкавим
об’єктом дослiдження внаслiдок свого ши-
рокого застосування.

Самий загальний клас квазiлiнiйних ди-
ференцiальних рiвнянь з частинними похi-
дними другого порядку має вигляд
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Найбiльш вiдомими рiвняннями класу (1)

є рiвняння ейконалу

uµu
µ = F (u), (2)

нелiнiйне хвильове рiвняння
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)
= 0, (3)

рiвняння Борна–Iнфельда

(1− uνu
ν)¤u + uµuνuµν = 0, (4)

рiвняння Лiувiлля

¤u + λeu = 0 (5)

та багато iнших. У формулах (3)–(5) ¤u =
= ∂00 − 4 , uµ = gµνuν , gµν — метри-
чний тензор простору R1+n з сигнатурою
(+,−,−, ...,−), тобто

gµν =





0, µ 6= ν,
1, µ = ν = 0,
−1, µ = ν 6= 0,

F , G — довiльнi гладкi функцiї, λ — довiльна
стала.

Рiвняння (2)–(5) володiють широкими си-
метрiями Лi. Вони iнварiантнi вiдносно ал-
гебр Пуанкаре, розширеної алгебри Пуанка-
ре, конформної алгебри.

Рiвняння (2) є одним з основних рiв-
нянь геометричної оптики. Його симетрiй-
нi властивостi прокласифiкованi у [8]; нелi-
нiйне хвильове рiвняння (3) широко засто-
совується при описаннi рiзноманiтних фiзи-
чних процесiв. Iнварiантнiсть рiвняння (3)
вiдносно алгебр Пуанкаре, розширеної алге-
бри Пуанкаре та конформної алгебри дослi-
джена в роботi [8]; piвняння (4) в евклiдово-
му просторi узагальнює на n-вимiрний випа-
док рiвняння мiнiмальних поверхонь вперше
одержане Лагранжем iз варiацiйного прин-
ципу Ейлера-Лагранжа. Симетрiйнi власти-
востi та деякi точнi розв’язки рiвняння (4)
знайденi в роботах [2, 8, 9] . Рiвняння Лiувi-
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лля виникає у задачах диференцiальної гео-
метрiї, теорiї нелiнiйних хвиль, у квантовiй
теорiї поля (див., наприклад, [1]).

Оскiльки характерна особливiсть суча-
сного математичного опису реальних проце-
сiв полягає в тому, що рiвняння руху для
частинок, хвиль, полiв є складними нелiнiй-
ними системами диференцiальних i iнтегро-
диференцiальних рiвнянь, то постає питан-
ня як будувати такi рiвняння? Як розв’язу-
вати i дослiджувати такi системи? Очеви-
дно, що пiдхiд Лагранжа–Ейлера (механi-
чний у своїй основi) до побудови рiвняння
руху у багатьох випадках є обмеженим. До-
сить нагадати, що в рамках класичного ме-
тоду Лагранжа–Ейлера неможливо одержа-
ти без переходу до потенцiалiв рiвняння Ма-
ксвела для електромагнiтних хвиль. У робо-
тi [12] запропоновано нелагранжевий пiдхiд
для побудови i класифiкацiї рiвнянь руху. В
основi цього пiдходу лежить принцип вiдно-
сностi Лоренца–Пуанкаре–Ейнштейна.

У данiй роботi опишемо всi можливi зо-
браження алгебр Пуанкаре та конформної
алгебри, вiдноcно яких можуть бути iнварi-
антнi квазiлiнiйнi диференцiальнi рiвняння
з частиними похiдними другого порядку (1)
у випадку n = 2. Зазначимо, що у роботi [11]
розглянута задача iнварiантностi загально-
го рiвняння другого порядку вiдносно ал-
гебри Пуанкаре та деяких її розширень. У
роботах [3], [4] дана задача розглянута пов-
нiстю для одновимiрного рiвняння (1), але
для вужчого класу алгебр, а саме у випадку,
коли алгебра Пуанкаре AP (1, 1) має базовi
генератори вигляду

∂0, ∂1, J01 = x1∂0 + x0∂1.

У роботi [7] для випадку n = 1 ми опи-
сали всеможливi з точнiстю до перетворень
еквiвалентностi рiвняння класу (1), iнварi-
антнi вiдносно алгебри Пуанкаре AP (1, 1),
розширеної алгебри Пуанкаре AP1(1, 1) та
конформної алгебри AC(1, 1).

Означення 1. Алгеброю Пуанкаре нази-
вається алгебра

AP (1, n) = 〈Pµ, Jµν〉, (6)

де µ, ν = 0, n, оператори якої задовольняють
наступним комутацiйним спiввiдношенням

[Pα, Jµν ] = gαµPν − gανPµ, (7)

[Jαβ, Jµν ] = gαµJνβ +gανJβµ +gβµJαν +gβνJµα,
(8)

де α, β = 0, n.
Означення 2. Розширеною алгеброю

Пуанкаре називається алгебра

AP1(1, n) = 〈Pµ, Jµν , D〉,
оператори якої задовольняють комутацiй-
ним спiввiдношенням (7), (8) та

[Pα, D] = Pα, (9)

[Jαβ, D] = 0. (10)

Означення 3. Конформною алгеброю на-
зивається алгебра

AC(1, n) = 〈Pµ, Jµν , D, Kµ〉,
оператори якої задовольняють комутацiй-
ним спiввiдношенням (7), (8), (9), (10) та

[Pα, Kµ] = 2gαµD + 2Jµα, (11)

[Jαβ, Kµ] = gβµKα − gαµKβ, (12)

[D,Kµ] = Kµ. (13)

Зазначимо, що означення 1 — 3 є загально-
прийнятими (див., наприклад, [8]).

Оскiльки рiвняння (1) мiстить довiльнi
функцiї F µν , G, то воно описує певний клас
диференцiальних рiвнянь.

При симетрiйнiй класифiкацiї деякого
класу рiвнянь важливу роль вiдiграють пе-
ретворення еквiвалентностi даного класу
рiвнянь.

Означення 4. Перетворення незале-
жних змiнних x та залежної змiнної u

{
x′ = f(x, u),
u′ = g(x, u),

якi довiльне рiвняння заданого класу пере-
водять у рiвняння з того ж класу називаю-
ться перетвореннями еквiвалентностi зада-
ного класу рiвнянь.
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Знання перетворень еквiвалентностi до-
зволяє розбити клас рiвнянь на нееквiва-
лентнi пiдкласи, вибрати в кожному пiдкла-
сi канонiчного представника, дослiдити його
симетрiйнi властивостi та поширити цi вла-
стивостi на всi рiвняння даного пiдкласу.

У роботах [5], [10] запропонований ал-
горитм знаходження неперервних перетво-
рень еквiвалентностi. Використавши цей ал-
горитм, ми отримали наступний результат.

Лема 1. Максимальною групою непе-
рервних перетворень класу рiвнянь (1) є пе-
ретворення вигляду

x′µ = γµνxν +θµ(u), u′ = αµνxµxν +βµxµ+θ(u),
(14)

де γµν — довiльнi сталi, якi задають групу
GL(1 + n,R), αµν , βµ — груповi параметри,
θ = θ(u), θµ = θµ(u) — довiльнi гладкi фун-
кцiї, θ(u) 6= const.

Лема 1 доводиться методами [5], [10].
Таким чином всi подальшi дослiдження

ми будемо проводити з точнiстю до перетво-
рень (14).

Зображення алгебри Пуанкаре
AP(1,2)

У випадку x = (x0, x1, x2) рiвняння (1)
при довiльних функцiях F µν , G iнварiантне
вiдносно операторiв зсувiв по незалежних
змiнних. Оскiльки рiвняння (1) iнварiантне
вiдносно операторiв зсувiв, то в якостi опе-
раторiв Pµ алгебри (6) вiзьмемо оператори
∂µ, тобто

Pµ = ∂µ ≡ ∂

∂xµ

. (15)

Знайдемо тепер вигляд операторiв Jµν , якi
разом з операторами (15) утворюють алге-
бру Пуанкаре (7) — (8). Задавши довiльним
чином оператори Jµν :

Jµν = ξµνβ(x, u)∂β + ηµν(x, u)∂u (16)

та використавши комутацiйнi спiввiдношен-
ня (7), одержимо

ξµνβ
α = gαµδβν − gανδβµ, η

µν
β = 0. (17)

Проiнтегрувавши систему (17), знаходимо

ξµνβ = xµδβν − xνδβµ + aµνβ(u), ηµν = mµν(u),
(18)

де aµνβ = aµνβ(u), mµν = mµν(u) — довiльнi
гладкi функцiї. З урахуванням формул (18)
оператори (16) запишуться у виглядi

Jµν = xµ∂ν − xν∂µ + aµνβ(u)∂β + mµν∂u.

З формул (7) легко бачити, що Jνµ = −Jµν ,
тому

aνµβ = −aµνβ,mνµ = −mµν . (19)

Якщо врахувати комутацiйнi спiввiдношен-
ня (8), то одержимо наступну систему рiв-
нянь для визначення невiдомих функцiй
aµνβ та mµν :

mαβṁµν −mµνṁαβ =
= gαµmνβ + gανmβµ + gβµmαν + gβνmµα,

(20)
mαβȧµνγ −mµν ȧαβγ = gνσδµγa

αβσ+
+gασδβγa

µνσ − gµσδνγa
αβσ − gβσδαγa

µνσ+
+gαµaνβγ + gανaβµγ + gβµaανγ + gβνaµαγ.

(21)
У випадку n = 2 система (20), з урахува-

нням умов (19), має вигляд

m02ṁ01 −m01ṁ02 = m12,
m12ṁ01 −m01ṁ12 = m02,
m12ṁ02 −m02ṁ12 = −m01,

(22)

а система рiвнянь (21) перепишеться насту-
пним чином

m01ȧ020 −m02ȧ010 = −a012 + a021 − a120,
m01ȧ021 −m02ȧ011 = a020 − a121,
m01ȧ022 −m02ȧ012 = −a010 − a121,
m01ȧ120 −m12ȧ010 = a121 − a020,
m01ȧ121 −m12ȧ011 = −a012 − a021 + a120,
m02ȧ122 −m12ȧ012 = a011 − a022,
m02ȧ120 −m12ȧ020 = a010 + a122,
m02ȧ121 −m12ȧ021 = a011 − a022,
m02ȧ122 −m12ȧ022 = a012 + a021 + a120.

(23)
Розв’яжемо спочатку систему рiвнянь (22).
Взявши лiнiйну комбiнацiю її рiвнянь вiдпо-
вiдно з множниками −m12, m02, −m01, одер-
жимо

(m12)2 = (m01)2 + (m02)2. (24)

Загальним розв’язком системи (22) при умо-
вi (24) є функцiї

m01 = m02 = m12 = 0,
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або

m01 =
sinh ϕ

ϕ̇
,m02 =

1

ϕ̇
,m12 =

cosh ϕ

ϕ̇
, (25)

де ϕ = ϕ(u) — довiльна гладка функцiя,
ϕ(u) 6= const.

Зауваження. У випадку mµν = 0 зада-
ча опису диференцiальних рiвнянь, iнварi-
антних вiдносно алгебри AP (1, n), розв’яза-
на в [13]. Тому основну увагу ми звернемо
на випадок (25).

Застосувавши перетворення еквiвален-
тностi

xµ → xµ, ϕ(u) → u,

одержимо

m01 = sinh u,m02 = 1,m12 = cosh u. (26)

Застосувавши перетворення еквiвалентностi

xµ → xµ + θµ(u), u → u,

де 



θ0 =
∫

a120

m12 du,

θ1 =
∫

a021

m02 du,

θ2 =
∫

a012

m01 du,

ми можемо позбутися вiд функцiй a012, a021,
a120 в операторах Jµν . Тобто, не втрачаючи
загальностi, можна покласти

a012 = a021 = a120 = 0. (27)

Неважко переконатися, що при умовах (27)
система рiвнянь (23) сумiсна, якщо





a020 − a121 = 0,
a010 + a122 = 0,
a011 − a022 = 0.

Тодi з системи (23) одержуємо

ȧαβγ = 0.

Таким чином{
a011 = a022 = k0, a

010 = −a122 = k1,
a020 = a121 = k2,

де kµ — довiльнi сталi.
В результатi одержуємо, що оператори

Jµν мають вигляд

Jµν = (xµ + kµ)∂ν − (xν + kν)∂µ + mµν(u)∂u.
(28)

Оператори (28) з точнiстю до перетворень

xµ + kµ → xµ, u → u

еквiвалентнi операторам

Jµν = xµ∂ν − xν∂µ + mµν(u)∂u,

де mµν(u) задаються формулами (26).

Зображення розширеної алгебри
Пуанкаре AP1(1, 2) та

конформної алгебри AC(1,2)

Розширимо алгебру Пуанкаре

AP (1, 2) = 〈∂µ, Jµν = xµ∂ν−xν∂µ+mµν(u)∂u〉
оператором масштабних перетворень D,
який будемо шукати в довiльному виглядi

D = ξγ(x, u)∂γ + η(x, u)∂u,

де ξγ = ξγ(x, u), η = η(x, u) — шуканi
функцiї. Для того, щоб оператори ∂µ, Jµν ,
D утворювали розширену алгебру Пуанка-
ре AP1(1, 2), необхiдно виконання умов ко-
мутування (9) — (10). З умов (9) одержимо

ξγ
α∂γ + ηα∂u = ∂α,

звiдки
ξγ
α = δαγ, ηα = 0. (29)

Загальним розв’язком системи (29) є фун-
кцiї

ξγ = xγ + bγ(u), η = η(u),

де bγ(u), η(u) — довiльнi гладкi функцiї ар-
гумента u. Отже,

D = xγ∂γ + bγ(u)∂γ + η(u)∂u. (30)

Залишається задовольнити умови (10):

[Jαβ, D] =

= [xα∂β − xβ∂α + mαβ(u)∂u,

xγ∂γ + bγ(u)∂γ + η(u)∂u] =

= mαβ(ḃγ∂γ+η̇∂u)−bα∂β+bβ∂α−ηṁαβ∂u = 0.

Тодi

mαβ ḃγ = (gασδβγ − gβσδαγ)b
σ, (31)

mαβ η̇ = ηṁαβ. (32)
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Враховуючи вигляд функцiй mαβ, якi зада-
нi формулами (26) одержуємо, що рiвняння
(31) — (32) можливi лише при bγ = η = 0. З
формули (30) випливає, що

D = xγ∂γ.

Отже, ми показали, що у випадку mµν 6= 0
можлива лише наступна реалiзацiя розши-
реної алгебри Пуанкаре

AP1(1, 2) = 〈∂µ,
Jµν = xµ∂ν − xν∂µ + mµν(u)∂u, D = xγ∂γ〉.

(33)
Доповнимо тепер алгебру (33) операторами
конформних перетворень

Kµ = ξµγ(x, u)∂γ + ηµ(x, u)∂u. (34)

Для того, щоб оператори (33) — (34) утворю-
вали конформну алгебру AC(1, 2), необхiдно
виконання умов (11) — (13), якi i уточнюють
шуканi функцiї ξµγ(x, u), ηµ(x, u).

З умов (11) одержуємо

ξµγ
α = 2gαµxγ + 2δαγx

µ − 2δµγx
α,

ηµ
α = 2mµα.

(35)

Загальним розв’язком системи рiвнянь (35)
є функцiї

ξµγ = 2xµxν − δµγxνx
ν + aµγ(u),

ηµ = 2mµαxα + bµ(u),

де aµγ(u), bµ(u) — довiльнi гладкi функцiї.
Використавши комутацiйнi спiввiдношен-

ня (13), одержуємо, що aµβ = bµ = 0. Тому

Kµ = 2xµD − x2∂µ + 2xνm
µν∂u. (36)

Комутацiйнi спiввiдношення (12) для опера-
торiв (36) виконуються тотожньо.

Таким чином ми одержали наступну реа-
лiзацiю конформної алгебри

AC(1, 2) = 〈∂µ,
Jµν = xµ∂ν − xν∂µ + mµν(u)∂u, D = xγ∂γ,
Kµ = 2xµD − x2∂µ + 2xνm

µν∂u〉.
Отже, в данiй роботi з точнiстю до

перетворень еквiвалентностi (14) описано
всi можливi зображення алгебри Пуанкаре,

розширеної алгебри Пуанкаре та конфор-
мної алгебри, вiдносно яких можуть бути iн-
варiантнi квазiлiнiйнi диференцiальнi рiвня-
ння з частиними похiдними другого поряд-
ку вигляду (1) у випадку трьох незалежних
змiнних.
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