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ÐÎÇÂ'ßÇÀÍÍß ÄÅßÊÎ� ÑÈÍÃÓËßÐÍÎ� ÇÀÄÀ×I ÊÎØI
Äëÿ íåÿâíî¨ ñèíãóëÿðíî¨ çàäà÷i Êîøi äîâåäåíî iñíóâàííÿ ¹äèíîãî íåïåðåðâíî äèôåðåí-

öiéîâíîãî ðîçâ'ÿçêó ç âèçíà÷åíîþ àñèìïòîòèêîþ.

For an implicit initial value problem the existence of the unique continuously di�erentiable
solution with de�nite asymptotics is proved.

Âiäîìî, ùî äîñëiäæåííÿ ñèíãóëÿðíèõ çà-
äà÷ Êîøi ¹ îäíèì ç ãîëîâíèõ íàïðÿìêiâ ðîç-
âèòêó ñó÷àñíî¨ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü. Ñëiä ïiäêðåñëèòè, ùî äëÿ äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü, íå ðîçâ'ÿçàíèõ âiäíîñíî ïî-
õiäíî¨ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨, äîñòàòíüî äîêëà-
äíî âèâ÷åíi ïèòàííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi [3,12,15],
à òàêîæ çáiæíîñòi äî ðîçâ'ÿçêó ïîñëiäîâíî-
ñòåé íàáëèæåíü [2,11,14,16]. Â òîé æå ÷àñ
äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ðîçâ'ÿçàíèõ
âiäíîñíî ïîõiäíî¨ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨, îäåð-
æàíi íå òiëüêè ðåçóëüòàòè ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü
òà êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ [10,13], àëå äîñëi-
äæåíî òàêîæ [1,5] àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó
ðîçâ'ÿçêiâ, ïðè÷îìó â äîñòàòíüî çàãàëüíèõ
óìîâàõ. Àëå àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêiâ íåÿâ-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çàðàç âèâ÷åíî
íàáàãàòî ìåíøå íàâiòü äëÿ ðåãóëÿðíîãî âè-
ïàäêó. Òîìó àâòîðè ðîçãëÿíóëè äåÿêó ñèíãó-
ëÿðíó çàäà÷ó Êîøi íåÿâíîãî âèäó òà îäåð-
æàëè åôåêòèâíi äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ
¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó ç âiäîìîþ àñèìïòîòèêîþ.
Ïðè öüîìó áóëè çàñòîñîâàíi ÿêiñíi ìåòîäè
[4,5,6]. Ðîáîòà ïðîäîâæó¹ äîñëiäæåííÿ, ÿêi
áóëè ðîçïî÷àòi àâòîðàìè â ñòàòòÿõ [7,8,9].

Ðîçãëÿäàòèìåìî çàäà÷ó Êîøi

α(t)x′(t) = at + bx(t) + ϕ(t, x(t), x′(t)), (1)

x(0) = 0, (2)

äå x : (0, τ) → R - íåâiäîìà ôóíêöiÿ. Íåõàé
âèêîíàíi íàñòóïíi óìîâè (À):

1) a, b - ñòàëi;

2) α : (0, τ) → (0, +∞) - íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ, lim

t→+0
α(t) = 0;

3) ϕ : D → R - íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ,
D=

{
(t, x, y) : t ∈ (0, τ) , |x|< r1

t2

α(t)
, |y|< r2

t
α(t)

}
,

äå r1, r2 - äîäàòíi ñòàëi.
Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1),(2) íàçèâà¹òü-

ñÿ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ
x : (0, ρ] → R (0 < ρ < τ) , ÿêà òîòî-
æíî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ (1) ïðè âñiõ
t ∈ (0, ρ] òà, êðiì òîãî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
lim

t→+0
x(t) = 0.

Íàçâåìî óìîâàìè (Â) ñóêóïíiñòü íàñòó-
ïíèõ óìîâ:

1) α : (0, τ) → (0, +∞) - íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ;

2) lim
t→+0

α(t)
t

= +∞;

3) tα′(t)
α(t)

= λ + η(t), t ∈ (0, τ),

äå λ - ñòàëà, 0 ≤ λ ≤ 1, η : (0, τ) → R -
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, lim

t→+0
η(t) = 0;

4) |ϕ(t, x1, y1)− ϕ(t, x2, y2)| ≤

≤ l2
α(t)

t
|x1 − x2|+ l3α(t) |y1 − y2|

äëÿ áóäü-ÿêèõ (t, x1, y1) ∈ D, (t, x2, y2) ∈ D,
äå l2, l3 - äîäàòíi ñòàëi, l2 + l3 < 1 . Íåõàé
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ñòàëi c1, c2 îçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè

c1 =
a

2− λ
, c2 =

bc1

3− 2λ
, (3)

à ôóíêöiÿ ξ : (0, τ) → R îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíi-
ñòþ

ξ(t) = c1
t2

α(t)
+ c2

t3

α2(t)
. (4)

Íàçâåìî óìîâàìè (Ñ) ñóêóïíiñòü íàñòó-
ïíèõ óìîâ:

1) (t, ξ(t), ξ′(t)) ∈ D ïðè t ∈ (0, τ) ;

2) |ϕ(t, ξ(t), ξ′(t)) ∈ D| ≤ K1
t2

α(t)
β(t),

|η(t)| ≤ K2
t

α(t)
β(t), t ∈ (0, τ);

òóò K1, K2 - äîäàòíi ñòàëi,
β : (0, τ) → (0, +∞) - íåïåðåðâíî äèôå-
ðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, lim

t→+0
β(t) = 0, ïðè÷îìó

àáî
lim

t→+0

α(t)β(t)

t
= 0, (5)

àáî
lim

t→+0

t

α(t)β(t)
= σ, (6)

äå σ - ñòàëà, 0 ≤ σ < +∞ òà, êðiì òîãî,

lim
t→+0

t
β′(t)
β(t)

= β0, 0 ≤ β0 < +∞;

3) l2 < (3 + γ0 − 2λ)(1 − l3), äå ñòàëà γ0

îçíà÷à¹òüñÿ òàê:

γ0 =

{
1− λ, çà óìîâîþ (5)
β0, çà óìîâîþ (6)

(7)

Íåõàé ôóíêöiÿ γ : (0, τ) → (0, +∞) îçíà-
÷à¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè

γ(t) =

{
t

α(t)
, çà óìîâîþ (5)

β(t), çà óìîâîþ (6)
(8)

Î÷åâèäíî, lim tγ′(t)
γ(t)

x→+0

= γ0, äå ñòàëà γ0 âè-

çíà÷åíà ðiâíiñòþ (7).
Òåîðåìà ßêùî âèêîíàíi óìîâè

(À),(Â),(Ñ), òî iñíóþòü ñòàëi ρ ∈ (0, τ),

M > 0, q > 0 òàêi, ùî çàäà÷à (1),(2) ìà¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x : (0, ρ] → R , ÿêèé
çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòÿì

|x(t)− ξ(t)| ≤ M t3

α2(t)
γ(t),

|x′(t)− ξ′(t)| ≤ qM t2

α2(t)
γ(t),

äå t ∈ (0, ρ] , à ôóíêöi¨ ξ : (0, ρ] → R
òà γ : (0, τ) → (0, +∞) îçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè
(4),(8) âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ Íåõàé ñòàëi M òà q çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâàì

M > K3((3 + γ0 − 2λ)− (l2 + ql3))
−1,

3 + γ0 − 2λ < q < (3 + γ0 − 2λ− l2)l
−1
3 ,

äå ñòàëà K3 îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

K3 =





|bc2|+ 1, lim
x→+0

α(t)β(t)
t

= 0,

K1 + K(|c1|+ 1) + |bc2| (σ + 1) ,
lim

x→+0

t
α(t)β(t)

= σ.

Ââàæàòèìåìî, ùî ñòàëà ρ > 0 çàäîâîëüíÿ¹
óìîâi

ρ < min {ρ1, ρ2, ρ3,ρ4,ρ5,ρ6 } ,

(óñi ñòàëi ρi îçíà÷àþòüñÿ íèæ÷å). Âèçíà÷è-
ìî, ùî äîñòàòíÿ ìàëiñòü ρ ãàðàíòó¹ êîðåêò-
íiñòü âñiõ íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü. Îçíà÷èìî
÷åðåç B ìíîæèíó âñiõ íåïåðåðâíî äèôåðåí-
öiéîâíèõ ôóíêöié x : [o, ρ] → R ç íîðìîþ

‖x‖B = max
t∈[0,ρ]

(|x(t)|+ |x′(t)|).

Îçíà÷èìî ÷åðåç U ïiäìíîæèíó B , êîæíèé
åëåìåíò u : [0, ρ] → R ÿêî¨ çàäîâîëüíÿ¹ íå-
ðiâíîñòÿì

|u(t)− ξ(t)| ≤ M t3

α2(t)
γ(t),

|u′(t)− ξ′(t)| ≤ qM t2

α2(t)
γ(t), t ∈ (0, ρ] ,

ïðè÷îìó u(0) = 0, u′(0) = c1. Î÷åâèäíî, ùî
U - çàìêíåíà é îáìåæåíà ìíîæèíà.

Iñíó¹ òàêå ρ1 ∈ (0, τ) , ùî äëÿ âñiõ
t ∈ (0, ρ] , äå ρ ≤ ρ1 , âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà: (t, u(t), u′(t)) ∈ D äëÿ âñiõ u ∈ U .

Íàäàëi ðîçãëÿäàòèìåìî äèôåðåíöiàëüíå
ðiâíÿííÿ

x′(t) =
1

α(t)
(at + bx(t) + ϕ(t, u(t), u′(t))) ,

(9)
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äå u ∈ U - áóäü-ÿêà ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ.
Îçíà÷èìî D0 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ] , x ∈ R} .
Âñþäè â D0 äëÿ ðiâíÿííÿ (9) âèêîíó-
þòüñÿ óìîâè òåîðåìè iñíóâàííÿ é ¹äíî-
ñòi ðîçâ'ÿçêà çàäà÷i Êîøi òà íåïåðåðâ-
íî¨ çàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ âiä íà÷àëü-
íèõ äàíèõ. Ââåäåìî íàñòóïíi îçíà÷åííÿ:
Φ1=

{
(t, x) : t ∈ (0, ρ] , |x− ξ(t)|= M t3

α2(t)
γ(t)

}
,

D1=

{
(t, x) : t ∈ (0, ρ] , |x− ξ(t)|< M t3

α2(t)
γ(t)

}
,

H=

{
(t, x) : t ∈ (0, ρ] , |x− ξ(ρ)|= M ρ3

α2(ρ)
γ(ρ)

}
.

Íåõàé ôóíêöiÿ A1 : D0 → (0, +∞] îçíà-
÷åíà ðiâíiñòþ

A1(t, x) = (x− ξ(t))2(
t3

α2(t)
γ(t))−2.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç a1 : D0 → R ïîõiäíó öi-
¹¨ ôóíêöi¨ â ñèëó ðiâíÿííÿ (9). Ëåãêî áà÷è-
òè, ùî iñíó¹ òàêå ρ2 ∈ (0, τ) , ùî äëÿ âñiõ
t ∈ (0, ρ] , äå ρ ≤ ρ2, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:
a1(t, x) < 0 ïðè (t, x) ∈ Φ1. Òîìó ([8], ñòîð.
66) ñåðåä iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ ðiâíÿííÿ (9),
ÿêi ïåðåòèíàþòü H , çíàéäåòüñÿ õî÷ îäíà,
ÿêà îçíà÷åíà ïðè t ∈ (0, ρ] òà ëåæèòü â D1

ïðè âñiõ t ∈ (0, ρ] . Ïîçíà÷èìî öþ iíòåãðàëü-
íó êðèâó ÷åðåç Iu : (t, xu(t)) . Äîâåäåìî,
ùî âêàçàíà iíòåãðàëüíà êðèâà ¹ ¹äèíîþ ií-
òåãðàëüíîþ êðèâîþ ðiâíÿííÿ (9) ç òàêèìè
âëàñòèâîñòÿìè. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî îäíî-
ïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨ ìíîæèí

Φ2(ν) = {(t, x) : t ∈ (0, ρ] , |x− xu(t)| = νt} ,
D2(ν) = {(t, x) : t ∈ (0, ρ] , |x− xu(t)| < νt} ,

äå ν - ïàðàìåòð, ν ∈ (0, 1] . Íåõàé ôóíêöiÿ
A2 : D0 → (0, +∞] îçíà÷åíà ðiâíiñòþ

A2(t, x) = (x− xu(t))
2t−2

òà íåõàé a2 : D0 → R - ïîõiäíà öi¹¨ ôóí-
êöi¨ â ñèëó ðiâíÿííÿ (9). Ëåãêî ïåðåêîíàòè-
ñÿ â òîìó, ùî iñíó¹ òàêå ρ3 ∈ (0, τ) , ùî
äëÿ âñiõ t ∈ (0, ρ] , äå ρ ≤ ρ3, âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà: a2(t, x) < 0 ïðè (t, x) ∈ D0, ÿêùî
òiëüêè x 6= xu(t) . Çîêðåìà, a2(t, x) < 0,
ÿêùî (t, x) ∈ Φ2(ν) äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâà-
íîãî ïàðàìåòðó ν ∈ (0, 1] . Çâiäñè âèïëèâà¹
([8], ñòîð.66-67) ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ

, ÿêå äîâîäèòüñÿ. Íà ïiäñòàâi ñêàçàíîãî,

|xu(t)− ξ(t)| ≤ M
t3

α2(t)
γ(t), t ∈ (0, ρ] .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî iñíó¹ òàêå ρ4 ∈ (0, τ) , ùî
äëÿ âñiõ t ∈ (0, ρ] , äå ρ ≤ ρ4 , âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

|x′u(t)− ξ′(t)| ≤ qM
t2

α2(t)
γ(t), t ∈ (0, ρ] .

Ïîêëàäåìî çà îçíà÷åííÿì xu(0) = 0 ,
x′u(0) = c1 . Òîäi xu ∈ U . Îçíà÷èìî
îïåðàòîð T : U → U ðiâíiñòþ

Tu = xu. (10)

Òåïåð äîâåäåìî, ùî T : U → U - îïå-
ðàòîð ñòèñêó. Íåõàé u1 ∈ U , u2 ∈ U−
äîâiëüíi ôiêñîâàíi ôóíêöi¨. Ïîêëàäå-
ìî Tu1 = x1, Tu2 = x2. ßêùî u1 = u2,
òî x1 = x2. ßêùî æ u1 6= u2, òî íå-
õàé ‖u1 − u2‖B = h, h > 0. Äàëi áóäåìî
äîñëiäæóâàòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó
iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ

x′(t) =
1

α(t)
(at + bx(t) + ϕ(t, u1(t), u

′
1(t))).

(11)
Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Φ3 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ] , |x− x2(t)| = 3ht} ,
D3 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ] , |x− x2(t)| < 3ht} .

Íåõàé ôóíêöiÿ A3 : D0 → (0, +∞] îçíà÷åíà
ðiâíiñòþ

A3(t, x) = (x− x2(t))
2t−2,

òà íåõàé a3 : D0 → R - ïîõiäíà öi¹¨ ôóíêöi¨
â ñèëó ðiâíÿííÿ (11). Ëåãêî áà÷èòè, ùî iñíó¹
òàêå ρ5 ∈ (0, τ) , ùî äëÿ âñiõ t ∈ (0, ρ] , äå
ρ ≤ ρ5 , âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

a3(t, x) < 0, (t, x) ∈ Φ3. (12)

Ïðè îäåðæàííi (12) ìè âèêîðèñòàëè î÷åâè-
äíi íåðiâíîñòi

|u1(t)− u2(t)| ≤ ht, |u′1(t)− u′2(t)| ≤ h,
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ÿêi âèêîíàíi ïðè âñiõ t ∈ (0, ρ] òà äëÿ
áóäü-ÿêèõ u1 ∈ U, u2 ∈ U. Â òîé æå ÷àñ

|x1(t)− x2(t)| ≤ |x1(t)− ξ(t)|+ |x2(t)− ξ(t)| ≤

≤ 2M t3

α2(t)
γ(t) < 3ht,

ÿêùî t ∈ (0, t(h)] , äå t(h) ∈ (0, ρ] , t(h)
- äîñòàòíüî ìàëå. Òîìó iíòåãðàëüíà êðèâà
I : (t, x1(t)) ðiâíÿííÿ (11) ëåæèòü â D3

ïðè âñiõ t ∈ (0, t(h)] . Çâiäêè âèïëèâà¹ ([8],
ñòîð.67-69), ùî âêàçàíà iíòåãðàëüíà êðèâà
çàëèøà¹òüñÿ â D3 ïðè âñiõ t ∈ (0, ρ] . Îò-
æå,

|x1(t)− x2(t)| ≤ 3ht, t ∈ (0, ρ] . (13)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

|x′1(t)− x′2(t)| ≤ (l2 + l3 + o(1))h, t → +0.
(14)

Íà ïiäñòàâi (13),(14),

|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| ≤

≤ (l2 + l3 + +o(1))h, t → +0.

Ïîêëàäåìî θ = 1
2
(1 + l1 + l3) . Î÷åâèäíî,

0 < θ < 1. Iñíó¹ òàêå ρ6 ∈ (0, τ) , ùî äëÿ
âñiõ t ∈ (0, ρ] , äå ρ ≤ ρ6 , âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà:

|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| ≤ θh, t ∈ (0, ρ] ,

òîìó ìà¹ìî

max
t∈[0,ρ]

(|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)|) ≤ θh,

àáî
‖x1 − x2‖B ≤ θh,

àáî, îñòàòî÷íî,

‖Tu1 − Tu2‖B ≤ θ ‖u1 − u2‖B .

Ïðîâåäåíi ìiðêóâàííÿ íå çàëåæàòü âiä îáðà-
ííÿ ôóíêöié u1 ∈ U, u2 ∈ U. Òîìó T : U →
U - îïåðàòîð ñòèñêó. Çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñó-
âàòè äî îïåðàòîðà T : U → U ïðèíöèï Áà-
íàxà ñòèñíóòèõ âiäîáðàæåíü. Òåîðåìó äîâå-
äåíî.

Ïðèêëàä

t
1
3 x′(t) = t + 2x(t) + ϕ(t, x(t), x′(t)), x(0) = 0

äå

ϕ(t, x(t), x′(t)) = −24

35
t3 − t

19
3 (x(t))8(x′(t))5+

+t7(x(t))8(x′(t))4 + 2t6(x(t))9(x′(t))4−

−24

35
t9(x(t))8(x′(t))4.

Âiäïîâiäíî òåîðåìè, öÿ çàäà÷à ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê x0 (0, ρ] → R òàêèé, ùî

∣∣∣x0(t)− 3
5
t

5
3 − 18

35
t

7
5

∣∣∣ ≤ Mt3, t ∈ (0, ρ] , (*)

äå ρ äîñòàòíüî ìàëå, ρ > 0,M äîñòàòíüî
âåëèêå.

Ç iíøîãî áîêó, çàäà÷ó ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi:

(
t

1
3 x′(t)− t− 2x(t) + 24

35
t3

)
×

× (1 + t6(x(t))8(x′(t))4) = 0, x(0) = 0.

Òàê ÿê çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿ-
ííÿ ìà¹ âèãëÿä:

x(t) =
3

5
t

5
3 +

18

35
t

7
5 +

12

35
t3 + Ce3t

2
3 , C ∈ R,

òî î÷åâèäíî, ùî ó äàíî¨ çàäà÷i Êîøi iñíó¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x0 (0, ρ] → R (äëÿ áóäü-
ÿêîãî ρ > 0 ) òàêèé, ùî

x0(t) =
3

5
t

5
3 +

18

35
t

7
5 +

12

35
t3.

Öåé ðîçâ'ÿçîê çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (*), ÿêùî
M ≥ 1 , à ρ > 0 - äîñòàòíüî ìàëå.
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