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Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

ÍÅËIÍIÉÍI ÅËIÏÒÈ×ÍI ÂÀÐIÀÖIÉÍI ÍÅÐIÂÍÎÑÒI Ó
ÊÂÀÇIÖÈËIÍÄÐÈ×ÍÈÕ ÎÁËÀÑÒßÕ

Çíàéäåíî êëàñè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíèõ åëiïòè÷íèõ
íåðiâíîñòåé, çàäàíèõ ó íåîáìåæåíèõ êâàçiöèëiíäðè÷íèõ îáëàñòÿõ, ç ïåâíèìè óìîâàìè íà ïî-
âåäiíêó ðîçâ'ÿçêó i îáìåæåííÿìè íà çðîñòàííÿ âèõiäíèõ äàíèõ íà íåñêií÷åííîñòi. Ïðè öüîìó
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà àíàëîçi ïðèíöèïó Ñåí-Âåíàíà.

It has been obtained the existence and uniqueness classes of nonlinear elliptic inequalities
given in unbounded quasicylindrical domains under some conditions on the solution's behaviour
and restrictions on initial data's growth. We use the method based on Saint-Venant's principle
analogue.

Âñòóï. Íà ñüîãîäíi àêòóàëüíèì ¹ âèâ÷åí-
íÿ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé iç íåñòàöiîíàð-
íèìè óìîâàìè ðîñòó, îñêiëüêè âîíè ¹ îá'¹ê-
òîì äîñëiäæåííÿ ó òåîði¨ ïðóæíîñòi òà äè-
íàìiöi åëåêòðîðåîëîãi÷íèõ ðå÷îâèí ([1,2]).

Ó äàíié ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ îäíîçíà÷-
íà ðîçâ'ÿçíiñòü âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé, ìî-
äåëüíèì ïðèêëàäîì ÿêèõ ¹ âàðiàöiéíà íåðiâ-
íiñòü, àñîöiéîâàíà ç ðiâíÿííÿì

n∑
i=1

(
|uxi

|pi(x)−2uxi

)
xi

− |u|p0(x)−2u = f, (1)

ïðè pi(x) = 2 (i = 0, k), pi(x) > 1
(i = k + 1, n) (çàóâàæèìî, ùî ïðè pi(x) = 2
(i = k + 1, n) ðiâíÿííÿ (1) ¹ ëiíiéíèì), à
îáëàñòü çàäàííÿ Ω ïî çìiííèõ x1, . . . , xk ¹
íåîáìåæåíîþ, à ïî ðåøòà çìiííèõ � îáìå-
æåíîþ.

Åëiïòè÷íi âàðiàöiéíi íåðiâíîñòi â íåîáìå-
æåíèõ îáëàñòÿõ âèâ÷àëèñü ó ðîáîòàõ [3�7].
Âèÿâèëîñÿ, ùî äëÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ëi-
íiéíèõ òà äåÿêèõ íåëiíiéíèõ âàðiàöiéíèõ íå-
ðiâíîñòåé iç íåîáìåæåíîþ îáëàñòþ çàäàí-
íÿ òðåáà íàêëàñòè ïåâíi îáìåæåííÿ íà éî-
ãî ïîâåäiíêó íà íåñêií÷åííîñòi, à iñíóâàí-
íÿ ðîçâ'ÿçêó âäà¹òüñÿ äîâåñòè ïðè âiäïî-
âiäíèõ óìîâàõ íà çðîñòàííÿ âèõiäíèõ äàíèõ
íà íåñêií÷åííîñòi [3,4]. Îäíàê iñíóþòü íåëi-
íiéíi âàðiàöiéíi íåðiâíîñòi, ÿêi ¹ îäíîçíà÷-
íî ðîçâ'ÿçíèìè áåç óìîâ íà íåñêií÷åííîñòi.

Ó ðîáîòi [5] çíàéäåíî âàðiàöiéíi íåðiâíîñòi
çi ñòàëèìè ïîêàçíèêàìè ç òàêîþ âëàñòèâiñ-
òþ. Ó [6] âñòàíîâëåíî êîðåêòíiñòü áåç óìîâ
íà íåñêií÷åííîñòi ñèñòåì êâàçiëiíiéíèõ âà-
ðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé, ìîäåëüíèì ïðèêëà-
äîì ÿêèõ ¹ íåðiâíiñòü, àñîöiéîâàíà ç (1) ïðè
pi = 2 (i = 1, n), p0(x) > 2. Ó ðîáîòi [7]
îòðèìàíî ïîäiáíèé ðåçóëüòàò äëÿ àíiçîòðîï-
íèõ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé, àñîöiéîâàíèõ ç
ðiâíÿííÿì (1) ïðè 1 < pi(x) ≤ 2 (i = 1, n),
p0(x) ≥ 2, à ó [8] � äëÿ ¨õíiõ óçàãàëüíåíü íà
âèïàäîê êâàçiëiíiéíèõ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñ-
òåé âèùèõ ïîðÿäêiâ çi çìiííèìè ïîêàçíèêà-
ìè íåëiíiéíîñòi.

Ó ïðàöi [9] çíàéäåíî êëàñè iñíóâàííÿ òà
¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ óçà-
ãàëüíåíü ðiâíÿííÿ (1) ç óìîâàìè íà íåñêií-
÷åííîñòi. Ïðè öüîìó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êîì-
áiíàöiÿ ìåòîäó, ÿêèé áàçó¹òüñÿ íà àíàëîçi
âiäîìîãî â òåîði¨ ïðóæíîñòi ïðèíöèïó Ñåí-
Âåíàíà òà ìåòîäó ìîíîòîííîñòi. Ó äàíié ðî-
áîòi öi ðåçóëüòàòè ïåðåíîñÿòüñÿ íà âàðiàöié-
íi íåðiâíîñòi.

Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ. ×åðåç Rm, m ∈
N , ïîçíà÷àòèìåìî ëiíiéíèé ïðîñòið, ñêëàäå-
íèé iç åëåìåíòiâ âèãëÿäó x = (x1, . . . , xm) ,
äå xi ∈ R (i = 1,m), ç íîðìîþ |x| =√

x2
1 + . . . + x2

m . ßêùî v(z) , z ∈ D̃ ⊂ Rm,
� ÿêà-íåáóäü ôóíêöiÿ, òî ïiä v|D ðîçóìiòè-
ìåòüñÿ ¨¨ çâóæåííÿ íà ìíîæèíó D ⊂ D̃ .

Íåõàé Ω � íåîáìåæåíà êâàçiöèëiíäðè÷íà
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îáëàñòü ó ïðîñòîði Rn (n ≥ 2 ), òîáòî (ç
òî÷íiñòþ äî íóìåðàöi¨ çìiííèõ) äëÿ äåÿêîãî
íàòóðàëüíîãî k < n ìíîæèíà Ω∩ {x ∈ Rn :
x2

1 + . . . + x2
k < R2} ¹ îáìåæåíîþ äëÿ êîæ-

íîãî R > 0 i äëÿ áóäü-ÿêîãî j ∈ {1, . . . , k}
ìíîæèíà Ω ∩ {x ∈ Rn :

∑
i=1,k,i6=j

x2
i < R2} �

íåîáìåæåíà õî÷à á äëÿ îäíîãî çíà÷åííÿ
R > 0 . Îêðiì òîãî, ïðèïóñêàòèìåìî, ùî 0
íàëåæèòü äî Ω . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ωτ äëÿ
äîâiëüíîãî τ > 0 çâ'ÿçíó êîìïîíåíòó ìíî-
æèíè Ω∩{x ∈ Rn :

√
x2

1 + . . . + x2
k < 1+ τ} ,

ùî ìiñòèòü 0. Íåõàé ìåæà ∂Ω îáëàñòi Ω �
êóñêîâî-ãëàäêà i òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ íå-
ïåðåðâíî¨ íà Ω ôóíêöi¨ v âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü

d

dτ

∫

Ωτ

v(x)d x =

∫

Sτ

v(s)h(s)d s, τ > 0, (2)

äå Sτ
def
= ∂Ωτ\∂Ω, h ∈ C(Ω), h > 0, d s �

åëåìåíò ïëîùi ïîâåðõíi Sτ . Äëÿ âèêîíàí-
íÿ óìîâè (2) äîñòàòíüî âèìàãàòè, ùîá ìå-
æà îáëàñòi Ω áóëà ãëàäêîþ. Çàóâàæèìî, ùî
áóäü-ÿêà îáëàñòü âèãëÿäó Ω = Ω1 × Ω2, äå
Ω1 � íåîáìåæåíà îáëàñòü â Rk ç ãëàäêîþ
ìåæåþ, a Ω2 � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn−k,
¹ êâàçiöèëiíäðè÷íîþ i çàäîâîëüíÿ¹ âêàçàíó
óìîâó.

Íåõàé C1
c (Rk) � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó

C1(Rk) , ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié, íîñi¨
ÿêèõ ¹ îáìåæåíèìè, a C1,+

c (Rk) � ïiäïðî-
ñòið ïðîñòîðó C1

c (Rk) , åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹
íåâiä'¹ìíi â Rk ôóíêöi¨.

Íåõàé r ∈ L∞, loc(Ω) , ïðè÷îìó r(x) ≥ 1
äëÿ ìàéæå âñiõ (ì. â.) x ∈ Ω . Íà ïðîñòîði
C(Ωτ ) , äå τ > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî, ââåäåìî
íîðìó
‖v‖Lr( · )(Ωτ )

def
= inf{λ > 0 : ρr(v/λ; τ) ≤ 1}, äå

ρr(v; τ)
def
=

∫
Ωτ

|v(x)|r(x) d x. Ïîïîâíåííÿ ëiíié-

íîãî ïðîñòîðó C(Ωτ ) çà öi¹þ íîðìîþ ïîç-
íà÷èìî ÷åðåç Lr( · )(Ωτ ) (äèâ. [10]). Ìíîæè-
íà Lr( · )(Ωτ ) ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì ïðî-
ñòîðó L1(Ωτ ) i íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì
ïðîñòîðîì Ëåáåãà. Ïiä Lr( · ), loc(Ω) ðîçóìi-
òèìåìî çàìèêàííÿ ïðîñòîðó C(Ω) çà òîïî-
ëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñèñòåìîþ ïiâíîðì: ‖ ·

‖Lr( · )(Ωτ ), τ > 0.

Íåõàé P def
={p = (p0, p1, . . . , pn) : pi ∈

L∞(Ω), pi(x) > 1 äëÿ ì. â. x ∈ Ω}.
Äëÿ p ∈ P ÷åðåç p∗ = (p∗0, p

∗
1, . . . , p

∗
n)

ïîçíà÷èìî âåêòîðíó ôóíêöiþ, êîìïîíåíòè
ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó: 1

pi(x)
+ 1

p∗i (x)
= 1

(i = 0, n) äëÿ ì. â. x ∈ Ω. Äëÿ êîæíîãî
τ > 0 ïiä W 1

p( · )(Ωτ ) ðîçóìiòèìåìî áàíàõiâ
ïðîñòið, îòðèìàíèé ïîïîâíåííÿì ïðîñòîðó
C1(Ωτ ) çà íîðìîþ

‖v‖W 1
p( · )(Ωτ )

def
=

n∑
i=0

‖∂iv‖Lp i( · )(Ωτ ),

äå ∂i
def
= ∂/∂xi, i = 1, n, ∂0v = v . Î÷åâèä-

íî, ùî W 1
p( · )(Ωτ ) ¹ ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó{

v(x), x ∈ Ωτ : ∂iv ∈ Lpi( · )(Ωτ ) (i = 0, n)
}
.

Íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði C1
c (Ω) ââåäåìî

òîïîëîãiþ ëiíiéíîãî îïóêëîãî ïðîñòîðó çà
äîïîìîãîþ ñèñòåìè ïiâíîðì: ‖ · ‖W 1

p( · )(Ωτ ),

τ > 0. Çàìèêàííÿ öüîãî ïðîñòîðó çà
ââåäåíîþ òîïîëîãi¹þ ïîçíà÷èìî ÷åðåç
W 1

p( · ), loc(Ω) . Î÷åâèäíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü
{vk}∞k=1 ¹ çáiæíîþ äî v ó öüîìó ïðîñòîði,
ÿêùî ‖vk − v‖W 1

p( · )(Ωτ )−→
k→∞

0 äëÿ êîæíîãî
τ > 0 .

2. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà îñíîâ-
íèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ðîçãëÿíåìî âàðiàöiéíó íåðiâíiñòü
∫

Ω

n∑
i=0

ai(x, u,∇u)∂i(w(v − u)) d x ≥

≥
∫

Ω

n∑
i=0

fi(x)∂i(w(v − u)) d x, (3)

äå ai, fi � çàäàíi ôóíêöi¨, u � øóêàíà
ôóíêöiÿ, ∇u = (∂1u, . . . , ∂nu), v, w � "ïðî-
áíi" ôóíêöi¨, ÿêi íàëåæàòü äî ïåâíèõ ïðî-
ñòîðiâ.

Çðîáèìî âiäïîâiäíi ïðèïóùåííÿ. Íåõàé
1) äëÿ êîæíîãî i ∈ {0, 1, . . . , n} ôóí-

êöiÿ ai(x, s, ξ) , (x, s, ξ) ∈ Ω× R× Rn, ¹ êà-
ðàòåîäîðiâñüêîþ, òîáòî äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈
Ω ôóíêöiÿ ai(x, ·, ·) : R × Rn → R � íå-
ïåðåðâíà i äëÿ áóäü-ÿêèõ s ∈ R , ξ ∈ Rn

ôóíêöiÿ ai(·, s, ξ) : Ω → R � âèìiðíà;
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2) äëÿ êîæíîãî i ∈ {0, 1, . . . , n}, ì. â.
x ∈ Ω i áóäü-ÿêèõ s ∈ R, ξ ∈ Rn âèêîíó-
¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|ai(x, s, ξ)| ≤
≤ h1i

( n∑
j=1

|ξj|pj(x)/p∗i (x) + |s|p0(x)/p∗i (x)
)

+ h2i,

äå p = (p0, p1, . . . , pn) ∈ P, h1i ∈ L∞, loc(Ω),
h2i ∈ Lp ∗i ( · ), loc(Ω) ;

3) fi ∈ Lp ∗i ( · ), loc(Ω), i = 0, n.
Íåõàé K � îïóêëèé çàìêíåíèé êîíóñ

ó ïðîñòîði W 1
p( · ), loc(Ω) ç âåðøèíîþ â íó-

ëi, òîáòî çàìêíåíà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó
W 1

p( · ), loc(Ω) òàêà, ùî: 1) v + w ∈ K ∀v, w ∈
K; 2) λv ∈ K ∀λ ≥ 0, v ∈ K.

Çàóâàæåííÿ 1. Íåõàé G ⊆ Ω � ïiäîá-
ëàñòü àáî êóñêîâî-ãëàäêà (n − 1) -âèìiðíà
ïîâåðõíÿ, à K � ïiäìíîæèíà ìíîæèíè
W 1

p( · ), loc(G) , ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç íåâiä'¹ìíèõ
íà G ôóíêöié. Î÷åâèäíî, ùî K � îïóêëèé
çàìêíåíèé êîíóñ ç âåðøèíîþ â íóëi.

Îçíà÷åííÿ. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì
âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (3) íàçèâàþòü ôóí-
êöiþ u ∈ K, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü (3)
äëÿ âñiõ v ∈ K i w ∈ C1,+

c (Rk).
Ââàæàþ÷è, ùî
4) p0(x) = 2, p1(x) = 2, . . . , pk(x) = 2

äëÿ
ì. â. x ∈ Ω

áóäåìî øóêàòè äîäàòêîâi óìîâè íà âèõiäíi
äàíi, ïðè ÿêèõ óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê âàði-
àöiéíî¨ íåðiâíîñòi (3) iñíó¹ òà ¹äèíèé ó êëàñi
ôóíêöié ç ïåâíîþ ïîâåäiíêîþ íà íåñêií÷åí-
íîñòi.

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ùå òàêi óìîâè:
5) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω òà áóäü-ÿêèõ

s, r ∈ R i ξ, η ∈ Rn

a0(x, s, ξ) =
k∑

i=1

bi(x)ξi + c(x, s, ξ), (4)

äå bi, ∂ibi ∈ C(Ω), bi|∂Ω = 0 (i = 1, k) i
n∑

i=1

(ai(x, s, ξ)− ai(x, r, η))(ξi − ηi)+

+(c(x, s, ξ)− c(x, r, η))(s− r) ≥

≥ q1(x)
k∑

i=1

|ξi − ηi|2 + q2(x)|s− r|2, (5)

äå q1, q2 ∈ C(Ω), min
x∈Ωτ

q1(x) > 0 ∀τ > 0,

q2(x)− 2−1

k∑
i=1

∂ibi(x) > 0 ∀ x ∈ Ω; (6)

6) äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , k}, ì. â.
x ∈ Ω òà áóäü-ÿêèõ s, r ∈ R i ξ, η ∈ Rn

ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

|ai(x, s, ξ)− ai(x, r, η)| ≤

≤ g1i(x)
k∑

j=1

|ξj − ηj|+ g2i(x)|s− r|, (7)

äå g1i, g2i � äåÿêi íåïåðåðâíi òà íåâiä'¹ìíi
íà Ω ôóíêöi¨, ïðè÷îìó

( k∑
i=1

g2
2i(x)

) 1
2 ≥1

2

k∑
i=1

bi(x)
xi

|x| ∀x ∈ Sτ , ∀τ > 0;

(8)
7) iñíó¹ íåïåðåðâíà äîäàòíà ôóíêöiÿ

A(τ), τ ≥ 0, òàêà, ùî
d1(τ)λ−1/2(τ) + d2(τ)λ−1(τ) ≤ A(τ) ∀τ > 0,

+∞∫

0

d z

A(z)
= +∞, (9)

äå d1(τ) = sup
s∈Sτ

( k∑
i=1

g2
1i(s)/(q1(s)h(s))

)1/2

;

d2(τ) = sup
s∈Sτ

(( k∑
i=1

g2
2i(s)

)1/2

− 1
2

k∑
i=1

bi(s)
si

|s|
)
;

λ(τ) = inf
v

{[∫
Sτ

E(v) h d s
][∫

Sτ

v2 d s
]−1}

,

äå iíôiìóì áåðåòüñÿ ïî âñiõ íåïåðåðâíî äè-
ôåðåíöiéîâíèõ â îêîëi Sτ ôóíêöiÿõ;

E(v)
def
= q1

k∑
i=1

(∂iv)2 + (q2 − 2−1

k∑
i=1

∂ibi)v
2.

Çàóâàæåííÿ 2. Ç óìîâè 6 , çîêðåìà,
âèïëèâà¹, ùî ïðè ¨¨ âèêîíàííi ôóíêöi¨
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ai(x, s, ξ) , (x, s, ξ) ∈ Ω× R× Rn, (i = 1, k)
ÿâíî íå çàëåæàòü âiä çìiííèõ ξk+1, . . . , ξn.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ çâè÷àéíîãî
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

d τ

dα
= A(τ), τ(0) = 0. (10)

Î÷åâèäíî, ùî ðîçâ'ÿçîê τ(α), α ≥ 0, çàäà-

÷i (10) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ
τ(α)∫
0

d z
A(z)

= α .
Çâiäñè òà óìîâè (9), çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî
τ(α) → +∞ ïðè α → +∞ .

Ïîêëàäåìî 〈v〉α def
=

(∫
Ωα

E(v) d x

)1/2

, äå

Ωα def
= Ωτ(α), α ≥ 0.

Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè
1�7 . Òîäi â êëàñi ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâó

∫

ΩR

E(v) d x = o(1)eR ïðè R → +∞, (11)

âàðiàöiéíà íåðiâíiñòü (3) ìîæå ìàòè íå
áiëüøå îäíîãî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî l ïîêëàäåìî

Λl
def
= inf

v

{[∫
Ωl

E(v) d x
][∫

Ωl

v2 d x
]−1

}
,

äå iíôiìóì áåðåòüñÿ ïî âñiõ ôóíêöiÿõ v ç
ïðîñòîðó C1(Ωl) ; q1l

def
= min

Ωl

q1(x) > 0.

Íåõàé W 1
p( · ), c(Ω) � ëiíiéíèé ïiäïðîñòið

ëiíiéíîãî ïðîñòîðó W 1
p( · ), loc(Ω) , ÿêèé ñêëà-

äà¹òüñÿ ç ôóíêöié, íîñi¨ ÿêèõ ¹ îáìåæåíèìè
ìíîæèíàìè (çîêðåìà, ìåæi íîñi¨â ìîæóòü
ìàòè íåïîðîæíié ïåðåòèí ç ìåæåþ ∂Ω ). Íà
ïðîñòîði W 1

p( · ), c(Ω) çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñ-
òåé âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: ïîñëiäîâíiñòü {fl}∞l=1

¹ çáiæíîþ äî f â W 1
p( · ), c(Ω) , ÿêùî iñíó¹ çíà-

÷åííÿ τ > 0 òàêå, ùî íîñi¨ ÷ëåíiâ ïîñëiäîâ-
íîñòi ëåæàòü â Ωτ i ‖f − fl‖W 1

p( · )(Ωτ )−→
l→∞

0.

Ñïðÿæåíèé äî W 1
p( · ), c(Ω) ïðîñòið ïîçíà-

÷àòèìåìî ÷åðåç (W 1
p( · ), c(Ω))′ , à äiþ åëå-

ìåíòà f ∈ (W 1
p( · ), c(Ω))′ íà åëåìåíò v ∈

W 1
p( · ), c(Ω) � 〈f, v〉∗ .

Äîäàòêîâî ïðèïóñêàòèìåìî, ùî
8) äëÿ ìíîæèíè K iñíó¹ îïåðàòîð

β : W 1
p( · ), loc(Ω) −→ (W 1

p( · ), c(Ω))′ òàêèé, ùî

K = {v ∈ W 1
p( · ), loc(Ω) : β(v) = 0};

〈β(u1)− β(u2), w(u1 − u2)〉∗ ≥ 0 (12)
∀u1, u2 ∈ W 1

p( · ), loc(Ω), w ∈ C1,+
c (Rk).

Çàóâàæåííÿ 3. ßêùî K = W 1
p( · ), loc(Ω),

òî âàðiàöiéíà íåðiâíiñòü (3) ïåðåõîäèòü ó ií-
òåãðàëüíå ðiâíÿííÿ
∫

Ω

n∑
i=0

ai(x, u,∇u)∂iψ d x ≥
∫

Ω

n∑
i=0

fi(x)∂iψ d x,

(13)
äå ψ � "ïðîáíà" ôóíêöiÿ ç W 1

p( · ), c(Ω).

Çàóâàæåííÿ 4. Äëÿ ìíîæèíè K iç çàóâà-
æåííÿ 1 âèçíà÷èìî îïåðàòîð β , ÿêèé çàäî-
âîëüíÿ¹ âêàçàíi âèùå óìîâè, çà ïðàâèëîì

〈βu, v〉∗ =
∫
G

N∑
j=1

u
(−)
j vj d µ

äëÿ äîâiëüíèõ u ∈ W 1
p( · ), loc(Ω), v ∈

W 1
p( · ), c(Ω), äå d µ � åëåìåíò "îá'¹ìó", ÿêùî

G � ïiäîáëàñòü, i d µ � åëåìåíò "ïëîùi",
ÿêùî G � ïîâåðõíÿ; u(−)(x) = u(x) ïðè
u(x) < 0 i u(−)(x) = 0 ïðè u(x) ≥ 0 äëÿ
ìàéæå âñiõ x ∈ G.

Òåîðåìà 2. Íåõàé, êðiì óìîâ 1�7 , âè-
êîíó¹òüñÿ óìîâà 8 i ùå äâi óìîâè:

9) äëÿ ì.â. x ∈ Ω i ∀ s ∈ R, ξ ∈ Rn

n∑
i=1

ai(x, s, ξ)ξi + c(x, s, ξ)s ≥

≥ q1(x)
k∑

i=1

|ξi|2+q2(x)|s|2+q3(x)
n∑

i=k+1

|ξi|pi(x),

äå q3 ∈ L∞(Ω), q3l
def
= ess inf

x∈Ωl
q3(x) > 0 ∀l ∈

N;
10) äëÿ áóäü-ÿêîãî l ∈ N

Λ−1
l

∫

Ωl

|f0(x)|2 d x + q−1
1l

∫

Ωl

k∑
i=1

|fi(x)|2 d x+
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+q−1
3l

∫

Ωl

n∑

i=k+1

|fi(x)|p∗i (x) d x ≤ C1e
(1−ε)l,

äå C1 > 0, ε > 0 � ñòàëi, ÿêi âiä l íå
çàëåæàòü.

Òîäi iñíó¹ óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê âàðià-
öiéíî¨ íåðiâíîñòi (3), ÿêèé íàëåæèòü êëà-
ñó ¹äèíîñòi, âèçíà÷åíîìó â òåîðåìi 1. Áiëü-
øå òîãî, öåé ðîçâ'ÿçîê çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

〈u〉l ≤ C2e
(1−ε)l/2, l ∈ N, (14)

äå C2 > 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè
âiä C1 i ε .

3. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1. Íåõàé u1, u2 � ôóíêöi¨ ç K , ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü âàðiàöiéíó íåðiâíiñòü (3)
∀ v ∈ K i w ∈ C1,+

c (Rk) çà óìîâè, ùî
supp w ∩ Ω ëåæèòü â ΩR∗ , äå R∗ > 0
� äåÿêå ÷èñëî. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ R1, R2,
0 < R1 < R2 ≤ R∗, ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

〈u1 − u2〉R1 ≤ e(R1−R2)/2〈u1 − u2〉R2 . (15)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {u1m}∞m=1, {u2m}∞m=1 �
ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié ç ïðîñòîðó C1(Ω) ,
ÿêi çáiãàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî u1 i u2 çà íîð-
ìîþ W 1

p( · )(Ω
R∗), ïðè÷îìó äëÿ êîæíîãî m ∈

N çâóæåííÿ u1m|ΩR∗ òà u2m|ΩR∗ íàëåæèòü
ïðîñòîðó C2(ΩR∗). Ïîêëàäåìî ũ

def
= u1 − u2,

ũm = u1m − u2m, m ∈ N. Î÷åâèäíî, ùî
‖ũ− ũm‖W 1

p( · )(Ω
R∗ ) → 0 ïðè m → +∞.

Äîäàìî äî âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (3), çà-
ïèñàíî¨ äëÿ u1, òó æ íåðiâíiñòü, àëå çà-
ïèñàíó äëÿ u2 . Âèáðàâøè ÿêå-íåáóäü τ ∈
(0, τ(R∗)), ïîêëàäåìî â îòðèìàíié ïiñëÿ
âiäíiìàííÿ íåðiâíîñòi v = (u1 + u2)/2,
w = ψδ, äå δ ∈ (0, τ) � äîâiëüíå ÷è-
ñëî, ψδ � ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó C1(Rk) , äëÿ
ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè: ψδ(x

′) = 1 ïðè
|x′| < τ + 1 − δ (òóò i äàëi ïðèéíÿòî ïî-
çíà÷åííÿ x′ = (x1, . . . , xk)), ψδ(x

′) = 0
ïðè |x′| > τ + 1 i 0 ≤ ψδ(x

′) ≤ 1,
|∇ψδ(x

′)| ≤ C3/δ äëÿ âñiõ x′ ∈ Rk, äå
C3 > 0 � ñòàëà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä τ i

δ. Òîäi ìàòèìåìî
∫

Ωτ

n∑
i=0

(ai(u1)− ai(u2)) ∂i(ũψδ) d x ≤ 0. (16)

Òóò i äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ

c(v)
def
= c(x, v,∇v), ai(v)

def
= ai(x, v,∇v), i = 0, n.

(17)
Ïåðåïèøåìî íåðiâíiñòü (16), âðàõîâóþ÷è

(4), òàê

Im ≡ ∫
Ωτ

[ n∑
i=1

(ai(u1m)− ai(u2m)) ∂iũm+

+(c(u1m)− c(u2m)) ũm +
k∑

i=1

bi ∂iũm ũm

]
d x ≤

≤ σmδ(τ) + Gδ(τ), (18)
äå

σmδ(τ) =
∫
Ωτ

n∑
i=0

{
(ai(u1m)− ai(u2m)) ∂iũm−

−(ai(u1)− ai(u2)) ∂iũ ψδ

}
d x,

Gδ(τ) = −
∫

Ωτ

k∑
i=1

(ai(u1)− ai(u2)) ũ ∂iψδ d x.

Ïåðåòâîðèìî Gδ òàê. Äîâèçíà÷èìî ai(ujm)
íóëåì ïîçà ΩR∗ i ïîêëàäåìî

aiρ(ujm(x))
def
=

∫
Rn

ai(ujm(y)) ωρ(x− y) d y,

i = 1, k, j = 1, 2, äå ωρ � ÿäðà óñåðåäíåí-
íÿ, ρ > 0 . Òîäi

Gδ(τ) =

∫

Ωτ

k∑
i=1

[
(ai(u1)− ai(u2)) (ũm − ũ)+

+(aiρ(u1m)−ai(u1))−(aiρ(u2m)−ai(u2))ũm

]
∂iψδ d x+

+

∫

Ωτ\Ωτ−δ

k∑
i=1

∂i((aiρ(u1m)−aiρ(u2m))ũm)ψδdx+

+

∫

Sτ−δ

k∑
i=1

(aiρ(u1m)− aiρ(u2m))ũmνids−
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−
∫

Sτ

k∑
i=1

(aiρ(u1m)− aiρ(u2m))ũm νi d s+

+

∫

Sτ

k∑
i=1

(aiρ(u1m)− aiρ(u2m))ũm νi d s, (19)

äå ν = (ν1, . . . , νn) � îäèíè÷íèé âåêòîð
çîâíiøíüî¨ ïî âiäíîøåííþ äî îáëàñòi Ωτ

(Ωτ−δ ) íîðìàëi äî Sτ (Sτ−δ ), òîáòî νi(x) =
xi/|x| (i = 1, n), x ∈ Sτ (Sτ−δ ).

Çàñòîñóâàâøè óìîâó 6 , çäîáóäåìî

|aiρ(u1m)− aiρ(u2m)| =

=
∣∣
∫

Rn

(ai(u1m(y))−ai(u2m(y))) ωρ(x−y) d y
∣∣ ≤

≤
∫

Rn

|ai(u1m(y))− ai(u2m(y))| ωρ(x− y) d y ≤

≤
∫

Rn

(
g1i|∇̃ũm|+ g2i|ũm|

)
ωρ(x− y) d y =

=
(
g1i(x)|∇̃ũm|+ g2i(x)|ũm|

)
ρ
,

äå ∇̃ũm = (∂1ũm, . . . , ∂kũm).
Íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñü-

êîãî îòðèìà¹ìî
∫

Sτ

k∑
i=1

(aiρ(u1m)− aiρ(u2m))ũm νi d s ≤

≤
∫

Sτ

k∑
i=1

∣∣∣(g1i|∇̃ũm|+ g2i|ũm|)ρ−

−(g1i|∇̃ũm|+ g2i|ũm|)
∣∣∣ |ũm| |νi| d s+

+

∫

Sτ

k∑
i=1

(g1i|∇̃ũm|+ g2i|ũm|) |ũm| |νi| d s ≤

≤
(∫

Sτ

k∑
i=1

g2
1i |∇̃ũm|2 d s

)1/2(∫

Sτ

|ũm|2 d s
)1/2

+

+

∫

Sτ

( k∑
i=1

g2
2i

)1/2

|ũm|2 d s + Lmρ(τ), (20)

äå Lmρ(τ)
def
=

∫
Sτ

k∑
i=1

∣∣(g1i|∇̃ũm| + g2i|ũm|)ρ −

(g1i|∇̃ũm|+ g2i|ũm|)
∣∣ |ũm| d s.

Òåïåð ïåðåòâîðèìî σmδ òàê:

σmδ(τ) =

∫

Ωτ

n∑
i=0

{
(ai(u1m)− ai(u2m))∂iũm−

−(ai(u1)− ai(u2)) ∂iũ + (ai(u1)− ai(u2))×
×∂iũ(1− ψδ)

}
d x = σ∗m(τ) + σ∗δ (τ),

äå

σ∗m(τ) =

∫

Ωτ

n∑
i=0

{
(ai(u1m)− ai(u2m))∂iũm−

−(ai(u1)− ai(u2)) ∂iũ
}
d x,

σ∗δ (τ) =

∫

Ωτ

n∑
i=0

(ai(u1)− ai(u2))∂iũ(1− ψδ)d x.

Ïåðåòâîðèìî i îöiíèìî çíèçó ëiâó ÷àñòè-
íó íåðiâíîñòi (18), âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâ-
íiñòü (5) òà ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíà-
ìè, òàê:

Im ≥
∫

Ωτ

E(ũm) d x+
1

2

∫

Sτ

k∑
i=1

bi ũ
2
m νi d s. (21)

Îòoæ, ç (18) íà ïiäñòàâi (19)�(21), âèêîðèñ-
òîâóþ÷è ââåäåíi â óìîâi 7 ïîçíà÷åííÿ, îò-
ðèìà¹ìî ∫

Ωτ

E(ũm)d x ≤

≤
[
d1(τ)λ−

1
2 (τ) + d2(τ)λ−1(τ)

] ∫

Sτ

E(ũm)hds+

+σ∗m(τ) + σ∗δ (τ) + G∗
mρδ(τ) + Lmρ(τ), τ > 0,

(22)
äå G∗

mρδ � ñóìà âñiõ ÷ëåíiâ ïðàâî¨ ÷àñòèíè
(19), çà âèêëþ÷åííÿì îñòàííüîãî.

Ïîçíà÷èìî Fm(τ)
def
=

∫
Ωτ

E(ũm) d x. Ç (22),

âðàõîâóþ÷è óìîâó 7 i (10), ìàòèìåìî

Fm(τ) ≤ dFm(τ)

dτ

dτ

dα
+ σ∗m(τ) + σ∗δ (τ)+
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+G∗
mρδ(τ) + Lmρ(τ), τ ∈ (0, τ(R∗)),

çâiäêè

0 ≤ −Fm +
dFm

dα
+σ∗m+σ∗δ +G∗

mρδ +Lmρ. (23)

Äîìíîæèâøè (23) íà e−α i ïðîiíòåãðóâàâ-
øè îòðèìàíó íåðiâíiñòü ïî α âiä R1 äî R2

(0 < R1 < R2 ≤ R∗), îòðèìà¹ìî

Fm(τ(R1)) ≤ eR1−R2Fm(τ(R2))+

+

R2∫

R1

[σ∗m + σ∗δ + G∗
mρδ + Lmρ]e

R1−α dα. (24)

Àíàëîãi÷íî ÿê ó [11,12] ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

iíòåãðàë
R2∫
R1

[σ∗m +σ∗δ +G∗
mρδ +Lmρ]e

R1−α dα �

ÿê çàâãîäíî ìàëèé, ÿêùî m ∈ N � äîñòàò-
íüî âåëèêå, ρ = ρ(m) > 0 � äîñòàòíüî ìàëå
i δ = δ(m, ρ) � äîñòàòíüî ìàëå. Âðàõîâóþ-
÷è ñêàçàíå, ïåðåéäåìî â (24) äî ãðàíèöi ïðè
m →∞ i çäîáóäåìî îöiíêó (15).

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1�10 , a
l � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Ïîêëàäåìî
Up,l

def
={v|Ωl : v ∈ W 1

p( · ), c(Ω), supp v ⊂ Ωl } �
ëiíiéíèé ïðîñòið, íàäiëåíèé íîðìîþ ïðîñòî-
ðó W 1

p( · )(Ω
l). Î÷åâèäíî, ùî Up,l ⊂ W 1

p( · )(Ω
l)

i Up,l ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì. Êàíîíi÷íó ái-
ëiíiéíó ôîðìó íà (Up,l)

′ × Up,l ïîçíà÷èìî
÷åðåç [·, ·]l. Ïiä Kl ðîçóìiòèìåìî ìíîæèíó
{v|Ωl : v ∈ K, supp v ⊂ Ωl} , ÿêà íà ïiäñòàâi
íàøîãî ïðèïóùåííÿ ¹ çàìêíåíèì êîíóñîì â
Up,l .

Âèçíà÷èìî îïåðàòîð

Ll : Up,l → (Up,l)
′

çà ïðàâèëîì

[Llv, ṽ]l
def
=

∫

Ωl

n∑
i=0

ai(v) ∂iṽ d x ∀v, ṽ ∈ Up,l.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî îïåðàòîð Ll :
Up,l → (Up,l)

′ � ñòðîãî ìîíîòîííèé, îáìå-
æåíèé, êîåðöèòèâíèé i ñåìiíåïåðåðâíèé.

Âèçíà÷èìî òàêîæ ôóíêöiîíàë Fl ∈ (Up,l)
′

çà ïðàâèëîì

[Fl, ṽ]l
def
=

∫

Ωl

n∑
i=0

fi(x) ∂iṽ(x) d x ∀ṽ ∈ Up,l.

Ëåìà 2. Iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ ul ∈ Kl òàêà,
ùî

[Llul, w(v − ul)]l ≥ [Fl, w(v − ul)]l (25)

äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈ Kl, w ∈ C1,+(Rk).

Äîâåäåííÿ. Ó öüîìó äîâåäåííi, äëÿ ñïðî-
ùåííÿ çàïèñiâ, âñþäè îïóñòèìî iíäåêñ l ,
êðiì ïîçíà÷åíü Up,l, Kl i Ωl. Äëÿ äîâiëü-
íîãî ε ∈ (0, 1) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó: çíàéòè
ôóíêöiþ uε ∈ Up,l, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿ-
ííÿ

Luε +
1

ε
βluε = F, (26)

äå òóò βl � çâóæåííÿ îïåðàòîðà øòðàôó β ,
ùî âèçíà÷à¹ K , íà ïðîñòið Up,l ( βlv = 0,
v ∈ Up,l ⇔ v ∈ Kl ).

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi îïåðàòî-
ðà L , ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî îïåðàòîð
L + 1

ε
βl � ìîíîòîííèé, îáìåæåíèé, ñåìiíå-

ïåðåðâíèé i êîåðöèòèâíèé. Âðàõîâóþ÷è öå,
à òàêîæ òå, ùî ïðîñòið Up,l � ðåôëåêñèâíèé
i ñåïàðàáåëüíèé, íà ïiäñòàâi òåîðåìè 2.1 ìî-
íîãðàôi¨ [13, Ãë.2, Σ 2] îòðèìà¹ìî iñíóâàííÿ
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (26). Éîãî ¹äèíiñòü âèï-
ëèâà¹ iç ñèëüíî¨ ìîíîòîííîñòi îïåðàòîðà L.

Ìiðêóþ÷è òàê, ÿê ïðè äîâåäåííi òåîðå-
ìè 5.2 [13, ñ. 385], çäîáóäåìî, ùî ìíîæèíà
{uε : ε ∈ (0, 1)} � îáìåæåíà â Up,l , ìíîæè-
íà {Luε : ε ∈ (0, 1)} � îáìåæåíà â (Up,l)

∗ ,
‖βluε‖(Up,l)∗ ≤ C4ε, äå C4 � äîäàòíà ñòàëà,
ÿêà íå çàëåæèòü âiä ε.

Çâiäñè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ôóíêöié
u ∈ Up,l, χ ∈ (Up,l)

∗ òà ïîñëiäîâíîñòi
{εj}∞j=1 òàêèõ, ùî εj → 0 ïðè j →∞ i

uεj
−→
j→∞

u ñëàáêî â Up,l, (27)

Luεj
−→
j→∞

χ ñëàáêî â (Up,l)
∗, (28)

βluεj
−→
j→∞

0 ñèëüíî â (Up,l)
∗, βlu = 0.

(29)

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2009. Âèïóñê 485. Ìàòåìàòèêà. 11



Äàëi (äëÿ çðó÷íîñòi) ïèñàòèìåìî uj çà-
ìiñòü uεj

(j ∈ N). Ç ðiâíÿííÿ (26) äëÿ äî-
âiëüíèõ v ∈ Kl, w ∈ C1,+(Rk) ìà¹ìî

[Luj − F,w(v − uj)] =

=
1

εj

〈βlv − βluj, w(v − uj)〉∗ ≥ 0, (30)

çâiäêè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

[Luj, w(v − uj)] ≥ [F,w(v − uj)] (31)

∀v ∈ Kl, w ∈ C1,+(Rk), j ∈ N.
Ïîêëàâøè â (31) v = u, w = 1, îäåðæè-

ìî
[Luj, u− uj] ≥ [F, u− uj].

Çâiäñè íà ïiäñòàâi (27) ìà¹ìî

lim
j→∞

[Luj, u− uj] ≥ 0. (32)

Ç ìîíîòîííîñòi îïåðàòîðà L âèïëèâà¹
[Lu− Luj, u− uj] ≥ 0, òîáòî

[Luj, u− uj] ≤ [Lu, u− uj],

çâiäêè
lim
j→∞

[Luj, u− uj] ≤ 0. (33)

Ç (32) i (33) îòðèìà¹ìî

lim
j→∞

[Luj, u− uj] = 0. (34)

Óçÿâøè äî óâàãè íåðiâíiñòü (5), îòðèìà¹ìî

[Luj − Lu, uj − u] ≥
∫

Ωl

[
q1

k∑
i=1

|∂iuj − ∂iu|2+

+(q2− 1

2

k∑
i=1

bi,xi
)|uj−u|2

]
d x ∀j ∈ N. (35)

Íà ïiäñòàâi (27) òà (34) ç (35) îòðèìà¹ìî

uj −→
j→∞

u ñèëüíî â L2(Ω
l), (36)

∂iuj −→
j→∞

∂iu ñèëüíî â L2(Ω
l), i = 1, k. (37)

Çãiäíî ç óìîâîþ 6 òà (36), (37)

ai(uj)−→
j→∞

ai(u) ñèëüíî â L2(Ω
l), i = 1, k.

(38)

Ïîêàæåìî, ùî

χ = Lu. (39)

Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî iäåþ, âèêëàäåíó
íà ñ. 191 ìîíîãðàôi¨ [13]. Íåõàé ṽ � äî-
âiëüíèé åëåìåíò iç ïðîñòîðó Up,l . Ïîêëàäå-
ìî wθ

def
= u + θ(ṽ− u), θ ∈ (0, 1). Íà ïiäñòàâi

ìîíîòîííîñòi îïåðàòîðà L çäîáóäåìî

[Luj − Lwθ, uj − wθ] ≥ 0, òîáòî

θ[Luj, u− ṽ] ≥
≥ [Luj, u− uj] + [Lwθ, uj − u] + θ[Lwθ, u− ṽ].

Ñïðÿìó¹ìî â öié íåðiâíîñòi j äî ∞, âðàõó-
âàâøè (27), (34). Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

[χ, u− ṽ] ≥ [Lwθ, u− ṽ].

Ñïðÿìóâàâøè òóò θ äî 0 i âðàõóâàâøè, ùî
îïåðàòîð L � ñåìiíåïåðåðâíèé, îäåðæèìî

[χ− Lu, u− ṽ] ≥ 0 (40)

äëÿ äîâiëüíèõ ṽ ∈ Up,l.
Óçÿâøè â (40) ṽ = u−λψ, äå λ > 0, ψ ∈

Up,l, çäîáóäåìî [χ − Lu, ψ] ≥ 0 ∀ψ ∈ Up,l,
çâiäêè ëåãêî âèïëèâà¹ (39).

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà L
òà íåðiâíiñòü (5), îòðèìà¹ìî

[Luj, w(u−uj)] =

∫

Ωl

n∑
i=0

ai(uj) ∂i(w(u−uj)) d x =

=

∫

Ωl

n∑
i=0

(ai(uj)− ai(u)) ∂i(u− uj)w d x+

+

∫

Ωl

n∑
i=0

ai(u) ∂i(u− uj)w d x +

∫

Ωl

k∑
i=1

ai(uj)×

×(u−uj) ∂iwdx ≤
∫

Ωl

n∑
i=0

ai(u)∂i(u−uj)w d x+

+

∫

Ωl

k∑
i=1

ai(uj) (u− uj) ∂iw d x. (41)
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Ïåðåéøîâøè â (41) äî ãðàíèöi ïðè j →∞ ,
óðàõóâàâøè (36)�(38), îòðèìà¹ìî

lim
j→∞

[Luj, w(u− uj)] ≤ 0. (42)

Íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi (31) çäîáóäåìî

[F,w(v − uj)] ≤ [Luj, w(v − uj)] =

= [Luj, w(v − u)] + [Luj, w(u− uj)] (43)
äëÿ äîâiëüíèõ v ∈ Kl, w ∈ C1,+(Rk) .

Ñïðÿìó¹ìî â (43) j äî ∞, âðàõîâóþ÷è
(28), (39), (42). Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî (25)
äëÿ äîâiëüíèõ v ∈ Kl, w ∈ C1,+(Rk) .

4. Äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ.
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Íåõàé u1, u2

� äâà óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿçêè âàðiàöiéíî¨
íåðiâíîñòi (3), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
(11). Òîäi 〈u1−u2〉R = γ(R)eR/2 ïðè R > 0,
äå γ(R) → 0 ïðè R → +∞. Çâiäñè òà ç
îöiíêè (15) ìà¹ìî äëÿ äîâiëüíèõ R1 i R2,
R1 < R2, íåðiâíiñòü

〈u1 − u2〉R1 ≤ γ(R2)e
R1/2. (44)

Çàôiêñóâàâøè R1 i ñïðÿìóâàâøè R2 äî
+∞ , ç (44) îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü 〈u1−u2〉R1 =
0 , òîáòî u1 = u2 ìàéæå âñþäè íà ΩR1 .
Íà ïiäñòàâi äîâiëüíîñòi R1 îòðèìà¹ìî, ùî
u1 = u2 ìàéæå âñþäè íà Ω . ¤

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Äëÿ êîæíîãî íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà l çãiäíî ç ëåìîþ 2, áåðó÷è
äî óâàãè îçíà÷åííÿ Ll i Fl , ìà¹ìî iñíóâàííÿ
ôóíêöi¨ ul ∈ Kl òàêî¨, ùî

∫

Ωl

n∑
i=0

ai(ul) ∂i(w(v − ul)) d x ≥

≥
∫

Ωl

n∑
i=0

fi(x) ∂i(w(v − ul)) d x (45)

äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈ Kl, w ∈ C1,+(Rk).

Äîâèçíà÷èìî ôóíêöiþ ul íóëåì íà Ω\Ωl

äëÿ êîæíîãî l ∈ N , çàëèøèâøè çà öèì ïðî-
äîâæåííÿì ïîçíà÷åííÿ ul . Î÷åâèäíî, ùî
ul ∈ K.

Ïîêàæåìî, ùî îòðèìàíà ïîñëiäîâíiñòü
{ul}∞l=1 ìiñòèòü ïiäïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiæíà

â ïåâíîìó ñåíñi äî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó
âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (3).

Ñïî÷àòêó îöiíèìî 〈ul〉l. Äëÿ öüîãî ïî-
êëàäåìî â âàðiàöiéíié íåðiâíîñòi (45) w = 1,
v = 0 . Òîäi îòðèìà¹ìî
∫

Ωl

n∑
i=0

ai(ul) ∂iul d x ≤
∫

Ωl

n∑
i=0

fi ∂iul d x. (46)

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè íà âèõiäíi äàíi,
ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè i íåðiâ-
íiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, ç (46) ìàòèìåìî

∫

Ωl

{
q1

k∑
i=1

|∂iul|2 + (q2 − 2−1

k∑
i=1

∂ibi)|ul|2+

+q3

n∑

i=k+1

|∂iul(x)|pi(x)
}

d x ≤

≤ ε1

2

∫

Ωl

|ul|2 d x +
1

2ε1

∫

Ωl

|f0|2 d x+

+
ε2

2

∫

Ωl

k∑
i=1

|∂iul|2 d x +
1

2ε2

∫

Ωl

k∑
i=1

|fi|2 d x+

+
ε3

2

∫

Ωl

n∑

i=k+1

|∂iul|pi(x)dx+
1

2ε3

∫

Ωl

n∑

i=k+1

|fi|p∗i (x)dx,

(47)
äå ε1 , ε2 , ε3 � äîâiëüíi äîäàòíi ñòàëi.

Ïîêëàâøè â íåðiâíîñòi (47) ε1 = 2−1Λl,
ε2 = 2−1q1l, ε3 = 2−1q3l, çäîáóäåìî

∫

Ωl

{
E(ul) + q3

n∑

i=k+1

|∂iul(x)|pi(x)
}

d x ≤

≤ 2Λ−1
l

∫

Ωl

|f0|2 d x + 2q−1
1l

∫

Ωl

k∑
i=1

|fi|2 d x+

+2q−1
3l

∫

Ωl

n∑

i=k+1

|fi(x)|p∗i (x) d x.

Çâiäñè òà óìîâè 10 âèïëèâà¹ îöiíêà

〈ul〉l ≤ C2e
(1−ε)l/2. (48)
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Íåõàé m ∈ N � ÿêå-íåáóäü ÷èñëî. Ïî-
êàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {ul} ¹ ôóíäàìåí-
òàëüíîþ çà íîðìîþ 〈 · 〉m . Âiçüìåìî áóäü-ÿêi
íàòóðàëüíi ÷èñëà l, r , ïðè÷îìó l ≥ m . Ìà-
¹ìî

〈ul+r − ul〉m ≤
r−1∑
i=0

〈ul+i+1 − ul+i〉m. (49)

Îñêiëüêè ul+i+1, ul+i ñïðàâäæóþòü óìîâè
ëåìè 1 ïðè R∗ = l+i, òî ç öüîãî òâåðäæåííÿ
âèïëèâà¹ îöiíêà

〈ul+i+1−ul+i〉m ≤ e−1/2〈ul+i+1−ul+i〉m+1 ≤ . . .

≤ e−(l+i−m)/2〈ul+i+1 − ul+i〉l+i. (50)
Ç (48) îòðèìà¹ìî

〈ul+i+1−ul+i〉l+i ≤ 〈ul+i+1〉l+i+1 + 〈ul+i〉l+i ≤
≤ C5e

(1−ε)(l+i)/2, (51)
äå C5 > 0 � ñòàëà, ÿêà âiä l òà i íå çàëå-
æèòü. Íà îñíîâi (49)�(51) çäîáóäåìî

〈ul+r − ul〉m ≤
r−1∑
i=0

C5e
m
2 e−

ε(l+i)
2 ≤ C6e

(m−εl)/2,

(52)
äå C6 > 0 � ñòàëà, ÿêà âiä l i r íå çàëå-
æèòü.

Ç (52) âèïëèâà¹, ùî 〈ul+r−ul〉m → 0 ïðè
l → ∞ äëÿ áóäü-ÿêèõ r ∈ N, òîáòî ïîñëi-
äîâíîñòi {ul}, {∂iul}, i = 1, k, � ôóíäà-
ìåíòàëüíi ó ïðîñòîði L2(Ω

m) äëÿ êîæíîãî
m ∈ N . Òîìó iñíó¹ ôóíêöiÿ u ∈ L2, loc(Ω)

òàêà, ùî ∂iu ∈ L2, loc(Ω) (i = 1, k) i

ul−→
l→∞

u ñèëüíî â L2, loc(Ω), (53)

∂iul−→
l→∞

∂iu ñèëüíî â L2, loc(Ω), i = 1, k.

(54)
Íà ïiäñòàâi óìîâè 6 ç (53), (54) ìà¹ìî

ai(ul)−→
l→∞

ai(u) ñèëüíî â L2, loc(Ω), i = 1, k.

(55)
Îöiíèìî ïîõiäíi ∂k+1ul, . . . , ∂nul. Äëÿ

öüîãî çàóâàæèìî, ùî âàðiàöiéíà íåðiâíiñòü
(45) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈ K, w ∈
C1,+

c (Rk), supp w ∩ Ω ⊂ Ωl. Íåõàé R > 0

� äîâiëüíå ÷èñëî, ζ(x′) = ψ1(x
′), x′ ∈ Rk,

äå ôóíêöiÿ ψ1 òàêà æ, ÿê ó äîâåäåííi ëå-
ìè 1 ïðè τ = R + 1 (δ = 1) . Âiçüìåìî â
(45) w = ζ, v = 0 . Íåõàé ÷èñëî l0 òàêå,
ùî äëÿ äîâiëüíîãî l ≥ l0 ìà¹ìî Ωl ⊃ ΩR+1 .
Òîäi äëÿ l > l0 ïiñëÿ ïðîñòèõ ïåðåòâîðåíü
îòðèìà¹ìî
∫

ΩR+1

n∑
i=0

ai(ul)∂iul ζ d x ≤
∫

ΩR+1

n∑
i=0

fi∂iul ζ d x+

+

∫

ΩR+1

k∑
i=1

fi ul ∂iζ d x−
∫

ΩR+1

k∑
i=1

ai(ul) ul ∂iζ d x.

(56)
Îöiíèìî äîäàíêè íåðiâíîñòi (56), âè-

êîðèñòîâóþ÷è óìîâó 9, íåðiâíîñòi Êîøi-
Áóíÿêîâñüêîãî òà Þíãà. Ó ðåçóëüòàòi, âðà-
õóâàâøè, ùî |∇ζ| ≤ C3 íà Rk, ìàòèìåìî

∫

ΩR+1

[
q1

k∑
i=1

|∂iul|2 + (q2 − 2−1

k∑
i=1

∂ibi)|ul|2+

+q3

n∑

i=k+1

|∂iul(x)|pi(x)
]
ζd x ≤

≤ 1

2

∫

ΩR+1

k∑
i=0

|∂iul|2ζ d x+
1

2

∫

ΩR+1

k∑
i=0

|fi|2ζ d x+

+η

∫

ΩR+1

n∑

i=k+1

|∂iul(x)|p i(x)ζ d x+

+C7(η)

∫

ΩR+1

n∑

i=k+1

|fi(x)|p∗i(x)ζ d x+

+
1

2

∫

ΩR+1

k∑
i=1

{
|ai(ul)|2+

+(1 + |bi(x)|)|ul|2 + |fi|2
}
|∂iζ| d x, (57)

äå η > 0 � äîâiëüía ñòàëa, C7(η) > 0 �
äåÿêa ñòàëa.

Íà ïiäñòàâi (53)�(55) ç (57), âèáèðàþ÷è
çíà÷åííÿ η äîñèòü ìàëèì, îäåðæèìî

∫

ΩR

n∑

i=k+1

|∂iul(x)|pi(x) d x ≤ C8(R), (58)
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äå C8(R) > 0 � ñòàëà, ÿêà âiä l íå çàëå-
æèòü. Çãiäíî ç óìîâîþ 2, çàñòîñîâóþ÷è íå-
ðiâíiñòü Ãåëüäåðà, íà ïiäñòàâi (53), (54) i (58)
äëÿ êîæíîãî i = 0, k + 1, . . . , n ìà¹ìî

∫

ΩR

|ai(ul)|p∗i(x)d x ≤ C9

∫

ΩR

{ k∑
j=0

|∂iul|2+

+
n∑

j=k+1

|∂iul|p j(x)
}

d x + C10(R) ≤ C11(R),

(59)
äå C9, C10(R), C11(R) > 0 � äåÿêi ñòàëi, ÿêi
âiä l íå çàëåæàòü (àëå ñòàëi C10, C11 ìî-
æóòü çàëåæàòè âiä R ).

Ç (53), (54), (58), (59) òà óìîâè 1, óðàõó-
âàâøè ðåôëåêñèâíiñòü ïðîñòîðiâ Lpi( · )(ΩR)

(i = k + 1, n) òà Lp∗i ( · )(ΩR) (i = 0, k +
1, . . . , n) ïðè R > 0, îòðèìà¹ìî iñíóâàí-
íÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi

{
ulj

}∞
j=1

ïîñëiäîâíîñòi{
ul

}∞
l=1

òà ôóíêöié χi ∈ Lp∗i( · ), loc(Ω) (i =
0, k + 1, . . . , n) òàêèõ, ùî

∂iulj−→
j→∞

∂iu ñëàáêî â Lpi( · ), loc(Ω), i = k + 1, n,

(60)
c
(
ulj

)−→
j→∞

χ0 ñëàáêî â L2, loc(Ω), (61)

ai

(
ulj

)−→
j→∞

χi ñëàáêî â Lp∗i( · ), loc(Ω), (62)

i = k + 1, n.
Ïîêàæåìî, ùî

χ0 = c(u), (63)

χi = ai

(
u), i = k + 1, n. (64)

Íåõàé ṽ ∈ W 1
p( · ), loc(Ω), w ∈ C1,+

c (Rk) . Çãi-
äíî ç íåðiâíiñòþ (5) ìà¹ìî

∫

Ω

{ n∑
i=1

(
ai(ulj)− ai(ṽ)

)(
∂iulj − ∂iṽ

)
+

+
(
c(ulj)− c(ṽ)

)(
ulj − ṽ

)}
w d x ≥ 0 (65)

äëÿ âñiõ j ∈ N, çâiäêè
∫

Ω

n∑
i=1

ai(ulj)∂iulj w d x−

−
∫

Ω

{ n∑
i=1

(
ai(ulj)∂iṽ + ai(ṽ)(∂iulj − ∂iṽ)

)−

−(
c(ulj)− c(ṽ)

)(
ulj − ṽ

)}
w d x ≥ 0 (66)

äëÿ âñiõ j ∈ N.
Íåõàé µ ∈ N òàêå, ùî supp w ∩ Ω ⊂ Ωlj

ïðè j ≥ µ. Äëÿ áóäü-ÿêîãî v ∈ K i äîâiëü-
íîãî j ≥ µ ïðàâèëüíà (äèâ. (45)) íåðiâíiñòü

∫

Ω

n∑
i=0

ai(ulj) ∂i(w(v − ulj)) d x ≥

≥
∫

Ω

n∑
i=0

fi ∂i(w(v − ulj)) d x. (67)

Ç íåðiâíîñòi (67), âçÿâøè ó íié v = 0 ,
îòðèìà¹ìî

−
∫

Ω

n∑
i=1

ai(ulj)∂iulj w dx ≥

≥
∫

Ω

{
a0(ulj)ulj w −

n∑
i=0

fi ∂iulj w +

+
k∑

i=1

ai(ulj) ulj ∂iw−
k∑

i=1

fi ulj ∂iw
}

d x. (68)

Ç (66) òà (68) çäîáóäåìî

−
∫

Ω

{
a0(ulj)ulj w −

n∑
i=0

fi ∂iulj w +

+
k∑

i=1

ai(ulj) ulj ∂iw −
k∑

i=1

fi ulj ∂iw
}

d x−

−
∫

Ω

{ n∑
i=1

(
ai(ulj)∂iṽ + ai(ṽ)(∂iulj − ∂iṽ)

)−

−(
c(ulj)− c(ṽ)

)(
ulj − ṽ

)}
w d x ≥ 0. (69)

Ïåðåéäåìî â (69) äî ãðàíèöi ïðè j →∞ ,
óðàõóâàâøè (4), (53)�(55), (60)�(62). Ó ðå-
çóëüòàòi îòðèìà¹ìî

−
∫

Ω

{
(χ0 +

k∑
i=1

bi∂iu) uw −
n∑

i=0

fi ∂iuw +
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+
k∑

i=1

ai(u) u ∂iw −
k∑

i=1

fi u ∂iw
}

d x−

−
∫

Ω

{ k∑
i=1

ai(u)∂iṽ +
n∑

i=1

ai(ṽ)(∂iu− ∂iṽ)+

+
n∑

i=k+1

χi∂iṽ − (χ0 − c(ṽ))(u− ṽ)

}
w d x ≥ 0.

(70)
Ïîêëàäåìî ïðè j ≥ µ â íåðiâíîñòi (67)

v = ulj + u i, ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè
j →∞, ìàòèìåìî

∫

Ω

{ k∑
i=1

ai(u)∂iu +
n∑

i=k+1

χi ∂iu
}

w dx ≥

≥ −
∫

Ω

{
(χ0 +

k∑
i=1

bi∂iu)uw −
n∑

i=0

fi ∂iuw +

+
k∑

i=1

ai(u) u ∂iw −
k∑

i=1

fi u ∂iw
}

d x. (71)

Ç (70) òà (71) çäîáóäåìî
∫

Ω

{ k∑
i=1

(ai(ṽ)− ai(u)) (∂iu− ∂iṽ) +

+
n∑

i=k+1

(ai(ṽ)− χi) (∂iu− ∂iṽ) +

+(c(ṽ)− χ0) (u− ṽ)
}

w d x ≤ 0 (72)

äëÿ äîâiëüíîãî ṽ ∈ W 1
p( · ), loc(Ω), w ∈

C1,+
c (Rk).
Óçÿâøè â (72) ṽ = u − λg, λ > 0, g ∈

W 1
p( · ), loc(Ω), ìàòèìåìî

∫

Ω

{ k∑
i=1

(ai(u− λg)− ai(u)) ∂ig+

+
n∑

i=k+1

(ai(u− λg)− χi) ∂ig+

+(c(u− λg)− χ0)g
}

w d x ≤ 0 (73)

äëÿ äîâiëüíèõ g ∈ W 1
p( · ), loc(Ω). Ñïðÿìó¹ìî

â íåðiâíîñòi (73) λ äî 0. Ó ðåçóëüòàòi çäîáó-
äåìî
∫

Ω

{ n∑

i=k+1

(ai(u)− χi) ∂ig+(c(u)−χ0)g
}
wdx ≤ 0

(74)
äëÿ äîâiëüíèõ g ∈ W 1

p( · ), loc(Ω).

Ç (74), áåðó÷è ñïî÷àòêó g(x) = 1, à ïî-
òiì g(x) = −1, îòðèìà¹ìî (63). Óðàõóâàâøè
(63), ç (74) îäåðæèìî

∫

Ω

n∑

i=k+1

(ai(u)− χi) ∂ig w d x ≤ 0 (75)

äëÿ äîâiëüíèõ g ∈ W 1
p( · ), loc(Ω).

Îñêiëüêè (75) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨
ôóíêöi¨ g ∈ W 1

p( · ), loc(Ω) òà äëÿ êîæíîãî i ∈
{k+1, . . . , n} , òî, ïîêëàâøè ñïî÷àòêó g(x) =
xl, à ïîòiì g(x) = −xl, çäîáóäåìî (64).

Äëÿ âñiõ j ≥ µ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
(67). Ïåðåòâîðèìî ¨¨ ëiâó ÷àñòèíó òàê:

∫

Ωlj

n∑
i=0

ai(ulj) ∂i(w(v − ulj))d x =

=

∫

Ωlj

n∑
i=0

(ai(ulj)− ai(v))∂i(w(v − ulj))d x+

+

∫

Ωlj

n∑
i=0

ai(v)∂i(w(v − ukj))d x ≤

≤
∫

Ωlj

k∑
i=1

(ai(ulj)− ai(v))(v − ulj)∂iwdx+

+

∫

Ωlj

n∑
i=0

ai(v)∂i(w(v − ulj))d x =

=

∫

Ωlµ

k∑
i=1

(ai(ulj)− ai(v))(v − ulj)∂iw d x+

+

∫

Ωlµ

n∑
i=0

ai(v)∂i(w(v − ulj))d x = Ij. (76)
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Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

Ij −→
j→∞

∫

Ωlµ

k∑
i=1

(ai(u)− ai(v))(v − u) ∂iw d x+

+

∫

Ωlµ

n∑
i=0

ai(v) ∂i(w(v − u)) d x. (77)

Ñòîñîâíî ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (67)
ìà¹ìî

∫

Ωlj

n∑
i=0

fi ∂i(w(v − ulj))d x =

=

∫

Ωlµ

n∑
i=0

fi ∂i(w(v − ulj))d x−→
j→∞

−→
j→∞

∫

Ωlµ

n∑
i=0

fi ∂i(w(v − u))d x. (78)

Îöiíèìî ëiâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (67),
âèêîðèñòàâøè (76), i ïåðåéäåìî â îòðèìà-
íié íåðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè j → ∞ ,
óðàõóâàâøè (77) òà (78). Ïîòiì ïîêëàäåìî
v
def
= u + θ(ṽ − u), 0 < θ < 1, ṽ ∈ K. Ó ðå-

çóëüòàòi îäåðæèìî
∫

Ωlµ

n∑
i=1

(
ai(u)−ai(u+θ(ṽ−u))

)
(ṽ−u) ∂iw d x+

+

∫

Ωlµ

n∑
i=0

ai(u + θ(ṽ − u)) ∂i(w(ṽ − u)) d x ≥

≥
∫

Ωlµ

n∑
i=0

fi ∂i(w(ṽ − u)) d x. (79)

Ïåðåéøîâøè â (79) äî ãðàíèöi ïðè θ → 0,
îòðèìà¹ìî (3) äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ ṽ . Íà
ïiäñòàâi äîâiëüíîñòi ôóíêöié ṽ i w ðîáèìî
âèñíîâîê, ùî u ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì
íåðiâíîñòi (3). Îòæå, ìè äîâåëè iñíóâàííÿ
óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó íåðiâíîñòi (3).

Oöiíêà (14) îäåðæó¹òüñÿ ç (48) i (52) íàñ-
òóïíèì ÷èíîì:

〈u〉l ≤ 〈u− ul〉l + 〈ul〉l =

= lim
m→∞

〈um − ul〉l + 〈ul〉l ≤ C2e
(1−ε)l/2. ¤
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