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ÐIÇÍÈÖÅÂÈÕ ÐIÂÍßÍÜ
Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ â ïðîñòîði îáìåæåíèõ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé

ëiïøiöåâèõ òà ãåëüäåðîâèõ iíâàðiàíòíèõ òîðiâ ëiíiéíèõ çëi÷åííèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíî-
ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü çàãàëüíîãî âèäó, ùî âèçíà÷åíi íà íåñêií÷åííîâèìiðíèõ òîðàõ.

We �nd su�cient conditions for the existence of Lipschitz and H�older invariant tori for linear
countable systems of di�erential-di�erence equations of general form de�ned on in�nite dimensional
tori in the space of bounded numerical sequences.

10 . Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà îá'¹êò äî-
ñëiäæåííÿ. Ó öié ñòàòòi ïðîäîâæåíî äîñëi-
äæåííÿ ïðîáëåìè iñíóâàííÿ ó áàíàõîâîìó
ïðîñòîði M îáìåæåíèõ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâ-
íîñòåé x = (x1, x2, x3, . . . ) çi ñòàíäàðòíîþ
íîðìîþ ‖x‖ = supi{|xi|} iíâàðiàíòíîãî òîðó
ñèñòåìè ðiâíÿíü (1) ç [1] çà äîïîìîãîþ ìåòî-
äó ôóíêöi¨ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà [2]. Òóò çíà-
÷íî ïîêðàùåíî îñíîâíèé ðåçóëüòàò ðîáîòè
[1]; âèâ÷åíî ìîæëèâiñòü ïîáóäîâè iíâàðiàí-
òíîãî òîðó âêàçàíî¨ ñèñòåìè ó âèïàäêó, êî-
ëè ïðî iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà
âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü íi÷î-
ãî íå âiäîìî; íàâåäåíî íåòðèâiàëüíi iëþñòðà-
òèâíi ïðèêëàäè. Äîâåäåíi òâåðäæåííÿ äîáðå
óçãîäæóþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè, îäåðæàíèìè
â ìîíîãðàôiÿõ [3 � 5], ùî ñòîñóþòüñÿ iñíó-
âàííÿ iíâàðiàíòíèõ òîðiâ çëi÷åííèõ ñèñòåì
äèôåðåíöiàëüíèõ òà ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü, âè-
çíà÷åíèõ íà òîðàõ. Äëÿ çíà÷íîãî çìåíøåííÿ
îáñÿãó ñòàòòi â íié çáåðåæåíî âñi ïîçíà÷åí-
íÿ, ñèìâîëè òà òâåðäæåííÿ ç [1] áåç äîêëà-
äíèõ äîäàòêîâèõ ïîÿñíåíü, çîêðåìà, çáåðå-
æåíî ïîçíà÷åííÿ ïîòðiáíèõ êîíñòàíò.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü (1) ç [1]:

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx(t)

dt
= P (ϕt(ϕ))x(t)+

+B(ϕ, t)x(t + ∆) + c(ϕ, t) (1)

i ââàæàòèìåìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1 � 4

òà óìîâè (A) ç [1], ÿêi ïîâíiñòþ âèçíà÷àþòü
öþ ñèñòåìó.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ðiâíÿííÿ
dx

dt
= P (ϕt(ϕ))x (2)

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (Γ) , ÿêùî âîíî íå
ìà¹ îáìåæåíèõ íà R1 ðîçâ'ÿçêiâ, êðiì
íóëüîâîãî, òà ìà¹ ÔÃÑ (ôóíêöiþ Ãðiíà-
Ñàìîéëåíêà) Gt(τ, ϕ) , ùî çàäîâîëüíÿ¹ íå-
ðiâíiñòü

‖Gt(τ, ϕ)‖ ≤ K exp{−γ|t− τ |} (3)

äëÿ âñiõ {t, τ} ⊂ R1 , ϕ ∈ T∞ , äå K i γ
� äîäàòíi ñòàëi, T∞ � íåñêií÷åííîâèìiðíèé
òîð. Çîáðàæåííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨, îçíà÷åííÿ ií-
âàðiàíòíîãî òîðó ñèñòåìè (1) òà ìàòðè÷íî¨
íîðìè ïîäàíî â ðîáîòi [1].

Íàñòóïíi âèìîãè, ùî íàêëàäàþòüñÿ íà
êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè ðiâíÿíü (1), íàçâåìî
óìîâàìè (K) :

1) ìàòðèöi P (ϕ) , B(y) òà ôóíêöi¨ a(ϕ) ,
c(ϕ, t) îáìåæåíi çà ìàòðè÷íîþ òà âåêòîðíîþ
íîðìàìè íà ìíîæèíàõ T∞ , T ∞

∞ òà T∞ , T ∞
∞

âiäïîâiäíî êîíñòàíòàìè P 0 , B0 òà A , C0 i
çàäîâîëüíÿþòü íà öèõ ìíîæèíàõ óìîâè Ëi-
ïøiöà ç êîåôiöi¹íòàìè p0 , β òà α , η ;

2) ìíîæèíè ∆ij , Γij òà ∆i âiäõè-
ëåíü àðãóìåíòó t , âèçíà÷åíi â óìîâàõ
1 � 4 ç [1], îáìåæåíi, òîáòî |∆ij| ≤
≤ ∆∗ = const < ∞ , |Γij| ≤ Γ∗ = const < ∞
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òà |∆i| ≤ ∆∗ = const < ∞ ∀{i, j} ⊂ N , N
� ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ: u(ϕ, t + ∆) =
= (u1(ϕt+∆1(ϕ)), u2(ϕt+∆2(ϕ)), . . . ), u0(ϕ) =

=
∞∫
−∞

G0(τ, ϕ)c(ϕ, τ)dτ, i ñôîðìóëþ¹ìî íàñ-
òóïíó òåîðåìó, ùî çíà÷íî ïîêðàùó¹ îñíîâ-
íèé ðåçóëüòàò ðîáîòè [1].

20 . Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ùîäî iñíó-
âàííÿ iíâàðiàíòíîãî òîðó ñèñòåìè (1).

Òåîðåìà. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü
(1) âèêîíóþòüñÿ óìîâè (Γ) òà (K) . Òî-
äi äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ N

⋃{0} iíäóêòèâíå
ðiâíÿííÿ

dx(t)

dt
= P (ϕt(ϕ))x(t)+

+B(ϕ, t)uk(ϕ, t + ∆) + c(ϕ, t) (4)

âèçíà÷à¹ â ïðîñòîði M iíâàðiàíòíèé òîð
T k+1 , ïîðîäæåíèé ôóíêöi¹þ

x = uk+1(ϕ) =

∞∫

−∞

G0(τ, ϕ)ck+1(ϕ, τ)dτ,

äå ck+1(ϕ, τ) = B(ϕ, τ)uk(ϕ, τ + ∆) + c(ϕ, τ) .
Ïðè öüîìó ñïðàâäæóþòüñÿ òâåðäæåí-

íÿ:
1) ÿêùî 2KB0 < γ , òî ïîñëiäîâíiñòü

{uk(ϕ)}∞k=0 ðiâíîìiðíî âiäíîñíî ϕ ∈ T∞ çái-
ãà¹òüñÿ çà íîðìîþ ïðîñòîðó M äî íåïå-
ðåðâíî¨ íà T∞ ôóíêöi¨¨ u(ϕ) : T∞ → M ,
ùî âèçíà÷à¹ iíâàðiàíòíèé òîð T ñèñòåìè
ðiâíÿíü (1);

2) ÿêùî γ > 2KB0 exp{α∆∗} , òî öÿ
ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà, òîáòî
∀{ϕ, ϕ̄} ⊂ T∞

‖u(ϕ)− u(ϕ̄)‖ ≤ U‖ϕ− ϕ̄‖ ν
2(ν+1) , (5)

äå U = const > 0 , ν � äîâiëüíå äiéñíå
÷èñëî, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

γ − αν

ν + 1
> 2KB0 exp{α∆∗};

3) ÿêùî γ > α + 2KB0 exp{α∆∗} , òî
öÿ ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøiöà íà
T∞ .

Äîâåäåííÿ. Íåâàæêî îáãðóíòóâàòèòè,
ùî i ïðè âiäñóòíîñòi âèìîãè γ > α , ÿêà âõî-
äèëà äî óìîâ îñíîâíî¨ òåîðåìè ç [1], ïîñëi-
äîâíiñòü {uk(ϕ)}∞k=0 iñíó¹, ïðè÷îìó êîæåí ¨¨
åëåìåíò çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà, òîáòî
∀{ϕ, ϕ̄} ⊂ T∞

‖uk(ϕ)− uk(ϕ̄)‖ ≤ Γk‖ϕ− ϕ̄‖ ν
2(ν+1) , (6)

äå Γk � äîäàòíi ñòàëi, ν � äîâiëüíå äîäàòíå
÷èñëî, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

γ >
αν

ν + 1
.

Òâåðäæåííÿ 1 ñôîðìóëüîâàíî¨ òåîðåìè
äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ òåîðå-
ìè ç [1] áåç ñóòò¹âèõ çìií.

Äîâåäåìî äðóãå òâåðäæåííÿ òåîðåìè.
Ïðè óìîâi, ùî Γk ≤ U ∀k ∈ N , äëÿ äîâå-
äåííÿ íåðiâíîñòi (5) äîñòàòíüî ïåðåéòè äî
ãðàíèöi ïðè k → ∞ ó íåðiâíîñòi, ùî îäåð-
æó¹òüñÿ ç (6) çàìiíîþ ó íié Γk íà U . Ïî-
êëàäåìî

Γ̃k =
4

γ

(
2

γ − αν
ν+1

K3(2P 0(p0)ν)
1

ν+1

) 1
2

×

× C0γ

γ − 2KB0
+

+K{Kν + B0Γ̃k−1 exp{α∆∗}+
2KC0Sν

γ − 2KB0
}×

× 2

γ − αν
2(ν+1)

, k = 0, 1, 2, 3, . . . ,

äå Γ̃−1 = 0 , à ÷èñëà

Kν =
{

2C0
[
2C0(η exp{α∆∗})ν

] 1
ν+1

} 1
2

òà

Sν =
{

2B0
[
2B0(β exp{αΓ∗})ν

] 1
ν+1

} 1
2

íå çàëåæàòü âiä k . Ïiñëÿ äîñòàòíüî ãðîìiçä-
êèõ ïåðåòâîðåíü ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî Γk < Γ̃k

ïðè âñiõ k = 0, 1, 2, 3, . . . , à îáìåæåíiñòü
ìíîæèíè {Γ̃k}∞k=0 âèïëèâà¹ ç iíäóêòèâíî¨
ðiâíîñòi
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Γ̃k+1 − Γ̃k =

= KB0 exp{α∆∗} 2

γ − αν
2(ν+1)

(Γ̃k − Γ̃k−1),

îñêiëüêè çà óìîâîþ äðóãîãî òâåðäæåííÿ
òåîðåìè ñòàëà KB0 exp{α∆∗} 2

γ− αν
2(ν+1)

ìåí-
øà çà îäèíèöþ. Îòæå, ïîòðiáíå ÷èñëî U
iñíó¹.

Òðåò¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè îáãðóíòó¹ìî
àíàëîãi÷íî.

Òóò óæå âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü γ > α ,
à îòæå ìà¹ ìiñöå òåîðåìà ç [1], ÿêà ãàðàí-
òó¹ ëiïøiöåâiñòü íà òîði T∞ ôóíêöié uk(φ)
ïðè áóäü-ÿêîìó k ∈ N

⋃{0} , òîáòî ôóíêöiÿ
uk(ϕ) çàäîâîëüíÿ¹ íà òîði T∞ óìîâó Ëiïøi-
öÿ

‖uk(ϕ)− uk(ϕ̄)‖ ≤ Γ̄k‖ϕ− ϕ̄‖
ç êîåôiöi¹íòîì Γ̄k = const > 0 . ßêùî ïðè
öüîìó ìíîæèíà ÷èñåë Γ̄k (k ∈ N) îáìåæåíà,
òî ôóíêöiÿ u(ϕ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøi-
öÿ.

Ïîêëàäåìî

Γk
L =

C0γH0
1

γ − 2KB0
+

+{B0Γk−1
L exp{α∆∗}+

2KC0β

γ − 2KB0
exp{αΓ∗}+

+η exp{α∆∗}} 2K

γ − α
, k = 0, 1, 2, 3, . . . ,

äå

Γ−1
L = 0, H0

1 = 2K2p0 2γ2 + αγ − α2

αγ(γ − α)(2γ − α)
.

Íå ñòàíîâèòü îñîáëèâèõ òðóäíîùiâ ïåðå-
ñâiä÷èòèñÿ ó òîìó, ùî Γ̄k < Γk

L ïðè âñiõ
k = 0, 1, 2, 3, . . . , à îáìåæåíiñòü ìíîæèíè
{Γk

L}∞k=0 âèïëèâà¹ ç iíäóêòèâíî¨ ðiâíîñòi

Γk+1
L − Γk

L =
2KB0 exp{α∆∗}

γ − α
(Γk

L − Γk−1
L ),

îñêiëüêè çà óìîâîþ òðåòüîãî òâåðäæåííÿ
òåîðåìè ñòàëà 2KB0 exp{α∆∗}

γ−α
ìåíøà çà îäè-

íèöþ. Òåîðåìó äîâåäåíî.
Çàóâàæåííÿ 1. Îáåðåìî áóäü-ÿêó ôóí-

êöiþ ρ(ϕ) = (ρ1(ϕ), ρ2(ϕ), . . . ) , ùî çàäîâîëü-
íÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

1) ¹ 2π -ïåðiîäè÷íîþ âiäíîñíî ϕi ∀i ∈ N ;
2) íà òîði T∞ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäå-

ðà ç ïîêàçíèêîì ν
2(ν+1)

, äå ν îáðàíî òàê, ÿê
âêàçàíî ðàíiøå, i ‖ρ(ϕ)‖ ≤ 2KC0

γ
.

Î÷åâèäíî, òàêi ôóíêöi¨¨ iñíóþòü (íàïðè-
êëàä, öi âëàñòèâîñòi ìà¹ êîæíà ç ôóíêöié
uk(ϕ) (k ∈ N

⋃{0}) . Ïîêëàâøè ó ðiâíÿííÿ
(4) çàìiñòü u0(ϕ, t+∆) ôóíêöiþ ρ(ϕ, t+∆) ,
íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî òâåðäæåííÿ òåî-
ðåìè, êðiì òðåòüîãî, çàëèøàþòüñÿ â ñèëi,
ïðè÷îìó ôóíêöiÿ u(ϕ) : T∞ → M , ùî âè-
çíà÷à¹ iíâàðiàíòíèé òîð T ñèñòåìè (1), ïðè
öüîìó íå çìiíþ¹òüñÿ.

Äiéñíî, äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ k ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü uk(ϕ) = uk−1(ϕ) + Rk(ϕ) .
Âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöiþ ρ(ϕ, t+∆) , îäåð-
æèìî âiäïîâiäíó ïîñëiäîâíiñòü uk

ρ(ϕ) =

uk−1(ϕ) + R̄k(ϕ) , k ∈ N . Î÷åâèäíî, ùî
‖uk(ϕ)− uk

ρ(ϕ)‖ = ‖Rk(ϕ)− R̄k(ϕ)‖ → 0 ïðè
k →∞ .

ßêùî æ ôóíêöiÿ ρ(ϕ) ¹ ëiïøiöåâîþ, òî
ìà¹ ìiñöå i òðåò¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè, ïðè-
÷îìó ôóíêöiÿ u(ϕ) , ùî âèçíà÷à¹ iíâàðiàí-
òíèé òîð T ñèñòåìè (1), ïðè öüîìó òåæ íå
çìiíþ¹òüñÿ.

30 . Íàñëiäêè ç òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî,
ùî ïðî iñíóâàííÿ ÔÃÑ ðiâíÿííÿ (2) íi÷îãî
íå âiäîìî. Çàïèøåìî ñïî÷àòêó ñèñòåìó ðiâ-
íÿíü

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx(t)

dt
= P (ϕt(ϕ))x(t) + c(ϕ, t), (7)

ÿêà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ñèñòåìè (1) ç íó-
ëüîâîþ ìàòðèöåþ B(ϕ, t) , i ââåäåìî ïîçíà-
÷åííÿ

‖u(ϕ)‖0 = sup
ϕ∈T∞

‖u(ϕ)‖.

Äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíîãî
òîðó ñèñòåìè (7) íàäà¹ íàñòóïíå òâåðäæåí-
íÿ, â ÿêîìó çàñòîñîâàíî ïîçíà÷åííÿ Cϕ(T∞)
ìàòðè÷íîãî ïðîñòîðó, ðîçãëÿíóòîãî ó ðîáîòi
[1].

Íàñëiäîê 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ âñi
óìîâè òåîðåìè, êðiì óìîâ (Γ) i óìîâ, ùî
ñòîñóþòüñÿ ìàòðèöi B(ϕ, t) . ßêùî iñíó¹
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òàêà ìàòðèöÿ P(ϕ) ∈ Cϕ(T∞) , ùî ðiâíÿ-
ííÿ

dx

dt
= P(ϕt(ϕ))x (8)

ìà¹ ¹äèíèé îáìåæåíèé íà âñié ÷èñëîâié îñi
ðîçâ'ÿçîê x = 0 òà ÔÃÑ, ÿêà çàäîâîëü-
íÿ¹ íåðiâíiñòü (3), ïðè÷îìó ∀{ϕ, ϕ̄} ⊂ T∞
ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè

‖P(ϕ)− P(ϕ̄)‖ ≤ p0
1‖ϕ− ϕ̄‖,

2K‖P (ϕ)− P(ϕ)‖0 < γ,

äå p0
1 � äîäàòíà ñòàëà, òî ñèñòåìà ðiâ-

íÿíü (7) ìà¹ ãåëüäåðîâèé iíâàðiàíòíèé
òîð. Ïðè óìîâi, ùî 2K‖P (ϕ)−P(ϕ)‖0+α <
γ , iíâàðiàíòíèé òîð öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ ëi-
ïøiöåâèì íà T∞ .

Äîâåäåííÿ. Cèñòåìó ðiâíÿíü (7) çàïè-
øåìî ó âèãëÿäi

dx(t)

dt
= P(ϕt(ϕ))x(t) + B(ϕt(ϕ))x(t)+

+c(ϕ, t), (9)

äå B(ϕ) = P (ϕ) − P(ϕ) . Î÷åâèäíî, ùî ðiâ-
íÿííÿ

dx

dt
= P(ϕt(ϕ))x + c(ϕ, t)

ìà¹ iíâàðiàíòíèé òîð T0 , ïîðîäæóþ÷à ôóí-
êöiÿ ÿêîãî u0(ϕ) : T∞ → M çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó Ãåëüäåðà âiäíîñíî ϕ .

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ðiâíÿííÿ (9)
¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ñèñòåìè (1), â
ÿêié ∆i = 0 , Γij = 0 ∀{i, j} ⊂
N , ìàòðèöÿ B(ϕ) âèçíà÷åíà íà òîði
T∞ , ïðè÷îìó ∀{ϕ, ϕ̄} ⊂ T∞ ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ‖B(ϕ) − B(ϕ̄)‖ ≤
≤ (p0 + p0

1)‖ϕ− ϕ̄‖ .
Òîäi ∀k ∈ N

⋃{0} iíäóêòèâíå ðiâíÿííÿ
âèäó (4)

dx(t)

dt
= P(ϕt(ϕ))x(t)+

+B(ϕt(ϕ))uk(ϕt(ϕ)) + c(ϕ, t)

âèçíà÷à¹ â ïðîñòîði M iíâàðiàíòíèé òîð
Tk+1 , ïîðîäæåíèé ôóíêöi¹þ

x = uk+1(ϕ) =

∞∫

−∞

G0(τ, ϕ)ck+1(ϕ, τ)dτ,

äå ck+1(ϕ, t) = B(ϕt(ϕ))uk(ϕt(ϕ)) + c(ϕ, t) ,
ïðè÷îìó ôóíêöiÿ uk(ϕ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
Ãåëüäåðà, à ôóíêöiþ u0(ϕ) îçíà÷åíî âèùå.

Äîâåäåííÿ ðiâíîìiðíî¨ âiäíîñíî ϕ ∈ T∞
çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {uk(ϕ)}∞k=1 äî íåïå-
ðåðâíî¨ íà T∞ ôóíêöi¨¨ u(ϕ) : T∞ → M ,
ùî âèçíà÷à¹ ãåëüäåðîâèé iíâàðiàíòíèé òîð
T ñèñòåìè ðiâíÿíü (7), ïðîâîäèòüñÿ àíàëî-
ãi÷íî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè ç íåçíà÷íèìè
çìiíàìè. Çðîçóìiëî, ùî ïðè óìîâi γ > α +
+2K‖B(ϕ)‖0 öåé òîð ¹ ëiïøiöåâèì.

Çâè÷àéíî, ÿêùî çà ìàòðèöþ P(ϕ) âçÿòè
(−E) , äå E � íåñêií÷åííà îäèíè÷íà ìàò-
ðèöÿ, òî óìîâè íàñëiäêó 1 çíà÷íî ñïðîùóþ-
òüñÿ. Ñôîðìóëþ¹ìî ¨õ ó âèãëÿäi íàñòóïíîãî
òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ âñi
óìîâè òåîðåìè, êðiì óìîâ (Γ) i óìîâ, ùî
ñòîñóþòüñÿ ìàòðèöi B(ϕ, t) .

ßêùî ïðè öüîìó ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòü ‖P (ϕ)+E‖0 < 1 , òî ñèñòåìà (7) ìà¹
iíâàðiàíòíèé òîð T , ïîðîäæóþ÷à ôóíêöiÿ
ÿêîãî u(φ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà íà
òîði T∞ . Ïðè óìîâi, ùî α < 1 − ‖P (ϕ) +
E‖0 , ôóíêöiÿ u(ϕ) ¹ ëiïøiöåâîþ íà öié
ìíîæèíi.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç îá-
ãðóíòóâàííÿ íàñëiäêó 1, îñêiëü-
êè â öüîìó ðàçi P(ϕt(ϕ)) =
= −E , ðiâíÿííÿ âèäó (8) ìà¹ ÔÃÑ, äëÿ ÿêî¨
ó íåðiâíîñòi (3) K = γ = 1 , i ‖B(ϕ)‖0 < 1 .

Äîñòàòíüî ãðîìiçäêi iíäóêòèâíi ìiðêó-
âàííÿ ∀k ∈ N i ∀{ϕ, ϕ̄} ⊂ T∞ ïðèâîäÿòü
äî îöiíîê:

‖u0‖ ≤ C0, ‖u0(ϕ)−u0(ϕ̄)‖ ≤ K1
ν‖ϕ−ϕ̄‖ ν

2(ν+1) ,

‖uk‖ ≤ C0

1− ‖B‖0

;

‖uk(ϕ)− uk(ϕ̄)‖ ≤
{

K1
ν

k∑
i=0

‖B‖i
0

(1− αν
2(ν+1)

)i
+

+ K2
ν

C0

1− ‖B‖0

k−1∑
i=0

‖B‖i
0

(1− αν
2(ν+1)

)i

}
×
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×‖ϕ− ϕ̄‖ ν
2(ν+1) ≤

(
K1

ν +
K2

νC
0

1− ‖B‖0

)
×

× 1

1− ‖B‖0
1− αν

2(ν+1)

‖ϕ− ϕ̄‖ ν
2(ν+1) ,

äå ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi íå çà-
ëåæèòü âiä k ∈ N ,

K1
ν =

Kν

1− αν
2(ν+1)

,

K2
ν =

{
2P 0

[
2(p0)νP 0

] 1
ν+1

} 1
2 1

1− αν
2(ν+1)

,

à ν � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, ùî çàäîâîëü-
íÿ¹ íåðiâíiñòü ‖B‖0 < 1 − αν

2(ν+1)
. Îñòàí-

í¹ ñâiä÷èòü ïðî ãåëüäåðîâiñòü iíâàðiàíòíîãî
òîðó T ñèñòåìè ðiâíÿíü (7).

ßêùî æ α < 1−‖P (ϕ)+E‖0 , òî ∀k ∈ N
i ∀{ϕ, ϕ̄} ⊂ T∞ ìà¹ìî, ùî

‖u0(ϕ)− u0(ϕ̄)‖ ≤ K̄1
ν‖ϕ− ϕ̄‖,

‖uk(ϕ)− uk(ϕ̄)‖ ≤
(

K̄1
ν +

K̄2
νC

0

1− ‖B‖0

)
×

× 1

1− ‖B‖0
1−α

‖ϕ− ϕ̄‖,

äå

K̄1
ν =

η exp{α∆∗}
1− α

, K̄2
ν =

p0

1− α
,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.
Íàñëiäîê 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ âñi

óìîâè òåîðåìè, êðiì óìîâ (Γ) . Òîäi ñïðàâ-
äæóþòüñÿ òàêi òâåðäæåííÿ:

1) ÿêùî B0 + ‖P (ϕ) + E‖0 < 1 , òî iñíó¹
íåïåðåðâíà íà T∞ ôóíêöiÿ u(ϕ) : T∞ →
M , ùî âèçíà÷à¹ iíâàðiàíòíèé òîð ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü (1);

2) ÿêùî 1 > B0 exp{α∆∗}+ ‖P (ϕ)+E‖0 ,
òî öÿ ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà,
òîáòî ∀{ϕ, ϕ̄} ⊂ T∞

‖u(ϕ)− u(ϕ̄)‖ ≤ U‖ϕ− ϕ̄‖ ν
2(ν+1) ,

äå U = const > 0 , à ν � äîâiëüíå äiéñíå
÷èñëî, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

1− αν

2(ν + 1)
> B0 exp{α∆∗}+ ‖P (ϕ) + E‖0;

3) ÿêùî 1 > α + B0 exp{α∆∗} + ‖P (ϕ) +
+E‖0 , òî öÿ ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëi-
ïøiöà íà òîði T∞ .

Äîâåäåííÿ. Cèñòåìó ðiâíÿíü (1) çàïè-
øåìî ó âèãëÿäi ðiâíÿííÿ

dx(t)

dt
= −Ex(t) + B(ϕt(ϕ))x(t)+

+B(ϕ, t)x(t + ∆) + c(ϕ, t),

äå B(ϕ) = P (ϕ)+E , E � îäèíè÷íà ìàòðè-
öÿ.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ∀k ∈ N
⋃{0}

ðiâíÿííÿ

dx(t)

dt
= −Ex(t) + B(ϕt(ϕ))uk(ϕt(ϕ))+

+B(ϕ, t)uk(ϕ, t + ∆) + c(ϕ, t)

âèçíà÷à¹ â ïðîñòîði M iíâàðiàíòíèé òîð
Tk+1 , ïîðîäæåíèé ôóíêöi¹þ

x = uk+1(ϕ) =

0∫

−∞

Ω0
τ ck+1(ϕ, τ)dτ,

äå Ω0
τ = diag{exp{τ}, exp{τ}, . . . } � äiàãî-

íàëüíà ìàòðèöÿ,

ck+1(φ, t) = B(ϕt(ϕ))uk(ϕt(ϕ))+

+B(ϕ, t)uk(ϕ, t + ∆) + c(ϕ, t),

à u0(ϕ) âèçíà÷åíî ðiâíiñòþ

u0(ϕ) =

0∫

−∞

Ω0
τ c(ϕ, τ)dτ.

Ïðè öüîìó ∀k ∈ N i ∀{ϕ, ϕ̄} ⊂ T∞ ìàþòü
ìiñöå îöiíêè:

‖u0‖ ≤ C0, ‖u0(ϕ)−u0(ϕ̄)‖ ≤ K1
ν‖ϕ−ϕ̄‖ ν

2(ν+1) ,

‖uk‖ ≤ C0

1− (‖B‖0 + B0)
;
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‖uk(ϕ)− uk(ϕ̄)‖ ≤ Γ̆k‖ϕ− ϕ̄‖ ν
2(ν+1) ,

äå

Γ̆k = {Kν + Γ̆k−1[B0 exp{α∆∗}+ ‖B‖0]+

+
C0Sν

1− (B0 + ‖B‖0)
+

+
C0

{
2P 0[2P 0(p0)ν ]

1
ν+1

} 1
2

1− (B0 + ‖B‖0)
} 1

1− αν
2(ν+1)

.

Îáìåæåíiñòü ìíîæèíè {Γ̆k}∞k=0 âèïëèâà¹ ç
iíäóêòèâíî¨ ðiâíîñòi

Γ̆k+1−Γ̆k =
B0 exp{α∆∗}+ ‖B‖0

1− αν
2(ν+1)

(Γ̆k−Γ̆k−1),

îñêiëüêè çà óìîâîþ äðóãîãî òâåðäæåííÿ íà-
ñëiäêó 3 ñòàëà B0 exp{α∆∗}+‖B‖0

1− αν
2(ν+1)

ìåíøà çà
îäèíèöþ.

Äîâåäåííÿ ðiâíîìiðíî¨ âiäíîñíî ϕ ∈ T∞
çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {uk(ϕ)}∞k=1 äî íåïå-
ðåðâíî¨ íà T∞ ôóíêöi¨ u(ϕ) : T∞ → M ,
ùî âèçíà÷à¹ ãåëüäåðîâèé iíâàðiàíòíèé òîð
T ñèñòåìè ðiâíÿíü (1), ïðîâîäèòüñÿ àíàëî-
ãi÷íî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè. ßêùî æ âèêî-
íó¹òüñÿ óìîâà òðåòüîãî òâåðäæåííÿ íàñëiä-
êó 3, òî ∀k ∈ N i ∀{ϕ, ϕ̄} ⊂ T∞ iíäóêòèâíi
ìiðêóâàííÿ ïðèâîäÿòü äî íåðiâíîñòi

‖uk(ϕ)− uk(ϕ̄)‖ ≤ Γ̂k‖ϕ− ϕ̄‖,
äå

Γ̂0 =
η exp{α∆∗}

1− α
;

Γ̂k = {η exp{α∆∗} + Γ̂k−1[B0 exp{α∆∗}+

+‖B‖0] +
C0(p0 + β exp{αΓ∗})

1− (B0 + ‖B‖0)
} 1

1− α
.

Îáìåæåíiñòü ìíîæèíè {Γ̂k}∞k=0 âèïëèâà¹ ç
iíäóêòèâíî¨ ðiâíîñòi

Γ̂k+1−Γ̂k =
B0 exp{α∆∗}+ ‖B‖0

1− α
(Γ̂k−Γ̂k−1),

îñêiëüêè çà óìîâîþ òðåòüîãî òâåðäæåííÿ
íàñëiäêó 3 ñòàëà B0 exp{α∆∗}+‖B‖0

1−α
ìåíøà çà

îäèíèöþ. Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 3 çàâåðøåíî.
Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü





dϕi

dt
= trig (ϕi + ϕi+1);

dxi

dt
=

∞∑
j=1

pij(ϕ)xi(t)+

+
∞∑

j=1

1

2j+2
trig

(
ϕsij

t+cij
(ϕ)

)
xj(t + ∆j)+

+ trig
(
ϕsi

t+ais
(ϕ) + ϕki

t+aik
(ϕ)

)
,

äå i = 1, 2, 3, . . . , ñèìâîëîì trig ïîçíà-
÷åíî ôóíêöi¨ ñèíóñ àáî êîñèíóñ, sij, si, ki

� äîâiëüíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, ñåðåä ÿêèõ
ìîæå áóòè ñêiëüêè çàâãîäíî îäíàêîâèõ,
cij, ais, aik , ∆j � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà
ç îáìåæåíîãî âiäðiçêó ÷èñëîâî¨ îñi, ñåðåä
ÿêèõ òàêîæ ìîæå áóòè ñêiëüêè çàâãîäíî
îäíàêîâèõ; ÷åðåç P (ϕ) ïîçíà÷åíî ìàòðèöþ



−1 trig(ϕ12)
4

trig(ϕ13)
8

trig(ϕ14)
16

. . .
trig(ϕ21)

4
−1 trig(ϕ23)

8
trig(ϕ24)

16
. . .

trig(ϕ31)
4

trig(ϕ32)
8

−1 trig(ϕ34)
16

. . .
trig(ϕ41)

4
trig(ϕ42)

8
trig(ϕ43)

16
−1 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .




,

à ñèìâîëîì ϕsl , {s, l} ⊂ N ïîçíà÷åíî áóäü-
ÿêó êîîðäèíàòó ϕi âåêòîðà ϕ .

Î÷åâèäíî, ùî ‖P (ϕ) + E‖0 = 1
2
, êîåôi-

öi¹íò Ëiïøiöÿ α ôóíêöi¨ a(ϕ) äîðiâíþ¹ 2,
‖B(ϕ, t)‖ ≤ B0 = 1

4
. Ïðè öüîìó

B0 + ‖P (ϕ) + +E‖0 =
1

4
+

1

2
< 1,

òîáòî çà óìîâàìè íàñëiäêó 3 â ïðîñòîði M
iñíó¹ íåïåðåðâíèé íà T∞ iíâàðiàíòíèé òîð
çàäàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Ëåãêî ïåðåâiðèòè,
ùî ïðè âèêîíàííi íåðiâíîñòi ∆∗ < ln 2

2
öåé

òîð çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà, à òðåòÿ
óìîâà íàñëiäêó 3 âçàãàëi âèêîíóâàòèñÿ íå
ìîæå, òîáòî ëiïøiöåâiñòü iíâàðiàíòíîãî òîðó
íå ãàðàíòîâàíà. ßêùî ïåðøå ðiâíÿííÿ âèõi-
äíî¨ ñèñòåìè çàìiíèòè íà dϕi

dt
= 1

16
trig (ϕi +

ϕi+1) i íàêëàñòè óìîâó ∆∗ < 8 ln 3
2
, òî α = 1

8
i òðåòÿ óìîâà íàñëiäêó 3 âèêîíó¹òüñÿ, òîáòî
iíâàðiàíòíèé òîð îäåðæàíî¨ ñèñòåìè ¹ ëiïøi-
öåâèì íà T∞ .
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Öåé ïðèêëàä ñâiä÷èòü ïðî íåñóïåðå÷ëè-
âiñòü óìîâ òåîðåìè òà íàñëiäêiâ ç íå¨. Çðî-
çóìiëî, ùî àíàëiòè÷íèé âèðàç ïîðîäæóþ÷î¨
iíâàðiàíòíèé òîð ôóíêöi¨ çàïèñàòè âàæêî.

Íà çàâåðøåííÿ âêàæåìî íà òå, ùî îäåð-
æàíi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè i äëÿ âèïàäêó,
êîëè çàäàíi ñèñòåìè ðiâíÿíü ðîçãëÿäàþòüñÿ
ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði i âèçíà÷åíi
íà ñêií÷åííîâèìiðíèõ òîðàõ. Ó öüîìó ðà-
çi ÷àñòî âäà¹òüñÿ çíàéòè àíàëiòè÷íi âèðà-
çè ôóíêöié, ïîðîäæóþ÷èõ iíâàðiàíòíi òî-
ðè öèõ ðiâíÿíü, ïðî ùî ñâiä÷èòü íàñòóïíèé
ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü





dϕ1

dt
= 1;

dϕ2

dt
= 1;

dx1(t)

dt
= −x1(t) +

1

4
x2(t− 1)+

+ sin(ϕ1t+2(ϕ));

dx2(t)

dt
= −x2(t) +

1

4
x1(t + 1)+

+ cos(ϕ2t−2(ϕ)),

äå ϕ1t(ϕ) = t + ϕ1, ϕ2t(ϕ) =
t + ϕ2 , {ϕ1, ϕ2} ⊂
⊂ T2 , i çàïèøåìî ¨¨ ó âèãëÿäi





dx1(t)

dt
= −x1(t) +

1

4
x2(t− 1)+

+ sin(t + 2 + ϕ1);

dx2(t)

dt
= −x2(t) +

1

4
x1(t + 1)+

+ cos(t− 2 + ϕ2).

Î÷åâèäíî, ùî â ïðîñòîði R2 öÿ ñèñòåìà
ðiâíÿíü âèçíà÷à¹ íåïåðåðâíèé iíâàðiàíòíèé
òîð. Çíàéäåìî ïîðîäæóþ÷ó éîãî ôóíêöiþ,
ïîáóäóâàâøè ïîñëiäîâíiñòü {uk(ϕ)}∞k=0 . Öåé
ïðîöåñ âèìàãà¹ ãðîìiçäêèõ îá÷èñëåíü, òîìó
íàâåäåìî òóò ëèøå éîãî ñõåìó. Îòæå, ìà¹ìî:

u0(ϕ) =

=

0∫

−∞

(
eτ 0
0 eτ

)(
sin(τ + 2 + ϕ1)
cos(τ − 2 + ϕ2)

)
dτ =

=
1

2

(
sin(2 + ϕ1)− cos(2 + ϕ1)

sin(−2 + ϕ2) + cos(−2 + ϕ2)

)
;

c1(ϕ, t) =

(
0 1

4
1
4

0

)(
u0

1(ϕt+1(ϕ))
u0

2(ϕt−1(ϕ))

)
+

+

(
sin(t + 2 + ϕ1)
cos(t− 2 + ϕ2)

)
=

=

(
sin(t + 2 + ϕ1)
cos(t− 2 + ϕ2)

)
+

+
1

8

(
sin(−3 + t + ϕ2) + cos(t− 3 + ϕ2)
sin(3 + t + ϕ1)− cos(t + 3 + ϕ1)

)
;

u1(ϕ) =

0∫

−∞

(
eτ 0
0 eτ

)
c1(ϕ, τ)dτ =

= u0(ϕ) +
1

8

(
sin(−3 + ϕ2)
− cos(3 + ϕ1)

)
.

Ïðîäîâæóþ÷è àíàëîãi÷íi ðîçðàõóíêè,
îäåðæó¹ìî:

u2(ϕ) = u1(ϕ)+

+
1

64

( − sin(2 + ϕ1)− cos(2 + ϕ1)
sin(−2 + ϕ2)− cos(−2 + ϕ2)

)
;

u3(ϕ) = u2(ϕ) +
1

256

( − cos(−3 + ϕ2)
− sin(3 + ϕ1)

)
;

u4(ϕ) = u3(ϕ)+

+
1

211

( − sin(2 + ϕ1) + cos(2 + ϕ1)
− sin(−2 + ϕ2)− cos(−2 + ϕ2)

)
;

u5(ϕ) = u4(ϕ) +
1

213

( − sin(−3 + ϕ2)
cos(3 + ϕ1)

)
;

u6(ϕ) = u5(ϕ)+

+
1

216

(
sin(2 + ϕ1) + cos(2 + ϕ1)

− sin(−2 + ϕ2) + cos(−2 + ϕ2)

)
;
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u7(ϕ) = u6(ϕ) +
1

218

(
cos(−3 + ϕ2)
sin(3 + ϕ1)

)
;

u8(ϕ) = u7(ϕ)+

+
1

221

(
sin(2 + ϕ1)− cos(2 + ϕ1)

sin(−2 + ϕ2) + cos(−2 + ϕ2)

)
;

u9(ϕ) = u8(ϕ) +
1

223

(
sin(−3 + ϕ2)
− cos(3 + ϕ1)

)

i òàê äàëi. Ó ïîñëiäîâíîñòi {uk(ϕ)}∞k=0 ëåãêî
ïîìiòèòè çàêîíîìiðíiñòü, âèêîðèñòàâøè ÿêó
ïðèõîäèìî äî ðiâíîñòi

u(ϕ) =
219 − 29

220 − 1
×

×
(

sin(2 + ϕ1)− cos(2 + ϕ1)
sin(−2 + ϕ2) + cos(−2 + ϕ2)

)
+

+
217 − 27

220 − 1

(
sin(−3 + ϕ2)
− cos(3 + ϕ1)

)
+

214 − 24

220 − 1
×

×
( − sin(2 + ϕ1)− cos(2 + ϕ1)

sin(−2 + ϕ2)− cos(−2 + ϕ2)

)
+

+
212 − 22

220 − 1

( − cos(−3 + ϕ2)
− sin(3 + ϕ1)

)
,

àáî îñòàòî÷íî

u(ϕ) =
1

220 − 1
×

×
{

29

(
sin(2 + ϕ1)− cos(2 + ϕ1)

sin(−2 + ϕ2) + cos(−2 + ϕ2)

)
+

+27

(
sin(−3 + ϕ2)
− cos(3 + ϕ1)

)
+

+24

( − sin(2 + ϕ1)− cos(2 + ϕ1)
sin(−2 + ϕ2)− cos(−2 + ϕ2)

)
+

+22

( − cos(−3 + ϕ2)
− sin(3 + ϕ1)

)}
.

Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî çíàéäå-
íà ôóíêöiÿ äiéñíî âèçíà÷à¹ ëiïøiöåâèé ií-
âàðiàíòíèé òîð çàäàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Îáåðåìî òåïåð çàìiñòü u0(ϕ) iíøó ôóí-
êöiþ

ρ(ϕ) =

(
sin ϕ1

cos ϕ2

)

i àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüîãî ïîáóäó¹ìî âiä-
ïîâiäíó ïîñëiäîâíiñòü {uk

ρ(ϕ)}∞k=0 . Ç ïîñëi-
äîâíiñòþ {uk(ϕ)}∞k=0 âîíà ïîâ'ÿçàíà òàê:

u1
ρ(ϕ) = u0(ϕ)+

+
1

8

(
sin(ϕ2 − 1) + cos(ϕ2 − 1)
sin(ϕ1 + 1)− cos(ϕ1 + 1)

)
;

u2
ρ(ϕ) = u1(ϕ) +

1

32

( − cos ϕ1

sin ϕ2

)
;

u3
ρ(ϕ) = u2(ϕ)+

+
1

28

(
sin(ϕ2 − 1)− cos(ϕ2 − 1)
− sin(ϕ1 + 1)− cos(ϕ1 + 1)

)

i òàê äàëi. Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî ∀k ∈ N
ôóíêöi¨ uk

ρ(ϕ) i uk(ϕ) âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå
îñòàííiìè äîäàíêàìè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ðiâ-
íîñòåé, ùî ¨õ çîáðàæóþòü. Ïîçíà÷èìî öi äî-
äàíêè ÷åðåç Rk òà R̄k âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè
‖Rk−R̄k‖ → 0 ïðè k →∞ , òî ïîñëiäîâíiñòü
{uk

ρ(ϕ)}∞k=0 òåæ ïðÿìó¹ äî ôóíêöi¨ u(ϕ) ïðè
k → ∞ , ùî iëþñòðó¹ íàâåäåíå âèùå çàóâà-
æåííÿ 1.
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