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ÊIËÜÊÎÑÒI ÂIÄÐIÇÊIÂ ÍÀ ÏÐßÌIÉ
Ðîçãëÿíóòî äèíàìi÷íó ñèñòåìó ç äèñêðåòíèì ÷àñîì íà äâîâèìiðíîìó öèëiíäði, ïîðîäæå-

íó êâàçiïåðiîäè÷íî êåðîâàíèì âiäîáðàæåííÿì çñóâó çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi âiäðiçêiâ çi ñòàëèì
ïåðåêðèòòÿì. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü iíâàðiàíòíîãî ãðàíè÷íîãî ïîÿñó, ÿêèé ïîãëèíà¹
âñi òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè; âèâ÷åíî éîãî âëàñòèâîñòi.

A discrete-time dynamical system on the two-dimensional cylinder generated by a quasiperi-
odically driven translation of countable number of intervals with constant overlapping is considered.
The existence and uniqueness of an invariant limiting belt that absorbs all trajectories in the system
is proven; the properties of this belt are shown.

10 . Îñíîâíi ïîíÿòòÿ i ðåçóëüòàò. Çñóâ
âiäðiçêiâ � öå ðîçðèâíå âiäîáðàæåííÿ ïåâíî-
ãî, ñêií÷åííîãî ÷è íåñêií÷åííîãî, ïðîìiæêó
äiéñíî¨ ïðÿìî¨ R â ñåáå, ÿêå ïîëÿãà¹ â éî-
ãî ðîçáèòòi íà ñêií÷åííó êiëüêiñòü ïiäïðî-
ìiæêiâ i æîðñòêîìó çñóâi êîæíîãî ç íèõ íà
ïåâíó âiäñòàíü. Iíàêøå êàæó÷è, öå ¹ îäíî-
âèìiðíå êóñêîâî-àôiííå âiäîáðàæåííÿ òàêå,
ùî êóòîâèé êîåôiöi¹íò êîæíîãî ç éîãî àôií-
íèõ êóñêiâ äîðiâíþ¹ 1. Çñóâ âiäðiçêiâ ¹ ïðè-
ðîäíèì óçàãàëüíåííÿì ïåðåêëàäàííÿ âiäðiç-
êiâ � äîáðå âèâ÷åíîãî êëàñó âiäîáðàæåíü,
ùî ïîðîäæó¹ îäíîâèìiðíi äèíàìi÷íi ñèñòå-
ìè ç íåòðèâiàëüíèìè åðãîäè÷íèìè âëàñòèâî-
ñòÿìè [1]. Äèíàìi÷íi âëàñòèâîñòi iíòåðâàëü-
íèõ çñóâiâ ¹ ùå áiëüø ñêëàäíèìè, i íàâiòü
ïèòàííÿ ïðî ãåîìåòðiþ ¨õíiõ ãðàíè÷íèõ ìíî-
æèí â çàãàëüíîìó âèãëÿäi ¹ çîâñiì íåòðèâi-
àëüíèì [2]. Â îãëÿäi [3] ìè îáãðóíòóâàëè âà-
æëèâiñòü äîñëiäæåííÿ äèíàìiêè iíòåðâàëü-
íèõ çñóâiâ i ïîâ'ÿçàíèõ iç íèìè âiäîáðàæåíü
äëÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷, ÿêi ïîõîäÿòü ç ñó÷à-
ñíî¨ ðàäiîåëåêòðîíiêè, çîêðåìà âèâ÷åííÿ öè-
ôðîâèõ òåëåêîìóíiêàöiéíèõ ñèñòåì òàêèõ ÿê
ìîáiëüíèé òåëåôîííèé çâ'ÿçîê. Â íåäàâíié
ðîáîòi [4] ìè äîñëiäèëè äèíàìiêó êâàçiïåðiî-
äè÷íî êåðîâàíîãî çñóâó äâîõ iíòåðâàëiâ äié-
ñíî¨ ïðÿìî¨ çi çìiííîþ âåëè÷èíîþ ïåðåêðèò-
òÿ. Ó òåïåðiøíié ñòàòòi áóäå ðîçãëÿíóòî âè-
ïàäîê çñóâó çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ïðîìiæêiâ,

àëå âåëè÷èíó ïåðåêðèòòÿ ìè ïðèïóñêàòèìå-
ìî ñòàëîþ, òîáòî íåçàëåæíîþ âiä êâàçiïåði-
îäè÷íî çìiííîãî ïàðàìåòðó êåðóâàííÿ.

Îòæå, íåõàé íà äiéñíié ïðÿìié R çàäà-
íî ñïàäíó äâîñòîðîííþ ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê
σk , k ∈ Z , ðîçðiäæåíó âiäïîâiäíî äî íåðiâ-
íîñòi

σk − σk+1 ≥ d (1)

ç ôiêñîâàíîþ ñòàëîþ d > 0 (âîíà i áóäå âå-
ëè÷èíîþ ïåðåêðèòòÿ), òà îäíîïàðàìåòðè÷íó
ñiì'þ iíòåðâàëüíèõ çñóâiâ Φθ : R→ R ç ïà-
ðàìåòðîì θ , ÿêèé ïðîáiãà¹ êîëî îäèíè÷íî¨
äîâæèíè S = R/Z , çàäàíó ðiâíîñòÿìè

Φθ(x) = x + sk(θ) äëÿ x ∈ Ik, (2)

äå Ik = (σk+1, σk] � öå âëàñíå ïðîìiæêè, íà
ÿêi ðîçáèòî R òî÷êàìè σk , à âåëè÷èíè çñó-
âiâ sk(θ) ¹ íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè íà êîëi
S , ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ñïiââiäíîøåííÿìè

sk+1(θ)− sk(θ) = d.

Çàóâàæèìî, ùî âåëè÷èíà ïåðåêðèòòÿ d âõî-
äèòü äî (1) íåäàðìà: öÿ íåðiâíiñòü óíåìî-
æëèâëþ¹ ïåðåêðèòòÿ îáðàçiâ ïðîìiæêiâ, ùî
íå ¹ ñóñiäíiìè. Ïîçíà÷èâøè ν =

∫ 1

0
s0(θ)dθ ,

f(θ) = s0(θ)− ν , ïåðåïèøåìî (2) ó âèãëÿäi

Φθ(x) = x + ν + f(θ) + kd äëÿ x ∈ Ik. (3)
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Çàóâàæèìî î÷åâèäíó íåðiâíiñòü

Φθ(x2)− Φθ(x1) ≤ x2 − x1 äëÿ âñiõ x1 ≤ x2.
(4)

Ïðåäìåòîì ðîçãëÿäó öi¹¨ ñòàòòi ¹ òðèêó-
òíå âiäîáðàæåííÿ

F : (θ, x) 7→ (Tθ, ΦTθ(x)) (5)

íà öèëiíäði S × R , äå îäíîïàðàìåòðè÷íà
ñiì'ÿ iíòåðâàëüíèõ çñóâiâ Φθ , θ ∈ S , çà-
äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (3), à áàçîâå âiäîáðàæåí-
íÿ T ¹ ëiíiéíèì ïîâîðîòîì êîëà íà iððàöiî-
íàëüíå ÷èñëî ρ ∈ (0, 1) :

T : θ 7→ θ + ρ,

àáî æ äîâiëüíèì ãîìåîìîðôiçìîì êîëà ç ið-
ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì îáåðòàííÿ, ÿêèé ¹ òî-
ïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèì iç ëiíiéíèì (â îñòàí-
íüîìó âèïàäêó âñi iíòåãðàëè ïî êîëó S , ÿêi
ôiãóðóþòü ó ñòàòòi, ïîâèííi áðàòèñÿ íå çà
ìiðîþ Ëåáåãà, à çà iìîâiðíiñíîþ iíâàðiàí-
òíîþ ìiðîþ, ùî âiäïîâiäà¹ ãîìåîìîðôiçìó
T ).

Íàçèâàòèìåìî êîíòóðîì íà öèëiíäði S×
R ãðàôiê áóäü-ÿêî¨ îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ ç S
â R (îñêiëüêè öå íå ïðèçâîäèòü äî ïëóòàíè-
íè, êîíòóð i âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ ïîçíà÷àòè-
ìóòüñÿ îäíàêîâî). Äëÿ äâîõ äàíèõ êîíòóðiâ
L ≤ U íà öèëiíäði S×R ìíîæèíó òî÷îê, ùî
ëåæàòü ìiæ íèìè, áóäåìî íàçèâàòè ïîÿñîì
ç ìåæàìè L òà U . Â äàíié ñòàòòi áóäóòü
ðîçãëÿäàòèñÿ ïiââiäêðèòi ïîÿñè âèãëÿäó

(L,U ] = {(θ, x)|L(θ) < x ≤ U(θ), θ ∈ S}.
Âèõîäÿ÷è ç ôóíêöi¨ Φθ , îçíà÷èìî ¨¨ âåðõ-

íþ çðiçêó Φ̂θ(x) òà íèæíþ çðiçêó Φ̌θ(x) äëÿ
x ∈ R , θ ∈ S íàñòóïíèì ÷èíîì:

Φ̂θ(x) = sup
y∈(−∞,x]

Φθ(y),

Φ̌θ(x) = inf
y∈[x,+∞)

Φθ(y).

Öå îçíà÷åííÿ ¹ êîðåêòíèì âíàñëiäîê íåðiâ-
íîñòi (1), îñêiëüêè ç íå¨ âèïëèâàþòü òàêi
âëàñòèâîñòi:

x ≤ σk ⇒ Φθ(x) ≤ Φθ(σk); (6)
x > σk ⇒ Φθ(x) > Φθ(σk + 0). (7)

Òåîðåìà 1. Ùîäî âiäîáðàæåííÿ (5) ïðè-
ïóñòèìî, ùî ÷èñëî ν/d íå ¹ öiëèì, ôóíêöiÿ
f : S→ R íåïåðåðâíà,

∫
S f(θ)dθ = 0 , i âèêî-

íóþòüñÿ íåðiâíîñòi (1). Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé
ïîÿñ Ba = (La, Ua] ç íåïåðåðâíèìè ìåæà-
ìè, ùî ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî F ó ñåíñi
F (Ba) = Ba . Öåé ïîÿñ ìà¹ íàñòóïíi âëà-
ñòèâîñòi:
1) éîãî ìåæi Ua òà La ¹ íåïåðåðâíè-
ìè êîíòóðàìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü ôóíêöiî-
íàëüíi ðiâíÿííÿ

Ua(θ) = Φ̂θ(Ua(T
−1θ)), (8)

La(θ) = Φ̌θ(La(T
−1θ)) (9)

äëÿ âñiõ θ ∈ S .
2) éîãî øèðèíà ¹ ñòàëîþ:

∆a(θ) = Ua(θ)− La(θ) ≡ d;

3) âií ïîãëèíà¹ âñi òðà¹êòîði¨ â äèíàìi÷íié
ñèñòåìi ðiâíîìiðíî íà îáìåæåíèõ ìíîæè-
íàõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, òîáòî äëÿ êîæíîãî
C > 0 iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå N = N(C) ,
ùî ç íåðiâíîñòi |x0| ≤ C âèïëèâà¹ íàëå-
æíiñòü F n(θ0, x0) ∈ Ba äëÿ âñiõ n ≥ N ,
θ0 ∈ S ;
4) éîãî ìåæi çàäîâîëüíÿþòü îöiíêó

σk∗ ≤ La < Ua = La + d ≤ σk∗ ,

äå
k∗ = [−(ν + max

θ∈S
f(θ))/d], (10)

k∗ = −[(ν + min
θ∈S

f(θ))/d] + 1. (11)

5) äèíàìiêà òðà¹êòîðié âñåðåäèíi ïîÿñó
Ba , ÿêùî éîãî çiìêíóòè øëÿõîì îòîòî-
æíåííÿ äëÿ êîæíîãî θ ∈ S âiäïîâiäíèõ òî-
÷îê éîãî ìåæ (θ, Ua(θ)) òà (θ, La(θ)) ó äâî-
âèìiðíèé òîð ðîçìiðó 1×d , ¹ ïåâíèì êîñèì
çñóâîì íà îäåðæàíîìó òîði.

20 . Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.
Ñïî÷àòêó çâåðíåìî óâàãó íà äåÿêi âëà-

ñòèâîñòi âèçíà÷åíèõ âèùå çðiçîê Φ̂θ òà Φ̌θ .
Öi ôóíêöi¨ íåâàæêî âèðàçèòè ó ÿâíîìó âèã-
ëÿäi:

Φ̂θ(x) =





x + ν + f(θ) + kd
äëÿ x ∈ [σk+1 + d, σk],

σk + ν + f(θ) + kd
äëÿ x ∈ [σk, σk + d];

(12)
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Φ̌θ(x) =





x + ν + f(θ) + kd
äëÿ x ∈ [σk+1, σk − d],

σk + ν + f(θ) + kd− d
äëÿ x ∈ [σk − d, σk];

(13)
Î÷åâèäíî, ùî âèðàçè Φ̂θ(x) òà Φ̌θ(x) ¹ íå-
ïåðåðâíèìè çà äâîìà çìiííèìè (θ, x) ∈ S ×
R ; ïðè÷îìó äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî θ ∈
S ôóíêöi¨ Φ̂θ òà Φ̌θ ¹ êóñêîâî-ëiíiéíèìè,
ñêëàäàþ÷èñü ç êóñêiâ íàõèëó 1 òà íàõèëó 0
ïî÷åðãîâî, à îòæå, çàäîâîëüíÿþòü óìîâè íå-
ñïàäàííÿ òà íåðîçòÿãíåííÿ

0 ≤ Φ̂θ(x2)− Φ̂θ(x1) ≤ x2 − x1,

0 ≤ Φ̌θ(x2)− Φ̌θ(x1) ≤ x2 − x1 (14)
äëÿ âñiõ x1 ≤ x2.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ç (12) òà (13) äëÿ
äîâiëüíîãî θ ∈ S âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi

Φ̂θ(x)− d ≤ Φθ(x) ≤ Φ̂θ(x),

Φ̌θ(x) ≤ Φθ(x) ≤ Φ̌θ(x) + d (15)
äëÿ âñiõ x ∈ R,

à òàêîæ ñèìåòðè÷íà òîòîæíiñòü
Φ̂θ(x+d) = Φ̌θ(x)+d äëÿ âñiõ x ∈ R. (16)
Âèõîäÿ÷è ç îçíà÷åíü (10) òà (11) ëåãêî

ïåðåêîíàòèñÿ, ùî k∗ < k∗ . Îòæå, ðîçãëÿíå-
ìî ïîÿñ B0 = S × (σk∗ , σk∗ ] . Éîãî øèðèíà
σk∗ − σk∗ ≥ d çãiäíî ç (1).

Ëåìà 1. Äëÿ äîâiëüíîãî ïîÿñó B =
(L,U ] ⊂ B0 øèðèíè U − L ≥ d , éîãî îáðàç
F (B) òàêîæ ¹ ïîÿñîì B′ = (L′, U ′] ⊂ B0

øèðèíè U ′ − L′ ≥ d . Ìåæi ïîÿñó B′ çàäî-
âîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

U ′(θ) = Φ̂θ(U(T−1θ)), (17)
L′(θ) = Φ̌θ(L(T−1θ)) (18)

äëÿ âñiõ θ ∈ S . ßêùî êîíòóðè L òà U íå-
ïåðåðâíi, òî L′ òà U ′ òàêîæ íåïåðåðâíi.

Äîâåäåííÿ ëåìè 1. Ñïî÷àòêó ïîêàæå-
ìî, ùî F (B0) ⊂ B0 . Ç ðiâíîñòåé (10) òà (11)
âèïëèâà¹, ùî ν + min f + (k∗ − 1)d ≥ 0 ,
ν + max f + k∗d ≤ 0 , à îòæå, ïðîìiæîê
Ik∗−1 ïîñóâà¹òüñÿ ïiä äi¹þ Φθ íà íåäîäà-
òíó âåëè÷èíó (òîáòî ëiâîðó÷ àáî íå ðóõà¹-
òüñÿ), à ïðîìiæîê Ik∗ � íà íåâiä'¹ìíó âå-
ëè÷èíó (òîáòî ïðàâîðó÷ àáî íå ðóõà¹òüñÿ).

Îñêiëüêè öå ìà¹ ìiñöå äëÿ êîæíîãî θ ∈ S ,
òî, âðàõîâóþ÷è (6), (7), äiñòà¹ìî, ùî äiéñíî
F (B0) ⊂ B0 .

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå θ ∈ S . Ïðîìiæîê
(L(T−1θ), U(T−1θ)] ïîêðèâà¹ êiëüêà ïîñëi-
äîâíèõ òî÷îê ðîçðèâó σk , k1 ≤ k ≤ k2 , (ìî-
æëèâî, íå ïîêðèâà¹ æîäíî¨), à îòæå, ïîäi-
ëÿ¹òüñÿ íèìè íà äåêiëüêà ïiäïðîìiæêiâ, ùî
çñóâàþòüñÿ æîðñòêî ïiä äi¹þ Φθ íà ðiçíi
âiäñòàíi. Ç íåðiâíîñòi (1) òà óìîâè U − L ≥
d âèïëèâà¹, ùî ñïiëüíà äîâæèíà áóäü-ÿêèõ
äâîõ ñóñiäíiõ òàêèõ ïiäïðîìiæêiâ ¹ íå ìåí-
øîþ çà d . Îñêiëüêè öi äâà ñóñiäíi ïiäïðî-
ìiæêè äiÿ Φθ çñóâà¹ îäèí âiäíîñíî îäíî-
ãî íàçóñòði÷ íà âåëè÷èíó d , òî ìiæ ¨õíiìè
îáðàçàìè íå ìîæå óòâîðèòèñÿ ùiëèíè, à òî-
ìó ¨õí¹ îá'¹äíàííÿ ¹ (ïiââiäêðèòèì) ïðîìiæ-
êîì äîâæèíè íå ìåíøî¨ çà d . Îñêiëüêè öå
âiðíî äëÿ êîæíî¨ ïàðè ñóñiäíiõ ïiäïðîìiæ-
êiâ, òî öå âiðíî i äëÿ óñüîãî ¨õíüîãî íàáîðó
âöiëîìó, îòæå

F
(
{T−1θ} × (

L(T−1θ), U(T−1θ)
])

=

= {θ} × (
L′(θ), U ′(θ)

]

äëÿ ïåâíèõ çíà÷åíü U ′(θ) , L′(θ) òàêèõ, ùî
U ′(θ) − L′(θ) ≥ d . Ðiâíÿííÿ (17) òà (18) âè-
ïëèâàþòü ç îçíà÷åíü âåðõíüî¨ òà íèæíüî¨
çðiçîê Φ̂θ òà Φ̌θ . Òâåðäæåííÿ ùîäî íåïå-
ðåðâíîñòi âèïëèâà¹ ç ðiâíÿíü (17), (18) òà
íåïåðåðâíîñòi Φ̂θ(x) i Φ̌θ(x) çà äâîìà çìií-
íèìè. Ëåìó äîâåäåíî.

Ç ëåìè 1 âèïëèâà¹ (øëÿõîì ïðîñòî¨ ií-
äóêöi¨ çà n ≥ 1 ), ùî ðåêóðåíòíà ôîðìóëà
Bn = F (Bn−1) ç áàçîþ B0 ãåíåðó¹ ïîñëiäîâ-
íiñòü Bn = (Ln, Un] , n ≥ 0 , ïîÿñiâ ç íåïå-
ðåðâíèìè ìåæàìè, ÿêi ¹ ïîñëiäîâíî âêëàäå-
íèìè îäèí â îäèí: Bn ⊂ Bn−1 , n ≥ 1 , ïðè-
÷îìó ìåæîâi êîíòóðè ïîÿñiâ çàäîâîëüíÿþòü
äëÿ âñiõ θ ∈ S ñïiââiäíîøåííÿ

Un(θ) = Φ̂θ(Un−1(T
−1θ)), (19)

Ln(θ) = Φ̌θ(Ln−1(T
−1θ)) (20)

i îáìåæåííÿ çíèçó íà øèðèíó
∆n(θ) = Un(θ)− Ln(θ) ≥ d. (21)

Ìîíîòîííi îáìåæåíi ïîñëiäîâíîñòi êîíòó-
ðiâ Un ↓ , n ≥ 0 , òà Ln ↑ , n ≥ 0 , ìàþòü ïî-
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òî÷êîâi ãðàíèöi � êîíòóðè Ua òà La âiäïî-
âiäíî. Òàêèì ÷èíîì ïîáóäîâàíî ãðàíè÷íèé
ïîÿñ Ba = (La, Ua] ⊂ B0 . Ãðàíè÷íèé ïåðå-
õiä ó (19), (20) òà (21) äà¹ äëÿ âñiõ θ ∈ S
ðiâíîñòi

Ua(θ) = Φ̂θ(Ua(T
−1θ)), (22)

La(θ) = Φ̌θ(La(T
−1θ)) (23)

òà îöiíêó çíèçó íà øèðèíó

∆a(θ) = Ua(θ)− La(θ) ≥ d.

Çãiäíî ç ëåìîþ 1, ç òîòîæíîñòåé (22), (23)
âèïëèâà¹, ùî F (Ba) = Ba òîáòî ïîÿñ Ba ¹
iíâàðiàíòíèì. Äîâåäåìî íåïåðåðâíiñòü éîãî
ìåæ. Ñòðèáîê ôóíêöi¨ Ua â òî÷öi θ � öå
çíà÷åííÿ ãðàíèöi

jmp Ua(θ) = lim sup
θ1,θ2→θ

(Ua(θ2)− Ua(θ1)).

Íåõàé inf Ua = infθ∈S Ua(θ) . Äëÿ áóäü-ÿêîãî
çàäàíîãî ε > 0 çíàéäóòüñÿ n ≥ 1 òà θ∗ ∈ S
òàêi, ùî Un(θ∗) < inf Ua + ε . Îñêiëüêè êîí-
òóð Un íåïåðåðâíèé, iñíó¹ ïåâíèé (âiäêðè-
òèé) îêië I ⊂ S òî÷êè θ∗ òàêèé, ùî Un(θ) <
inf Ua + ε äëÿ âñiõ θ ∈ I . Òàêèì ÷èíîì,
ìà¹ìî inf Ua ≤ Ua(θ) < inf Ua + ε , i îòæå
jmp Ua(θ) ≤ ε äëÿ âñiõ θ ∈ I . Ç (22) òà (14)
âèïëèâà¹, ùî jmp Ua(Tθ) ≤ jmp Ua(θ) äëÿ
êîæíîãî θ ∈ S . Âíàñëiäîê âëàñòèâîñòåé âi-
äîáðàæåííÿ T , ìíîæèíà òî÷îê {Tmθ |m ≥
0, θ ∈ I} ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñóöiëüíå êîëî S . Îò-
æå, jmp Ua(θ) ≤ ε äëÿ âñiõ θ ∈ S . Àëå
ε > 0 ìè âçÿëè äîâiëüíå, òîìó íàñïðàâäi
jmp Ua(θ) ≡ 0 , òîáòî êîíòóð Ua íåïåðåðâ-
íèé. Íåïåðåðâíiñòü êîíòóðó La äîâîäèòüñÿ
àíàëîãi÷íî.

Ïîñëiäîâíî çàñòîñóâàâøè (22), (23), (16)
òà (14), îäåðæèìî

∆a(θ) = Φ̂θ(Ua(T
−1θ))− Φ̌θ(La(T

−1θ)) =

= d + Φ̌θ(Ua(T
−1θ)− d)− Φ̌θ(La(T

−1θ)) ≤
≤ ∆a(T

−1θ) (24)

äëÿ âñiõ θ ∈ S . Íåõàé θ∗ ∈ S � öå òî-
÷êà ìàêñèìóìó (íåïåðåðâíî¨ òà îáìåæåíî¨)
ôóíêöi¨ ∆a . Âíàñëiäîê íåðiâíîñòi (24), ìà-
¹ìî ∆a(T

−mθ∗) = maxθ∈S∆a(θ) = ∆(θ∗)

äëÿ âñiõ m ≥ 0 . Îñêiëüêè ìíîæèíà òî÷îê
{T−mθ∗|m ≥ 0} ¹ ùiëüíîþ â S , òî øèðèíà
∆a ïîÿñó Ba ¹ ñòàëîþ.

Ç öüîãî ôàêòó âèïëèâà¹, ùî íåðiâíiñòü
(24) íàñïðàâäi ¹ ðiâíiñòþ, îòæå

Φ̌θ(Ua(T
−1θ)− d)− Φ̌θ(La(T

−1θ)) =

= (Ua(T
−1θ)− d)− La(T

−1θ) (25)

äëÿ êîæíîãî θ ∈ S . ßêùî ìè íà ìèòü ïðè-
ïóñòèìî, ùî ∆a > d , òîäi äëÿ âñiõ θ ∈ S
ìàòèìåìî Ua(T

−1θ)−d > La(T
−1θ) , i ç îãëÿ-

äó íà (13) ðiâíiñòü (25) ìîæå âèêîíóâàòè-
ñÿ ëèøå â òîìó ðàçi, ÿêùî îáèäâi âåëè÷èíè
Ua(T

−1θ) − d òà La(T
−1θ) íàëåæàòü îäíî-

ìó é òîìó æ ñàìîìó ëiíiéíîìó êóñêîâi ôóí-
êöi¨ Φ̌θ ç íàõèëîì 1. Âíàñëiäîê íåïåðåðâíî-
ñòi Φ̌θ , Ua òà La çà θ , öåé ëiíiéíèé êóñîê
¹ îäíèì i òèì ñàìèì äëÿ âñiõ θ ∈ S , îò-
æå La(θ) = Φ̌θ(La(T

−1θ)) = La(T
−1θ) + ν +

f(θ) + kd ç îäíèì i òèì ñàìèì k äëÿ âñiõ
θ ∈ S . Ïðîiíòåãðóâàâøè îñòàííþ ðiâíiñòü ïî
S , îäåðæèìî ν + kd = 0 , ùî ïðîòèði÷èòü
ïðèïóùåííþ òåîðåìè ïðî íåöiëiñòü ν/d . Öå
ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü, ùî ∆a = d íà âñüîìó
êîëi, òîáòî

Ua(θ) = La(θ) + d, θ ∈ S. (26)

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî iíâàðiàíòíèé ïîÿñ
Ba ðiâíîìiðíî ïîãëèíà¹ óñi òðà¹êòîði¨ ç ïî-
ÿñó B0 , òîáòî iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå N0 , ùî
êîæíà òðà¹êòîðiÿ ç ïî÷àòêîâîþ òî÷êîþ â
B0 çà íå áiëüøå íiæ N0 êðîêiâ ïîòðàïèòü
äî Ba . Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äèíàìiêó òðà-
¹êòîðié âiäíîñíî ìåæ Ba . Ïåðøèì ÷èíîì
çàóâàæèìî, ùî ÿêáè æîäíà ç ëiíié ðîçðè-
âó S×{σk} íå ïåðåòèíàëà âíóòðiøíiñòü ïî-
ÿñó Ba , òî ç (23) òà (13) âèïëèâàëî á, ùî
La(θ) = La(T

−1θ) + ν + f(θ) + kd ç îäíèì
i òèì ñàìèì k äëÿ âñiõ θ ∈ S , íåìîæëè-
âiñòü ÷îãî áóëî íàìè äîâåäåíî â ïîïåðåäíüî-
ìó àáçàöi. Îòæå, iñíó¹ k0 òà çàìêíåíèé âiä-
ðiçîê I0 ⊂ S íåíóëüîâî¨ äîâæèíè òàêèé, ùî
σk0 ∈ (

La(θ), La(θ) + d
)

äëÿ âñiõ θ ∈ I0 .
Çãiäíî ç (1), æîäíà ç iíøèõ òî÷îê ðîçðè-
âó, âiäìiííèõ âiä σk0 , âiäðiçêó [La(θ), Ua(θ)]
äëÿ θ ∈ I0 íàëåæàòè íå ìîæå. Ïîçíà÷èìî
d0 = minθ∈I0{σk0 − La(θ), Ua(θ)− σk0} > 0 .
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Íåõàé x ≤ La(θ) äëÿ äåÿêîãî θ ∈ S . Ïî-
ñëiäîâíå çàñòîñóâàííÿ (26), (15), (23) òà (14)
äà¹ Ua(Tθ)−ΦTθ(x) = La(Tθ)−(ΦTθ(x)−d) ≥
La(Tθ)−Φ̌Tθ(x) = Φ̌Tθ(La(θ))−Φ̌Tθ(x) ≥ 0 . Ç
iíøîãî áîêó, çi âêàçàíèõ ôîðìóë âèïëèâà¹,
ùî Ua(Tθ)−ΦTθ(x) = d+La(Tθ)−ΦTθ(x) ≤
d + Φ̌Tθ(La(θ)) − Φ̌Tθ(x) ≤ d + La(θ) − x =
Ua(θ) − x . Â ïiäñóìêó ìà¹ìî: 0 ≤ Ua(Tθ) −
ΦTθ(x) ≤ Ua(θ) − x , à öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî
òî÷êà (θ, x) ëåæèòü ëiâiøå çà iíâàðiàíòíèé
ïîÿñ Ba , òî ¨¨ îáðàç F (θ, x) = (Tθ, ΦTθ(x))
íå ìîæå àíi âiääàëèòèñÿ âiä Ba , àíi ïåðå-
ñòðèáíóòè ÷åðåç íüîãî ïðàâîðó÷.

Íåõàé òåïåð x ≤ La(θ) äëÿ äåÿêîãî θ ∈
I0 . Çãiäíî ç (23) òà (13), ìà¹ìî La(Tθ) =
Φ̌Tθ(La(θ)) = σk0 + ν + f(Tθ) + k0d − d =
ΦTθ(σk0) − d . Òîìó, âðàõîâóþ÷è, ùî x ≤
La(θ) < σk0 , âíàñëiäîê (4) îòðèìó¹ìî íåðiâ-
íiñòü La(Tθ)−ΦTθ(x) = ΦTθ(σk0)−ΦTθ(x)−
d ≤ σk0−x−d = (La(θ)−x)− (Ua(θ)−σk0) ≤
(La(θ) − x) − d0 , ÿêà îçíà÷à¹, ùî ÿêùî òî-
÷êà (θ, x) ëåæèòü ëiâiøå çà iíâàðiàíòíèé ïî-
ÿñ Ba , ïðè÷îìó θ ∈ I0 , òî ¨¨ îáðàç F (θ, x) =
(Tθ, ΦTθ(x)) àáî ïîòðàïëÿ¹ äî Ba , àáî íà-
áëèæà¹òüñÿ äî íüîãî ïðèíàéìíi íà d0 > 0 .

Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äîâîäÿòü, ùî
ÿêùî òî÷êà (θ, x) ëåæèòü ïðàâiøå çà Ba ,
òî ¨¨ îáðàç F (θ, x) íå ìîæå àíi âiääàëèòèñÿ
âiä Ba , àíi ïåðåñòðèáíóòè ÷åðåç íüîãî ëiâî-
ðó÷, à ÿêùî äîäàòêîâî âiäîìî, ùî θ ∈ I0 , òî
öåé îáðàç àáî ïîòðàïëÿ¹ äî Ba , àáî íàáëè-
æà¹òüñÿ äî íüîãî ïðèíàéìíi íà d0 > 0 .

Âíàñëiäîê âëàñòèâîñòåé âiäîáðàæåííÿ T
iñíó¹ òàêå m0 ≥ 1 , ùî

⋃m0

m=1(T
−mI0) = S ,

îòæå ñåðåä êîæíèõ ïîñëiäîâíèõ m0 òî÷îê
äîâiëüíî¨ òðà¹êòîði¨ çíàéäåòüñÿ ïðèíàéìíi
îäíà, θ -êîîðäèíàòà ÿêî¨ íàëåæèòü âiäðiçêó
I0 . Òîìó ïðîòÿãîì m0 ïîñëiäîâíèõ êðîêiâ
áóäü-ÿêà òðà¹êòîðiÿ íà öèëiíäði S × R àáî
ïîòðàïèòü äî iíâàðiàíòíîãî ïîÿñó Ba , àáî
íàáëèçèòüñÿ äî íüîãî ïðèíàéìíi íà âåëè÷è-
íó d0 > 0 . Îòæå, çà N0 = ([(σk∗ − σk∗)/d0] +
1)m0 êðîêiâ áóäü-ÿêà òðà¹êòîðiÿ ç ïî÷àòêî-
âîþ òî÷êîþ â B0 íàïåâíî ïîòðàïèòü äî
Ba , äå i çàëèøàòèìåòüñÿ íàçàâæäè. Çîêðå-
ìà, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîáóäîâàíà íàìè ïî-
ñëiäîâíiñòü ïîÿñiâ Bn , n ≥ 0 , íàñïðàâäi ¹
ôiíiòíîþ: Bn = Ba äëÿ âñiõ n ≥ N0 .

Ç ðiâíîñòåé (10) òà (11) âèïëèâà¹, ùî
ν + min f + k∗d ≥ d , ν + max f + (k∗ −
1)d ≤ −d , à òîìó êîæíà òî÷êà ç êîîðäè-
íàòîþ x ≤ σk∗ ïiä äi¹þ Φθ ïîñóâà¹òüñÿ
ïðàâîðó÷ ïðèíàéìíi íà âiäñòàíü d , à êî-
æíà òî÷êà ç êîîðäèíàòîþ x > σk∗ � ëiâî-
ðó÷ ïðèíàéìíi íà âiäñòàíü d . Îòæå, ÿêùî
ÿêàñü òî÷êà íå íàëåæèòü ïîÿñó B0 , òî ¨¨
îáðàç àáî íàëåæèòü B0 , àáî ëåæèòü áëèæ-
÷å äî B0 ïðèíàéìíi íà d . Ëåãêî ïîðàõó-
âàòè, ùî òî÷êà ç ïî÷àòêîâîþ êîîðäèíàòîþ
|x0| ≤ C ïîòðàïèòü äî B0 ïðèíàéìíi çà
N1(C) = [(C+min{|σk∗|, |σk∗|})/d]+1 êðîêiâ.
Òàêèì ÷èíîì, óñþ ñìóãó S×[−C,C] áóäå ïî-
ãëèíóòî ïîÿñîì Ba çà N(C) = N1(C) + N0

êðîêiâ. �äèíiñòü ïîÿñó Ba âèïëèâà¹ ç éîãî
iíâàðiàíòíîñòi i ïîãëèíàííÿ óñiõ òðà¹êòîðié.

Ïîêëàâøè ξ(θ, x) = (x − La(θ))/d , ëåã-
êî ïîáà÷èòè, ùî â êîîðäèíàòàõ (θ, ξ) îáìå-
æåííÿ âiäîáðàæåííÿ F íà iíâàðiàíòíèé ïî-
ãëèíàþ÷èé ïîÿñ Ba äiéñíî ¹ êîñèì çñóâîì
íà äâîâèìiðíîìó òîði T2 = S × (S) âèãëÿ-
äó (θ, ξ) 7→ (Tθ, ξ + φ(θ)) ç íåïåðåðâíîþ
ôóíêöi¹þ φ : S → S) , ÿêó ìîæíà îïè-
ñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì. ßêùî äëÿ äàíîãî
θ ∈ S íà iíòåðâàëi (La(θ), La(θ)+d) ëåæèòü
ÿêåñü σk (à âîíî òîäi ¹äèíå âíàñëiäîê (1)),
òî φ(θ) = (La(θ) + d − σk)/d , ÿêùî æ íå
ëåæèòü æîäíîãî, òî φ(θ) = 0 . Òåîðåìó äî-
âåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 1. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî
çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü
(8), (9) àáî íå ¹ âèìiðíèìè, àáî ñïiâïàäàþòü
ç ïîáóäîâàíèìè Ua , La ìàéæå ñêðiçü.
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