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Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

ÂIËÜÍI ÏIÄÍÀÏIÂÃÐÓÏÈ Â ÃÐÓÏI ËIÍIÉÍÈÕ
ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÜ ×ÈÑËÎÂÈÕ ÏÎËIÂ

Íàâîäÿòüñÿ íîâi äîñòàòíi óìîâè ïðè âèêîíàííi ÿêèõ íàïiâãðóïà, ïîðîäæåíà äâîìà ëiíiéíè-
ìè ïåðåòâîåííÿìè ÷èñëîâèõ ïîëiâ, áóäå âiëüíîþ íàïiâãðóïîþ.

We �nd new su�cient conditions under which the semigroup generated by two linear translations
of number �elds is a free semigroup

Âñòóï. Ñåðåä óñiõ òèïiâ çàäà÷ ïðî âiëü-
íi ãðóïè (íàïiâãðóïè) îñîáëèâå ìiñöå ïîñi-
äàþòü çàäà÷i ïîáóäîâè êîíêðåòíèõ çîáðà-
æåíü òàêèõ ãðóï (íàïiâãðóï) çà äîïîìîãîþ
ðiçíîìàíiòíèõ àëãåáðî-êîìáiíàòîðíèõ îá'¹-
êòiâ. Äîáðå âiäîìi, íàïðèêëàä, çîáðàæåí-
íÿ Ìàãíóñà âiëüíî¨ ãðóïè ñêií÷åííîãî ðàíãó
ôîðìàëüíèìè ñòåïåíåâèìè ðÿäàìè âiä íå-
êîìóòàòèâíèõ çìiííèõ çà äîïîìîãîþ ÿêî-
ãî îõàðàêòåðèçîâàíî ¨¨ íèæíié öåíòðàëü-
íèé ðÿä [1], ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ Ñàíîâà,
ÿêå äîçâîëèëî âñòàíîâèòè, ùî âiëüíi ãðó-
ïè àïðîêñèìóþòüñÿ ñêií÷åííèìè p -ãðóïàìè
äëÿ äîâiëüíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà [5], òàêîæ ïî-
áóäîâàíi çîáðàæåííÿ âiëüíèõ ãðóï ó âiíöå-
âèõ äîáóòêàõ [3], çîáðàæåííÿ óíiòðèêóòíè-
ìè ìàòðèöÿìè íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó íàä
ïîëåì iç äâîõ åëåìåíòiâ [2], çîáðàæåííÿ âiëü-
íèõ íàïiâãðóï àâòîìàòíèìè ïåðåòâîðåííÿìè
[4] i ò. ií., ÿêi íèíi øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ
ó ðiçíîìàíiòíèõ ðîçäiëàõ ñó÷àñíî¨ àëãåáðè i
íà äàíîìó åòàïi iíòåðåñ äî òàêèõ êîíñòðó-
êöié íåóõèëüíî çðîñòà¹.

Îñêiëüêè âiëüíà ãðóïà (íàïiâãðóïà) ðàí-
ãó 2 ìiñòèòü âiëüíó ïiäãðóïó (ïiäíàïiâãðóïó)
áóäü-ÿêîãî ñêií÷åííîãî àáî çëi÷åííîãî ðàí-
ãiâ, òî, ÿê ïðàâèëî ðîçãëÿäàþòü çîáðàæåííÿ
òèìè ÷è iíøèìè îá'¹êòàìè ñàìå âiëüíî¨ ãðó-
ïè (íàïiâãðóïè) ðàíãó 2.

Ó äàíié ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ âiëüíi ïiä-
íàïiâãðóïè ìåòàáåëåâî¨ ãðóïè ëiíiéíèõ ïå-
ðåòâîðåíü ÷èñëîâèõ ïîëiâ. Íàâåäåíî ðÿä
äîñòàòíiõ óìîâ, ïðè âèêîíàííi ÿêèõ 2-
ïîðîäæåíà íàïiâãðóïà ëiíiéíèìè ïåðåòâîðå-

ííÿìè äîâiëüíîãî ÷èñëîâîãî ïîëÿ, ¹ âiëü-
íîþ íàïiâãðóïîþ ðàíãó 2. Óìîâè òåîðåì ëåã-
êî ïåðåâiðÿþòüñÿ ó êîíêðåòíèõ âèïàäêàõ,
ùî äîçâîëèëî ïîáóäóâàòè îêðåìi çîáðàæåí-
íÿ âiäïîâiäíèõ âiëüíèõ íàïiâãðóï ðàíãó 2,
ïîðîäæåíèõ ëiíiéíèìè ïåðåòâîðåííÿìè.

1. Äîïîìiæíi âiäîìîñòi. Íåõàé P � äå-
ÿêå ÷èñëîâå ïîëå. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåð-
äæåííÿ.

Ëåìà 1. Äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë a1, a2, b1, b2

ïîëÿ P âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|a1b1 − a2b2| ≥ min{|a1|, |a2|}||b1| − |b2||. (1)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ ÷è-
ñåë z1, z2 ∈ P ïðàâèëüíîþ ¹ íåðiâíiñòü
|z1 − z2| ≥ ||z1| − |z2|| , òî äëÿ äîâiëüíèõ ÷è-
ñåë a1, a2, b1, b2 ∈ P îòðèìó¹ìî íàñòóïíi ïå-
ðåòâîðåííÿ:

|a1b1−a2b2| ≥ ||a1b1|−|a2b2|| = ||a1||b1| − |a2||b2|| .
Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà âèïàäêiâ.
1) Íåõàé |a1| ≤ |a2| òà |b1| ≤ |b2| . Òîäi

ìà¹ìî

||a1||b1| − |a2||b2|| = |a2||b2| − |a1||b1| ≥
≥ |a1| (|b2| − |b1|) = |a1|||b1| − |b2||.

2) Íåõàé |a1| ≥ |a2| òà |b1| ≥ |b2| . Òîäi
ìà¹ìî

||a1||b1| − |a2||b2|| = |a1||b1| − |a2||b2| ≥
≥ |a2| (|b1| − |b2|) = |a2|||b1| − |b2||.

3) Íåõàé |a1| ≤ |a2| òà |b1| ≥ |b2| . Òîäi,
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ÿêùî |a1||b1| ≤ |a2||b2| , òî ìàòèìåìî

||a1||b1| − |a2||b2|| = |a2||b2| − |a1||b1| ≥
≥ |b2| (|a2| − |a1|) = |b2|||a1| − |a2||,

à ÿêùî |a1||b1| ≥ |a2||b2| , òî ìàòèìåìî

||a1||b1| − |a2||b2|| = |a1||b1| − |a2||b2| ≥
≥ |a1| (|b1| − |b2|) = |a1| ||b1| − |b2||.

4) Íåõàé |a1| ≥ |a2| òà |b1| ≤ |b2| . Òîäi,
ÿêùî |a1||b1| ≤ |a2||b2| , òî ìàòèìåìî

||a1||b1| − |a2||b2|| = |a2||b2| − |a1||b1| ≥
≥ |a2| (|b2| − |b1|) = |a2|||b1| − |b2||,

à ÿêùî |a1||b1| ≥ |a2||b2| , òî ìàòèìåìî

||a1||b1| − |a2||b2|| = |a1||b1| − |a2||b2| ≥
≥ |b1| (|a1| − |a2|) = |b1| ||a1| − |a2||.

Ç iíøîãî áîêó, â ïåðøié ÷àñòèíi âèïàäêó
3) òà äðóãié ÷àñòèíi âèïàäêó 4) çäiéñíèìî
ïåðåïîçíà÷åííÿ, à ñàìå, çàìiñòü aj çàïèøå-
ìî bj , à âiäïîâiäíî çàìiñòü bj çàïèøåìî aj

(j ∈ {1, 2}) . Ó ðåçóëüòàòi, êîëè |b1| ≤ |b2| ,
|a1| ≥ |a2| òà |a1||b1| ≤ |a2||b2| îäåðæèìî,
ùî

||a1||b1| − |a2||b2|| = |a2||b2| − |a1||b1| ≥
≥ |a2| (|b2| − |b1|) = |a2|||b1| − |b2||;

ó âèïàäêó, êîëè |a1| ≥ |a2| , |b1| ≤ |b2| òà
|a1||b1| ≥ |a2||b2| îäåðæèìî, ùî

||a1||b1| − |a2||b2|| = |a1||b1| − |a2||b2| ≥
≥ |a1| (|b1| − |b2|) = |a1| ||b1| − |b2||.

Òàêèì ÷èíîì, ïiäñóìîâóþ÷è ðîçãëÿíóòi
âèïàäêè 1)-4) òà âiäïîâiäíi íàñëiäêè, ïîâ'ÿ-
çàíi ç íèìè, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî äëÿ
äîâiëüíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë a1, a2, b1, b2 ∈
P âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|a1b1 − a2b2| ≥ min{|a1|, |a2|}||b1| − |b2||,
ùî é äîâîäèòü ñôîðìóëüîâàíå òâåðäæåííÿ.
¤

Ðîçãëÿíåìî ãðóïó G , ïîðîäæåíó ìíîæè-
íîþ óñiõ öiëèõ ëiíiéíèõ ôóíêöié âèäó

az + b, z ∈ P, a 6= 0, a, b ∈ P,

âiäíîñíî äi¨ ¨õ ñóïåðïîçèöi¨. Âiçüìåìî äî-
âiëüíi ëiíiéíi ôóíêöi¨ f1, f2 ∈ G . Íåõàé X ,
|X| > 1 , � îáìåæåíà ïiäìíîæèíà â P , òîáòî
iñíó¹ äåÿêà ñòàëà c òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî
x ∈ X âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |z| < c . Òîäi,
âiääàëü ìiæ ôóíêöiÿìè f1 òà f2 íà ìíîæè-
íi X âèçíà÷èìî çà ïðàâèëîì:

dX(f1, f2) = sup
z∈X

|f1(z)− f2(z)| . (2)

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíî¨ ôiêñîâà-
íî¨ íåïîðîæíüî¨ òà îáìåæåíî¨ ïiäìíîæèíè
X, |X| > 1 , â P , ãðóïà G ïåðåòâîðþ¹òüñÿ
ó ìåòðè÷íèé ïðîñòið âiäíîñíî ìåòðèêè dX ,
âèçíà÷åíî¨ ðiâíiñòþ (2).

2. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Ç'ÿñó¹ìî ÷è
ãðóïà G ìiñòèòü âiëüíi 2-ïîðîäæåíi ïiäíà-
ïiâãðóïè ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü. Îòæå, äîâå-
äåìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé äàíî fj = ajz + bj ,
z ∈ P, j ∈ {1, 2} , � öiëi ëiíiéíi ïåðåòâîðåí-
íÿ, äå ¨õ êîìïëåêñíi êîåôiöi¹íòè çàäîâîëü-
íÿþòü íàñòóïíi óìîâè: 1) ïðè âñiõ n,m ∈
∈ Z òàêèõ, ùî îäíî÷àñíî íå äîðiâíþþòü
íóëåâi, ìà¹ìî an

1 6= am
2 ; 2) min{|a1|, |a2|} ≥

2 ; 3)|b1 − b2| ≤ 2||b1| − |b2||, |b1| 6= |b2| .
Òîäi íàïiâãðóïà S , ïîðîäæåíà ïåðåòâî-

ðåííÿìè f1 òà f2 , ¹ âiëüíîþ íàïiâãðóïîþ
ðàíãó 2 ç âiëüíîþ áàçîþ {f1, f2} .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X, |X| > 1, � äîâiëü-
íà îáìåæåíà ïiäìíîæèíà ïîëÿ P òàêà, ùî
0 ∈ P . Îöiíèìî çíèçó âiääàëü ìiæ ïåðåòâî-
ðåííÿìè f1 òà f2 íà âiäðiçêó X . Îòæå, ìà-
¹ìî

dX(f1, f2) = sup
z∈X

|a1z + b1 − a2z − b2| =
= sup

z∈X
|(a1 − a2)z + b1 − b2| ≥

≥|(a1 − a2)z + b1 − b2||z=0 =

= |b1 − b2| ≥ ||b1| − |b2||.
Îòæå, îäåðæàíî íåðiâíiñòü dX(f1, f2) ≥

≥ ||b1| − |b2|| , ïðè÷îìó ÷èñëî ||b1| − |b2|| ¹
äîäàòíèì, áî |b1| 6= |b2| .

Íåõàé {x1, x2} � àëôàâiò ç äâîõ ñèìâî-
ëiâ. Ðîçãëÿíåìî äâà íàïiâãðóïîâi ñëîâà u ≡
u(x1, x2) òà v ≡ v(x1, x2) íàä äàíèì àëôà-
âiòîì, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ ó ðîçóìiííi ãðàôi-
÷íîãî ïîðiâíÿííÿ ñëiâ. Çíàéäåìî çíà÷åííÿ
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íàïiâãðóïîâèõ ñëiâ u òà v íà ïåðåòâîðåí-
íÿõ f1 òà f2 âiäíîñíî îïåðàöi¨ ñóïåðïîçè-
öi¨ ôóíêöié, ïîêëàâøè çàìiñòü x1 ïåðåòâî-
ðåííÿ f1 , à çàìiñòü x2 ïåðåòâîðåííÿ f2 .
Ó ðåçóëüòàòi, îäåðæèìî íîâi ëiíiéíi ôóíêöi¨
u(f1, f2) òà v(f1, f2) .

Ïîêàæåìî äàëi, ùî íàïiâãðóïîâi ñëîâà
u(f1, f2) , v(f1, f2) íàä ìíîæèíîþ ïåðåòâî-
ðåíü {f1, f2} ¹ íåçâiäíèìè. Îòæå, âðàõîâó-
þ÷è íåðiâíiñòü min{|a1|, |a2|} ≥ 2 (óìîâà 2)
ìàòèìåìî, ùî áóäü-ÿêà n -êðàòíà ñóïåðïî-
çèöiÿ ôóíêöié fj, j ∈ {1, 2} , ìà¹ âèãëÿä

f
(n)
j = an

j z + cj,n, z ∈ P, j ∈ {1, 2}, (3)

à ìîäóëi êîåôiöi¹íòiâ an
j , j ∈ {1, 2} , íå

ìåíøi ÷èñëà 2n , òîáòî âiäìiííi âiä 1. Çâiä-
ñè âèïëèâà¹, ùî æîäíå ç ïåðåòâîðåíü f

(n)
j ,

j ∈ {1, 2}, n ∈ N , íå ¹ òîòîæíèì ïåðåòâî-
ðåííÿì ïîëÿ P . Òàêîæ ìîíîãåííi íàïiâãðó-
ïè < f1 >, < f2 > , ïîðîäæåíi âiäïîâiäíî
ïåðåòâîðåííÿìè f1 òà f2 íå ìàþòü ñïiëü-
íèõ åëåìåíòiâ, ùî âèïëèâà¹ ç óìîâè 1 ñôîð-
ìóëüîâàíî¨ òåîðåìè òà âèãëÿäó (3) åëåìåí-
òiâ öèõ íàïiâãðóï, îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè óñiõ
ïåðåòâîðåíü íàïiâãðóïè < f1 > âiäðiçíÿþ-
òüñÿ âiä àíàëîãi÷íèõ êîåôiöi¹íòiâ óñiõ ïåðå-
òâîðåíü íàïiâãðóïè < f2 > .

Îòæå, äîâåäåíî íåçâiäíiñòü íàïiâãðóïî-
âèõ ñëiâ u(f1, f2) òà v(f1, f2) íàä ìíîæèíîþ
ïåðåòâîðåíü {f1, f2} . Òîìó äëÿ äîâåäåííÿ
òåîðåìè ñëiä ïîêàçàòè, ùî iç íåðiâíîñòi íåç-
âiäíèõ íàïiâãðóïîâèõ ñëiâ u(f1, f2) , v(f1, f2)
íàä ìíîæèíîþ äâîõ ëiòåð {f1, f2} ó ðîçó-
ìiííi ¨õ ãðàôi÷íîãî ïîðiâíÿííÿ, âèïëèâà¹ ¨õ
íåðiâíiñòü íàä ìíîæèíîþ ôóíêöié {f1, f2} .
Iíøèìè ñëîâàìè, ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî òîòî-
æíiñòü

u(f1(z), f2(z)) ≡ v(f1(z), f2(z)), z ∈ P, (4)

¹ íåâiðíîþ. Òîìó ïðèïóñòèìî íàâïàêè, ùî
òîòîæíiñòü (4) ¹ ïðàâèëüíîþ.

Íåõàé αj � ñóìà ïîêàçíèêiâ, ç ÿêèìè ïå-
ðåòâîðåííÿ fj âõîäèòü ó çàïèñ ñëîâà u ; àíà-
ëîãi÷íî ñèìâîëîì βj ïîçíà÷èìî ñóìó ïîêà-
çíèêiâ, ç ÿêèìè ïåðåòâîðåííÿ fj âõîäèòü
ó çàïèñ ñëîâà v ( j ∈ {1, 2} ). Òîäi ïðè-
ðiâíÿâøè êîåôiöi¹íòè ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòè-

íè òîòîæíîñòi (4) ïðè çìiííié z , ïðèéäå-
ìî äî ÷èñëîâî¨ ðiâíîñòi aα1

1 aα2
2 = aβ1

1 aβ2

2 àáî
aα1−β1

1 = aα2−β2

2 . Âðàõîâóþ÷è óìîâó 1 ñôîð-
ìóëüîâàíî¨ òåîðåìè îäåðæèìî, ùî α1 = β1

òà α2 = β2 .
Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî ðiâíiñòü äîâæèí

íàïiâãðóïîâèõ ñëiâ u òà v .
Îñêiëüêè íàïiâãðóïà S , ïîðîäæåíà ïåðå-

òâîðåííÿìè f1 òà f2 , ¹ íàïiâãðóïîþ iç ñêî-
ðî÷åííÿì, òî ìîæåìî ââàæàòè, ùî ñëîâà u
òà v ìàþòü ðiçíi ïî÷àòêè òà ðiçíi çàêií÷å-
ííÿ ó ãðàôi÷íîìó ðîçóìiííi ¨õ ïîðiâíÿííÿ.
Ó iíøîìó âèïàäêó, ñêîðèñòàâøèñü âëàñòèâi-
ñòþ ñêîðî÷åííÿ ó íàïiâãðóïi S ó òîòîæíîñòi
(4) ñëîâà u òà v ìîæíà ñêîðîòèòè, âiäêè-
íóâøè ñïiëüíi ïî÷àòêè òà ñïiëüíi çàêií÷åí-
íÿ.

Äîâåäåìî òåïåð íåðiâíiñòü

dX(u(f1, f2), v(f1, f2)) ≥ ||b1| − |b2||. (5)

Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä äîâåäåííÿ ií-
äóêöi¹þ ïî äîâæèíi ñëiâ u òà v , ÿêó ïîçíà-
÷àòèìåìî îïåðàöi¹þ l(·) .

Îòæå, ÿêùî l(u) = l(v) = 1 , òî íåðiâ-
íiñòü (5) îäåðæàíî ðàíiøå. Ïðèïóñòèìî, ùî
ó âèïàäêó, êîëè l(u) = l(v) = k, k ∈ N ,
íåðiâíiñòü (5) ¹ ïðàâèëüíîþ i äîâåäåìî öþ
íåðiâíiñòü ïðè óìîâi, ùî l(u) = l(v) = k+1 .

Òàêèì ÷èíîì, äîñòàòíüî äîâåñòè íåðiâíî-
ñòi äëÿ âiääàëi ìiæ ñëîâàìè ç ðiçíèìè ïî÷à-
òêàìè òàêîãî âèãëÿäó:

d1 ≡ dX(f1 ◦ u, f2 ◦ u) ≥ ||b1| − |b2||,

d2 ≡ dX(f2 ◦ u, f1 ◦ u) ≥ ||b1| − |b2||,
äå l(u) = l(v) = k , u ≡ u(z) , v ≡ v(z) ,
z ∈ X . Âñòàíîâèìî, íàïðèêëàä, ïåðøó íå-
ðiâíiñòü. Òîìó ìàòèìåìî îöiíêó:

d1 = sup
z∈X

|a1u(z) + b1 − a2v(z)− b2| ≥
≥ sup

z∈X
||a1u(z)− a2v(z)| − |b1 − b2|| .

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (1), îäåðæà-
íó â ëåìi 1 ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó, ìàòèìåìî
íåðiâíiñòü
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sup
z∈X

|a1u(z)− a2v(z)| ≥
≥ sup

z∈X
min{|a1|, |a2|}|u(z)− v(z)| ≥

≥ sup
z∈X

2|u(z)− v(z)| ≥ 2||b1| − |b2||.

Îñêiëüêè ìàþòü ìiñöå íåðiâíîñòi

||b1| − |b2|| ≤ |b1 − b2| ≤ 2||b1| − |b2||,
òî ïðîäîâæèâøè îöiíþâàííÿ çíèçó âåëè÷è-
íè d1 îäåðæèìî, ùî

d1 ≥ ||b1| − |b2||,
ÿêà äîâîäèòü îäíó iç ïîòðiáíèõ íåðiâíîñòåé.
Iíøà íåðiâíiñòü äîâîäèòüñÿ öiëêîì àíàëîãi÷-
íî.

Îòæå, çãiäíî ïðèíöèïó ìàòåìàòè÷íî¨ ií-
äóêöi¨ âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà n , ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ ðiâ-
íiñòü l(u) = l(v) = n , ìà¹ ìiñöå íåðiâíiñòü
dX(u, v) ≥ ||b1| − |b2|| , ÿêà ñóïåðå÷èòü òîòî-
æíîñòi (4). Òîìó, ïðèïóùåííÿ ùîäî âèêîíà-
ííÿ òîòîæíîñòi (4) ¹ íåâiðíèì i, ÿê íàñëi-
äîê, íàïiâãðóïà S , ïîðîäæåíà ïåðåòâîðåí-
íÿìè f1 òà f2 , ¹ âiëüíîþ íàïiâãðóïîþ ðàíãó
2 ç âiëüíîþ áàçîþ {f1, f2} . ¤

Íàâåäåìî ùå äåÿêi òâåðäæåííÿ, ÿêi äà-
þòü äîñòàòíi óìîâè âiëüíîñòi íàïiâãðóï, ïî-
ðîäæåíèõ ïàðîþ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü ïîëÿ
P ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Îòæå, ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 2. Íåõàé äàíî fj = ajz + b ,

z ∈ P , j ∈ {1, 2} , � ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ,
äå ¨õ äiéñíi êîåôiöi¹íòè çàäîâîëüíÿþòü íà-
ñòóïíi óìîâè: 1) a1, a2 ∈ (2; +∞) ; 2) ïðè
âñiõ n,m ∈ Z òàêèõ, ùî |n| + |m| 6= 0 ìà-
¹ìî an

1 6= am
2 ; 3) b 6= 0 .

Òîäi íàïiâãðóïà S , ïîðîäæåíà ïåðåòâî-
ðåííÿìè f1 òà f2 ¹ âiëüíîþ íàïiâãðóïîþ
ðàíãó 2 ç âiëüíîþ áàçîþ {f1, f2} .

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ëiíiéíi ôóíêöi¨
u(f1, f2) òà v(f1, f2) , ÿêi ïîäàíi ó âèãëÿäi ði-
çíèõ íàïiâãðóïîâèõ ñëiâ ó ðîçóìiííi ¨õ ãðà-
ôi÷íîãî ïîðiâíÿííÿ, âiä ïåðåòâîðåíü f1 òà
f2 âiäíîñíî äi¨ ñóïåðïîçèöi¨ òàê ñàìî, ÿê i
ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 1.

Âðàõîâóþ÷è âèãëÿä (3) äëÿ äîâiëüíî¨
n -êðàòíî¨ ñóïåðïîçèöi¨ ïåðåòâîðåíü fj ,
j ∈ {1, 2} , à òàêîæ óìîâè 1 òà 2 ñôîðìóëüî-
âàíî¨ òåîðåìè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî
íàïiâãðóïîâi ñëîâà u(f1, f2) , v(f1, f2) ¹ íåç-
âiäíèìè íàä ìíîæèíîþ ôóíêöié {f1, f2} .
Ñïðàâäi, äîâiëüíà n -êðàòíà ñóïåðïîçèöiÿ
f

(n)
j (z), z ∈ P, j ∈ {1, 2} , ïðè çìiííié z
ìà¹ êîåôiöi¹íò, ùî äîðiâíþ¹ an

j , j ∈ {1, 2} ,
òîáòî âiäìiííèé âiä 1 (öå âèïëèâà¹ ç óìî-
âè 1), òîìó âñi òàêi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ íå
äîðiâíþþòü òîòîæíîìó ïåðåòâîðåííþ ïîëÿ
P ; òàêîæ ìîíîãåííi íàïiâãðóïè < f1 > òà
< f2 > , ïîðîäæåíi âiäïîâiäíî ïåðåòâîðåí-
íÿìè f1 òà f2 íå ìàþòü ñïiëüíèõ åëåìåí-
òiâ, áî çãiäíî iç óìîâîþ 2 ñôîðìóëüîâàíîãî
òâåðäæåííÿ, êîåôiöi¹íòè ïåðåòâîðåíü iç íà-
ïiâãðóïè < f1 > ïðè çìiííié z ∈ P òà àíà-
ëîãi÷íi êîåôiöi¹íòè ïåðåòâîðåíü íàïiâãðóïè
< f2 > íåðiâíi.

Îòæå, äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ñëiä ïîêà-
çàòè, ùî iç íåðiâíîñòi íåçâiäíèõ íàïiâãðóïî-
âèõ ñëiâ u(f1, f2) , v(f1, f2) íàä ìíîæèíîþ
äâîõ ëiòåð {f1, f2} ó ðîçóìiííi ¨õ ãðàôi÷íîãî
ïîðiâíÿííÿ, âèïëèâà¹ õèáíiñòü òîòîæíîñòi

u(f1(z), f2(z)) ≡ v(f1(z), f2(z)), z ∈ P. (6)
Äëÿ ïåðåâiðêè òîòîæíîñòi (6) âèêîðèñòà-

¹ìî ìåòîä äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî. Òîìó
ïðèïóñêà¹ìî, ùî òîòîæíiñòü (6) ¹ ïðàâèëü-
íîþ. Òîäi íà îñíîâi óìîâè 2 ñôîðìóëüîâàíî¨
òåîðåìè òàê ñàìî, ÿê i ïðè äîâåäåííi òåîðå-
ìè 1 äîâîäèìî, ùî íàïiâãðóïîâi ñëîâà u òà
v ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó. Êðiì òîãî, âñòà-
íîâëþ¹ìî, ùî êiëüêiñòü âõîäæåíü ëiòåðè fj

ó ñëîâà u òà v ¹ îäíàêîâîþ ( j ∈ {1, 2} ).
Òîòîæíiñòü (6) ìîæåìî çàïèñàòè ó ðiâíî-

ñèëüíié ôîðìi òàêèì ÷èíîì:
(u(f1, f2) ◦ v−1(f1, f2))(z) ≡ z, z ∈ P. (7)

Ïðè öüîìó ñëîâî v−1(f1, f2) ïîäà¹òüñÿ ó âèã-
ëÿäi ñóïåðïîçèöi¨ òàêèõ ëiíiéíèõ ïåðåòâî-
ðåíü:

f−1
j =

1

aj

(z − b), z ∈ P, j ∈ {1, 2}.

Ëiâó ÷àñòèíó òîòîæíîñòi (7) ïîçíà÷èìî
ñèìâîëîì w(f1, f2) i íåõàé äàíå ñëîâî íàä
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ìíîæèíîþ ôóíêöié {f±1
1 , f±1

2 } ó çàãàëüíî-
ìó âèãëÿäi ïîäà¹òüñÿ òàê:

w(f1, f2) = g1 ◦ g2 ◦ . . . ◦ g2l, l ∈ N,

äå ïåðøi l ôóíêöié âèçíà÷àþòü ôîðìàëü-
íèé çàïèñ ñëîâà u(f1, f2) , à íàñòóïíi l ôóí-
êöié âiäïîâiäíî âèçíà÷àþòü ôîðìàëüíèé çà-
ïèñ ñëîâà v−1(f1, f2) , ïðè öüîìó

g1, g2, . . . , gl ∈ {f1, f2},
gl+1, gl+2, . . . , g2l ∈ {f−1

1 , f−1
2 }.

Íåõàé
gr ≡ crz + dr, z ∈ P,

cr 6= 0, dr ∈ R, r = 1, 2l.
(8)

Òîäi âðàõóâàâøè çðîáëåíi ôîðìàëüíi ïî-
çíà÷åííÿ, íàä òîòîæíiñòþ

w(f1, f2)(z) ≡ z, z ∈ P, (9)
âèêîíà¹ìî ðÿä òàêèõ ïåðåòâîðåíü.

1) Çàïèñó¹ìî ¨¨ ó âèãëÿäi

g1◦g2 ◦ . . . ◦ g2l−1 ◦ c2l

(
z +

d2l

c2l

)
≡

≡
(

z +
d2l

c2l

)
− d2l

c2l

, z ∈ P;

â îäåðæàíié òîòîæíîñòi âèêîíà¹ìî çàìiíó
çìiííî¨ z1 = z +

d2l

c2l

, òîäi âiäíîñíî öi¹¨ çìií-
íî¨ ìàòèìåìî òîòîæíiñòü

g1 ◦ g2 ◦ . . . ◦ g2l−2 ◦ (c2l−1c2lz1 +

+ d2l−1) ≡ z1 − d2l

c2l

, z1 ∈ P.
(10)

2) Òîòîæíiñòü (10) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

g1 ◦ g2 ◦ . . . ◦ g2l−2 ◦
(
c2l−1c2l

(
z1 + d2l−1

c2l−1c2l

))
≡

≡
(

z1 +
d2l−1

c2l−1c2l

)
− d2l

c2l

− d2l−1

c2l−1c2l

, z1 ∈ P.

Òîäi ó öié òîòîæíîñòi çäiéñíèìî çàìiíó çìií-
íî¨, ïîêëàâøè z2 = z1 +

d2l−1

c2l−1c2l

, âiäíîñíî
ÿêî¨ îäåðæèìî òîòîæíiñòü

g1 ◦ g2 ◦ . . . ◦ g2l−2 ◦ (c2l−1c2lz2) ≡
≡ z2 − d2l

c2l

− d2l−1

c2l−1c2l

, z2 ∈ P.

3) Ïðîäîâæèâøè ïðîöåñ àíàëîãi÷íèõ ïå-
ðåòâîðåíü äåêiëüêà ðàçiâ, îäåðæèìî òîòî-
æíiñòü âèäó

g1 ◦ (c2c3 · . . . · c2lz2l−1 + d2) ≡

≡
(

z2l−1 +
d2

c2c3 · . . . · c2l

)
− d2l

c2l

− d2l−1

c2l−1c2l

−

− . . .− d2

c2c3 · . . . · c2l

, z2l−1 ∈P.

4) Ó îñòàííié òîòîæíîñòi çíîâó ïðîâåäå-
ìî çàìiíó

z2l = z2l−1 +
d2

c2c3 · . . . · c2l

i îäåðæèìî òîòîæíiñòü

c1c2 · . . . · c2lz2l + d1 ≡ z2l − d2l

c2l

− d2l−1

c2l−1c2l

−

− . . .− d2

c2c3 · . . . · c2l

, z2l ∈ P.

Òàêèì ÷èíîì, ïðàâèëüíèìè ¹ ÷èñëîâi ðiâ-
íîñòi

c1c2 · . . . · c2l = 1, σ =
2l∑

r=1

dr

crcr+1 · . . . · c2l

= 0.

Ïîêàæåìî, ùî îñòàííÿ ðiâíiñòü ¹ íîñi¹ì ïðî-
òèði÷÷ÿ, òîìó ðîçãëÿíåìî ¨¨ äåòàëüíiøå.

Îòæå, çãiäíî iç ïîçíà÷åííÿìè (8) òà óìî-
âàìè ñôîðìóëüîâàíî¨ òåîðåìè, ìà¹ìî:

cr ∈ (2; +∞), dr = b, r = 1, l,

cr ∈
(

0;
1

2

)
, dr = − b

cr

, r = l + 1, 2l.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì, âðàõîâóþ÷è òàêîæ ðiâíiñòü
c1c2 · . . . · c2l = 1 îòðèìó¹ìî íàñòóïíi ïåðå-
òâîðåííÿ:

σ =
l∑

r=1

dr

crcr+1 · . . . · c2l

+
2l∑

r=l+1

dr

crcr+1 · . . . · c2l

=

= b

l∑
r=1

c1c2 · . . . · cl

crcr+1 · . . . · cl

−b

2l∑

r=l+1

c1c2 · . . . · cr−1

cr

=
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= bc1c2 · . . . · cl

(
l∑

r=1

1

crcr+1 · . . . · cl

− 1

cl+1

−

−
2l∑

r=l+2

cl+1cl+2 · . . . · cr−1

cr

)
= 0,

çâiäêè âðàõóâàâøè, ùî bc1c2 · . . . ·cl 6= 0 âèï-
ëèâà¹ ðiâíiñòü

l∑
r=1

1

crcr+1 · . . . · cl

=
1

cl+1

+

+
2l∑

r=l+2

cl+1cl+2 · . . . · cr−1

cr

.

Îñêiëüêè ÷èñëî
2l∑

r=l+2

cl+1cl+2 · . . . · cr−1

cr

¹

äîäàòíèì i 1

cl+1

∈ (2; +∞) , òî ìà¹ìî íåðiâ-

íiñòü
l∑

r=1

1

crcr+1 · . . . · cl

> 1 . Ç iíøîãî áîêó,
ìà¹ìî îöiíêó

l∑
r=1

1

crcr+1 · . . . · cl

≤

≤
l∑

r=1

1

(min{cr, cr+1, . . . , cl})l−r+1
≤

≤
l∑

r=1

1

(min{a1, a2})l−r+1
≤

≤
+∞∑
r=1

1

(min{a1, a2})r
=

1

min{a1a2} − 1
.

Îñêiëüêè ÷èñëà a1, a2 íàëåæàòü iíòåð-
âàëó (2; +∞) , òî îäåðæèìî íåðiâíiñòü

1

min{a1a2} − 1
< 1 , òîáòî

l∑
r=1

1

crcr+1 · . . . · cl

≤ 1.

À öå ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi.
Òàêèì ÷èíîì, ïðèïóùåííÿ ùîäî âèêîíà-

ííÿ òîòîæíîñòi (7) ¹ íåâiðíèì. Öèì äîâåäå-
íî, ùî íàïiâãðóïà S , ïîðîäæåíà ïåðåòâîðå-
ííÿìè f1 òà f2 ¹ âiëüíîþ íàïiâãðóïîþ ðàí-
ãó 2 âiäíîñíî âiëüíî¨ áàçè {f1, f2} . ¤

Òåîðåìà 3. Íåõàé äàíî fj = az + bj ,
z ∈ P, j ∈ {1, 2} , � ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ,
äå ¨õ äiéñíi êîåôiöi¹íòè çàäîâîëüíÿþòü íà-
ñòóïíi óìîâè: 1) a ∈ (−∞;−1) ; 2) b1, b2 ∈
∈ (0; +∞), b1 < b2 . Òîäi íàïiâãðóïà S , ïî-
ðîäæåíà ïåðåòâîðåííÿìè f1 òà f2 , ¹ âiëü-
íîþ íàïiâãðóïîþ ðàíãó 2 ç âiëüíîþ áàçîþ
{f1, f2} .

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ëiíiéíi ôóíêöi¨
u(f1, f2) , v(f1, f2) òàê ñàìî, ÿê i ïðè äîâå-
äåííi òåîðåì 1 òà 2. Ïîêàæåìî, ùî iç âèêî-
íàííÿ óìîâ 1-2 ñôîðìóëüîâàíîãî òâåðäæåí-
íÿ, âèïëèâà¹ íåçâiäíiñòü íàïiâãðóïîâèõ ñëiâ
u òà v íàä ìíîæèíîþ ôóíêöié {f1, f2} .

Îòæå, îñêiëüêè êîåôiöi¹íò ïðè çìiííié z
äîâiëüíî¨ n -êðàòíî¨ ñóïåðïîçèöi¨ ïåðåòâî-
ðåííÿ fj, j ∈ {1, 2} , äîðiâíþ¹ an i çãiäíî
ç óìîâîþ 1 âiäìiííèé âiä 1, òî äàíi ïåðå-
òâîðåííÿ fj, j ∈ {1, 2} , ó íàïiâãðóïi S ìà-
þòü íåñêií÷åííèé ïîðÿäîê, òîáòî ñóïåðïî-
çèöiÿ f

(n)
j , j ∈ {1, 2} , íå ¹ òîòîæíèì ïåðå-

òâîðåííÿì ïîëÿ P äëÿ êîæíîãî n ∈ N .
Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âñòàíîâëåííÿ íåçâiäíî-

ñòi íàïiâãðóïîâèõ ñëiâ u òà v íàä ìíîæè-
íîþ ôóíêöié {f1, f2} ñëiä ùå äîâåñòè, ùî
ìîíîãåííi íàïiâãðóïè < f1 > òà < f2 > ,
ïîðîäæåíi âiäïîâiäíî ïåðåòâîðåííÿìè f1 òà
f2 , íå ìàþòü ñïiëüíèõ åëåìåíòiâ. Äëÿ öüî-
ãî çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi ÷èñëà n,m ∈ N
i ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíi ñóïåðïîçèöi¨ f

(n)
1 ,

f
(m)
2 ïåðåòâîðåíü f1 òà f2 , ÿêi íå ¹ ðiâ-
íèìè, áî iíàêøå ïðèðiâíÿâøè êîåôiöi¹íòè
ïðè çìiííié z îáîõ ïåðåòâîðåíü îäåðæèìî,
ùî an = am àáî a|n−m| = 1 . À öå ìîæëè-
âî ïðè n = m , áî a ∈ (−∞;−1) . Òîäi, ó
òàêîìó âèïàäêó, âiëüíi ÷ëåíè ëiíiéíèõ ïå-
ðåòâîðåíü f

(n)
1 , f

(n)
2 âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü

b1

n∑
i=1

ai−1 òà b2

n∑
i=1

ai−1 , ÿêi ¹ ðiçíèìè, îñêiëü-

êè
n∑

i=1

ai−1 =
1− an

1− a
6= 0 i b1 6= b2 ïðè

a ∈ (−∞;−1) . Îòæå, ìà¹ìî < f1 > ∩ <
f2 >= ∅ .

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè
ñëiä ïîêàçàòè, ùî iç íåðiâíîñòi íåçâiäíèõ
íàïiâãðóïîâèõ ñëiâ u(f1, f2) , v(f1, f2) íàä
ìíîæèíîþ äâîõ ëiòåð {f1, f2} ó ðîçóìiííi
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¨õ ãðàôi÷íîãî ïîðiâíÿííÿ âèïëèâà¹ õèáíiñòü
òîòîæíîñòi
u(f1(z), f2(z)) ≡ v(f1(z), f2(z)), z ∈ P. (11)
Ïðèïóñòèìî íàâïàêè, ùî òîòîæíiñòü (11)

¹ ïðàâèëüíîþ. Ïîêàæåìî äàëi, ùî òîäi íà-
ïiâãðóïîâi ñëîâà u òà v ìàþòü îäíàêîâó
äîâæèíó. Ñïðàâäi, çâàæàþ÷è íà âèãëÿä ëi-
íiéíèõ ïåðåòâîðåíü f

(n)
j , j ∈ {1, 2} îá÷è-

ñëþ¹ìî êîåôiöi¹íò ïðè çìiííié z ëiíiéíî-
ãî ïåðåòâîðåííÿ u(f1, f2) , ÿêèé äîðiâíþ¹
al(u) , äå l(u) � äîâæèíà ñëîâà u(f1, f2) , òîá-
òî êiëüêiñòü âõîäæåíü äî éîãî çàïèñó ëi-
òåð {f1, f2} ; àíàëîãi÷íî âiäïîâiäíèé êîåôi-
öi¹íò ïðè çìiííié z ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåí-
íÿ v(f1, f2) äîðiâíþ¹ al(v) , äå l(v) � äîâæè-
íà ñëîâà v(f1, f2) âiäïîâiäíî äî âõîäæåííÿ
ó éîãî çàïèñ ëiòåð âiäíîñíî ëiòåð {f1, f2} .
Òîäi ïðèðiâíÿâøè êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêî-
âié çìiííié, ïðèéäåìî äî ÷èñëîâî¨ ðiâíîñòi
al(u) = al(v) . Îñêiëüêè a ∈ (−∞;−1) , òî
îäåðæèìî l(u) = l(v) ≡ l .

Ââàæàòèìåìî, ùî ÷èñëî l ¹ ïàðíèì, áî
â iíøîìó âèïàäêó çàìiñòü ðiâíîñòi u = v
ñêðiçü ó ïîäàëüøîìó äîâåäåííi ðîçãëÿäà-
òèìåìî ðiâíiñòü u2 = v2 , äëÿ ÿêî¨ ìà¹ìî
l(u2) = l(v2) = 2l .

Òîòîæíiñòü (11) çàïèøåìî ó ðiâíîñèëüíié
ôîðìi

w(f1, f2)(z)
def≡ (u(f1, f2) ◦ v−1(f1, f2))(z) ≡ z,

ïðè êîæíîìó z ∈ P . Òóò ñëîâî v−1(f1, f2)
ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóïåðïîçèöi¨ òàêèõ ëi-
íiéíèõ ïåðåòâîðåíü:

f−1
j =

1

a
(z − bj), z ∈ P, j ∈ {1, 2}.

Íåõàé ñëîâî w(f1, f2) íàä ìíîæèíîþ
ôóíêöié {f±1

1 , f±1
2 } ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi

ïîäà¹òüñÿ òàê:
w(f1, f2) = g1 ◦ g2 ◦ . . . ◦ g2l, l ∈ N,

äå ïåðøi l ôóíêöié âèçíà÷àþòü ôîðìàëü-
íèé çàïèñ ñëîâà u(f1, f2) , à íàñòóïíi l ôóí-
êöié âiäïîâiäíî âèçíà÷àþòü ôîðìàëüíèé çà-
ïèñ ñëîâà v−1(f1, f2) , ïðè öüîìó

g1, g2, . . . , gl ∈ {f1, f2},

gl+1, gl+2, . . . , g2l ∈ {f−1
1 , f−1

2 }.
Íåõàé

gr ≡ crz + dr, z ∈ P,

cr 6= 0, cr, dr ∈ R, r = 1, 2l.

Òîäi âðàõóâàâøè çðîáëåíi ôîðìàëüíi ïîçíà-
÷åííÿ, íàä òîòîæíiñòþ w(f1, f2)(z) ≡ z,
z ∈ P , çäiéñíèìî âñi ïåðåòâîðåííÿ, ùî é ïðè
äîâåäåííi òåîðåìè 2. Ó ðåçóëüòàòi, ïðèéäåìî
äî ÷èñëîâèõ ðiâíîñòåé

c1c2 · . . . · c2l = 1, σ ≡
2l∑

r=1

dr

crcr+1 · . . . · c2l

= 0.

Ïîêàæåìî, ùî îñòàííÿ ðiâíiñòü ¹ íîñi¹ì ïðî-
òèði÷÷ÿ, òîìó ðîçãëÿíåìî ¨¨ äåòàëüíiøå.

Îòæå, ìà¹ìî òàêi ïåðåòâîðåííÿ:

σ =
l∑

r=1

dr

crcr+1 · . . . · c2l

+
2l∑

r=l+1

dr

crcr+1 · . . . · c2l

=

=
l∑

r=1

dra
r−1 +

2l∑

r=l+1

dra
m−r+1.

Íàãàäà¹ìî, ùî
dr ∈ {b1, b2}, r = 1, l,

dr ∈
{
−b1

a
,−b2

a

}
, r = l + 1, 2l.

Òîìó âðàõóâàâøè íåðiâíîñòi 0 < b1 < b2 ,
äëÿ ÷èñëà σ ìàòèìåìî òàêi íèæíþ òà âåðõ-
íþ îöiíêè:

b1

l∑
r=1

ar−1 − b2

2l∑

r=l+1

al−r ≤ σ ≤

≤ b2

l∑
r=1

ar−1 − b1

2l∑

r=l+1

al−r,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

(b1 − b2)

(
l∑

r=1

ar−1 +
2l∑

r=l+1

al−r

)
≤ 0.

Îñêiëüêè b1 − b2 < 0 , òî îá÷èñëèâøè âiäïî-
âiäíi ñóìè ãåîìåòðè÷íèõ ïðîãðåñié â îñòàí-
íié íåðiâíîñòi, ìàòèìåìî
1− al

1− a
+

1− a−l

a− 1
≥ 0 àáî (al−a−l)(a−1) ≥ 0.
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Ïðîàíàëiçó¹ìî îñòàííþ íåðiâíiñòü. Îñ-
êiëüêè çà óìîâîþ 1 ñôîðìóëüîâàíî¨ òåîðåìè
a ∈ (−∞;−1) , òî (a − 1) ∈ (−∞;−1) ; ÷è-
ñëî l ¹ ïàðíèì çãiäíî iç äîìîâëåíiñòþ, òîìó
al ∈ (1; +∞) òà a−l ∈ (0; 1) . Çâiäñè âèïëè-
âà¹, ùî ðiçíèöÿ al−a−l íàëåæèòü ïðîìiæêó
(0; +∞) , à îòæå (al− a−l)(a− 1) < 0 . Îòðè-
ìàëè ñóïåðå÷íiñòü.

Òàêèì ÷èíîì, ïðèïóùåííÿ ùîäî âèêîíà-
ííÿ òîòîæíîñòi (11) ¹ íåâiðíèì. Öèì äîâå-
äåíî, ùî íàïiâãðóïà S , ïîðîäæåíà ïåðåòâî-
ðåííÿìè f1 òà f2 , ¹ âiëüíîþ íàïiâãðóïîþ
ðàíãó 2 âiäíîñíî âiëüíî¨ áàçè {f1, f2} . ¤

Íàâåäåìî òåïåð êîíêðåòíi ïðèêëàäè âiëü-
íèõ íàïiâãðóï ðàíãó 2, ùî ïîðîäæóþòüñÿ
ëiíiéíèìè ïåðåòâîðåííÿìè äiéñíîãî ïîëÿ R
òà êîìïëåêñíîãî ïîëÿ C . Îòæå, ìà¹ ìiñöå
òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2. Íàñòóïíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ
ïåðåòâîðåíü ïîðîäæóþòü âiëüíi íàïiâãðó-
ïè ðàíãó 2:

1) f1 = 3iz + 2i, f2 = 2z + 3− i, z ∈ C ;
2) f1 = 5z + 2i, f2 = 4z − 2i, z ∈ C ;
3) f1 = 3z +2− i, f2 = 4z +2− i, z ∈ C ;
4) f1 =

√
5z−√2, f2 =

√
6z−√2, z ∈ R ;

5) f1 = −2z + 1, f2 = −2z + 3, z ∈ R
(àáî z ∈ C );

6) f1 = −3
2
z + 4

5
, f2 = −3

2
z + 7

3
, z ∈ R

(àáî z ∈ C) .
Ïðàâèëüíiñòü íàâåäåíî¨ ëåìè âèïëèâà¹

áåçïîñåðåäíüî iç òåîðåì 1-3, ÿêùî âçÿòè äî
óâàãè òå, ùî ñèñòåìè ïåðåòâîðåíü 1), 2) çà-
äîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 1; ñèñòåìè ïå-
ðåòâîðåíü 3), 4) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåî-
ðåìè 2; ñèñòåìè ïåðåòâîðåíü 5), 6) çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâè òåîðåìè 3.

ÑÏÈÑÎÊ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ
1. Ìàãíóñ Â., Êàððàñ À., Ñîëèòýð Ä. Êîìáèíà-

òîðíàÿ òåîðèÿ ãðóïï. Ïåð. ñ àíãë. � Ì.: Íàóêà, 1979.
� 456 ñ.

2. Îëèéíûê À.Ñ., Ñóùàíñêèé Â.È. Ñâîáîäíàÿ
ãðóïïà áåñêîíå÷íûõ óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö //
Ìàò. çàìåòêè. � 2000. � 67, �3, � Ñ. 386-391.

3. Îëiéíèê À.Ñ. Âiëüíi ãðóïè àâòîìàòíèõ ïiä-
ñòàíîâîê // Äîï. ÍÀÍ Óêðà¨íè. � 1998. � �7. � Ñ.
40-44.

4. Îëèéíèê À.Ñ. Î ñâîáîäíûõ ïîëóãðóïïàõ àâòî-
ìàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé // Ìàòåì. çàìåòêè. � 1998.
� 63. � Ñ. 248-259.

5. Ñàíîâ È.Í. Ñâîéñòâî îäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ñâîáîäíîé ãðóïïû. � Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. � 1947. � 57.
� Ñ. 657-659.

102 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2009. Âèïóñê 454. Ìàòåìàòèêà.


