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СУКУПНI ВЛАСТИВОСТI МНОГОЗНАЧНИХ ВIДОБРАЖЕНЬ

Доведено, що для компактозначного вiдображення F : X×Y ( Z, визначеного на добутку
берiвського простору X i метризовного компакту Y i зi значеннями у метризовному просторi
Z, яке напiвнеперервне знизу вiдносно першої змiнної i неперервне вiдносно другої змiнної,
iснує всюди щiльна Gδ-множина A ⊆ X така, що звуження F |A×Y неперервне. Наведено
приклад вiдображення F : [0, 1]2 ( [0, 1], яке напiвнеперервне знизу вiдносно першої змiнної,
неперервне вiдносно другої змiнної i сукупно розривне в кожнiй точцi множини [0, 1]× {0}.

It is proved that for a Baire space X, a metrizable compact Y , a metrizable space Z and a
compact-valued mapping F : X × Y ( Z which is lower semi-continuous with respect the first
variable and continuous with respect to the second variable there exists a dense Gδ-set A ⊆ X such
that the restriction F |A×Y is continuous. It is constructed an example of a mapping F : [0, 1]2 (
[0, 1] which is lower semi-continuous with respect the first variable, continuous with respect to the
second variable and jointly discontinuous at every point of the set [0, 1]× {0}.

1 Вступ
Дослiдження властивостей множини точок
сукупної неперервностi нарiзно неперерв-
них вiдображень двох змiнних були роз-
початi Р.Бером в [1]. Результати Р.Бера
узагальнювались i розвивались у робо-
тах багатьох математикiв: Е. ван Влека,
Г.Гана, А.Алєксєвича i В.Орлича, М.Форта,
Р.Фейока, В.Маслюченка та iнших. Особли-
ве мiсце серед результатiв даної тематики
займає теорема Намiоки [7], яка дiстала ши-
роке застосування i стала поштовхом до
подальшого розвитку даних дослiджень для
вiдображень, визначених на добутку берiв-
ського i компактного просторiв.

Разом iз тим, в [4–6] вивчалися сукупнi
властивостi многозначних вiдображень двох
змiнних, якi вiдносно кожної змiнної зокре-
ма є неперервними або задовольняють певнi
умови типу неперервностi. Зокрема, з робо-
ти Ґ.Дебса [4] випливає наступний резуль-
тат.

Теорема 1. Нехай X – берiвський простiр,
Y – метризовний компакт, Z – метри-
зовний простiр, F : X × Y ( Z – ком-
пактозначне вiдображення, напiвнеперерв-
не знизу вiдносно першої змiнної i напiвне-
перервне зверху вiдносно другої. Тодi iснує
Gδ-множина A щiльна в X, така, що вiд-

ображення F сукупно напiвнеперервне звер-
ху в кожнiй точцi множини A× Y .

У зв’язку з цiєю теоремою природно ви-
никає таке питання.

Питання 1. Нехай X – берiвський простiр,
Y – метризовний простiр, F : X × Y ( R
- компактозначне вiдображення, напiвнепе-
рервне знизу вiдносно першої змiнної i непе-
рервне вiдносно другої. Чи обов’язково iснує
щiльна в X Gδ-множина A така, що вiд-
ображення F сукупно неперервне в кожнiй
точцi множини A× Y ?

У данiй статтi ми покажемо, що це пита-
ння має негативну вiдповiдь. Крiм того, ми
доведемо, що вiдображення F , якi задоволь-
няють умови питання 1, мають таку дещо
слабшу властивiсть: iснує щiльна в X мно-
жина A типу Gδ така, що звуження F |A×Y

неперервне.

2 Приклад
Многозначне вiдображення F : X ( Y , яке
дiє з топологiчного простору X у топологi-
чний простiр Y , називається напiвнеперерв-
ним зверху (знизу) в точцi x0 ∈ X , якщо
для довiльної вiдкритої в Y множини V та-
кої, що F (x0) ⊆ V (F (x0)

⋂
V 6= ∅) множина

{x ∈ X : F (x) ⊆ V } ({x ∈ X : F (x) ⊆ V 6=
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∅}) є околом точки x0 в просторi X. Много-
значне вiдображення F : X ( Y напiвнепе-
рервне зверху (знизу) в кожнiй точцi x ∈ X
називається напiвнеперервним знизу (звер-
ху). Вiдображення, напiвнеперервне зверху
i знизу, називається неперервним.

Зауважимо, що неперервнiсть компакто-
значного вiдображення F : X ( Y рiвно-
сильна наперервностi вiдповiдного однозна-
чного вiдображення f : X → K(Y ), яке дiє
в простiр K(Y ) непорожнiх компактних пiд-
множин простору Y з топологiєю Вiторiса,
яка, в свою чергу, є метризовною з допомо-
гою метрики Гаусдорфа, якщо сам простiр
Y також метризовний (дивись [9, с. 62]).

Наступнi допомiжнi твердження легко
випливають з означень.

Лема 1. Нехай X – топологiчний простiр,
функцiї ϕ, ψ : X → R – неперервнi i ϕ(x) ≤
ψ(x) для довiльного x ∈ X. Тодi компактно-
значне вiдображення g : X ( R таке, що
g(x) = [ϕ(x), ψ(x)] для кожного x ∈ X є не-
перервним.

Лема 2. Нехай g : [0, 1] ( [0, 1] – много-
значне вiдображення, A ⊆ [0, 1] – скiнчен-
на множина i g(x) = [0, 1] для довiльного
x ∈ [0, 1]\A. Тодi вiдображення g – напiвне-
перервне знизу на вiдрiзку [0, 1].

Наступний приклад дає негативну вiдпо-
вiдь на питання 1.

Теорема 2. Iснує компактозначне вiдобра-
ження F : [0, 1]2 ( [0, 1], яке напiвнепе-
рервне знизу вiдносно першої змiнної, непе-
рервне вiдносно другої змiнної i сукупно роз-
ривне в кожнiй точцi множини [0, 1]×{0}.

Доведення.
Нехай Xn = {2k−1

2n : k = 1, 2, ..., 2n−1}, In =

[ 1
2n , 1

2n−1 ] для довiльного n ∈ N.
Розглянемо компактозначне вiдображен-

ня F : [0, 1]2 ( [0, 1], що означається так:
F (x, y) = [0, |3 − 2n+1y|], якщо iснує таке
n ∈ N, що (x, y) ∈ Xn × In i F (x, y) = [0, 1],
якщо (x, y) /∈ Xn × In для кожного n ∈ N.

Вiзьмемо довiльну точку x ∈ [0, 1] i пока-
жемо, що вiдображення F x : [0, 1] ( [0, 1],
F x(y) = F (x, y), неперервне. Нехай x /∈

∞⋃
n=1

Xn, тодi F x(y) = [0, 1] для довiльного

y ∈ [0, 1]. Тобто вiдображення F x – стале,
а, отже, неперервне. Нехай x ∈ Xn для де-
якого n ∈ N. Тодi iснує таке натуральне чи-
сло k ≤ 2n−1, що x = 2k−1

2n . Зауважимо, що
F x(y) = [ϕ(y), ψ(y)], де ϕ(y) = 0 для до-
вiльного y ∈ [0, 1], ψ(y) = 1 при y /∈ In i
ψ(y) = |3 − 2n+1y|, при y ∈ In. Оскiльки
ψ( 1

2n ) = ψ( 1
2n−1 ) = 1, то функцiя ψ непе-

рервна. Тому вiдображення F x неперервне
згiдно з лемою 1.

Покажемо, що для кожного y ∈ [0, 1]
вiдображення Fy : [0, 1] ( [0, 1], Fy(x) =
F (x, y), напiвнеперервне знизу. Нехай y 6∈
∞⋃

n=1

( 1
2n , 1

2n−1 ). Тодi Fy(x) = [0, 1] для довiль-

ного x ∈ [0, 1]. Тобто вiдображення Fy є ста-
лим, а отже напiвнеперервним знизу. Нехай
тепер iснує таке n ∈ N, що y ∈ ( 1

2n , 1
2n−1 ). То-

дi y 6∈ Ik при k 6= n. Тому Fy(x) = [0, 1] при
x ∈ [0, 1] \ Xn, а отже, Fy напiвнеперервне
знизу згiдно з лемою 2.

Покажемо, що вiдображення F розривне
у кожнiй точцi [0, 1] × {0}. Нехай x0 – до-
вiльна точка з множини X = [0, 1]. Заува-
жимо, що F (x0, 0) = [0, 1]. Вiзьмемо довiль-
ний окiл W = U × V точки (x0, 0). Оскiль-
ки V є околом точки 0, то iснує таке k0 ∈
N, що In ⊆ V для всiх n ≥ k0.Оскiльки

множина
∞⋃

n=k0

Xn всюди щiльна на [0, 1], то

iснує таке k ≥ k0 i точка x1 ∈ Xk, такi,
що x1 ∈ U . Нехай y1 – середина Ik. Тодi
F (x1, y1) = [0, |3 − 2k+1 3

2k+1 |] = {0}. Таким
чином, (x1, y1) ∈ W i F (x1, y1) ∩ (1

2
, 1]) = ∅.

Отже, F не є напiвнеперервною знизу в то-
чцi (x0, 0).
3 Неперервнiсть звуження
Теорема 3. Нехай X – берiвський простiр,
Y – метризовний компакт, Z – метризов-
ний простiр i F : X × Y ( Z – компакто-
значне вiдображення напiвнеперервне знизу
вiдносно першої змiнної i неперервне вiдно-
сно другої змiнної. Тодi iснує всюди щiльна
Gδ-множина A ⊆ X така, що вiдображен-
ня F |A×Y неперервне.

Доведення. Оскiльки вiдображення
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F напiвнеперервне знизу вiдносно першої
змiнної i напiвнеперервне зверху вiдносно
другої змiнної, то за теоремою 1 в просторi
X iснує всюди щiльна Gδ-множина X0 така,
що вiдображення F напiвнеперервне зверху
у кожнiй точцi X0× Y . Зауважимо, що про-
стiр X0 з iндукованою з X топологiєю є бе-
рiвським, адже доповнення X \X0 до нього
є множиною першої категорiї у берiвському
просторi X.

Розглянемо вiдображення F0 = F |X0×Y . З
того, що вiдображення F неперервне вiдно-
сно другої змiнної випливає, що й вiдобра-
ження F0 неперервне вiдносно другої змiн-
ної. З того, що вiдображення F в кожнiй то-
чцi множини X0 × Y напiвнеперервне звер-
ху за сукунiстю змiнних i напiвнеперервне
знизу вiдносно першої змiнної, випливає, що
вiдображення F0 неперервне вiдносно пер-
шої змiнної. Отже, вiдображення F0 нарiзно
неперервне.

Розглянемо тепер вiдображення F0 як
однозначне вiдображення зi значеннями у
просторi K(Z) компактних пiдмножин про-
стору Z з топологiєю Вiторiса. Вiдображен-
ня F0 нарiзно неперервне на X0 × Y i про-
стiр K(Z) метризовний. Тому за теоремою
Дж.Брекнерiджа i Т.Нiшiури [2] iснує Gδ-
множина A ⊆ X0 щiльна в X0 така, що
вiдображення F0 неперервне в кожнiй то-
чцi A × Y . Оскiльки X0 всюди щiльний Gδ-
пiдпростiр простору X, то множина A також
щiльна в X i є множиною типу Gδ. Крiм то-
го, F |A×Y = F0|A×Y , а отже, звуження F |A×Y

неперервне.
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