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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÄÅßÊI ÊÎÌÓÒÀÖIÉÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ
ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÎÃÎ ÇÑÓÂÓ

Îäåðæàíî çîáðàæåííÿ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi äiþòü ó ïðîñòîðàõ ìíîãî-
÷ëåíiâ i êîìóòóþòü ç îïåðàòîðàìè, ïîðîäæåíèìè óçàãàëüíåíèìè çñóâàìè.

A representation for linear continuous operators which act in the spaces of polynomials and
commute with operators generated by generalized shifts is obtained.

Îïåðàòîðè çñóâó âiäiãðàþòü âàæëèâó
ðîëü ó ðiçíèõ ïèòàííÿõ ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòè-
êè. Íåõàé h � ôiêñîâàíå êîìïëåêñíå ÷èñëî.
Îïåðàòîð çñóâó Eh ëiíiéíî òà íåïåðåðâíî
äi¹ â ïðîñòîði öiëèõ ôóíêöié A∞ çà ïðàâè-
ëîì:

(Ehf)(z) = f(z + h).

Ïðè âèâ÷åííi ðiçíèõ âëàñòèâîñòåé îïåðà-
òîðiâ çñóâó ïðèðîäíèì ÷èíîì âèíèêëà çà-
äà÷à ïðî îïèñ êîìóòàíòiâ òàêèõ îïåðàòîðiâ.
Îäèí iç ïåðøèõ ðåçóëüòàòiâ ó öüîìó íàïðÿì-
êó íàâåäåíèé â [1]. Òóò äîâåäåíî, ùî ëiíié-
íèé îïåðàòîð T , ÿêèé äi¹ â ïðîñòîði ìíî-
ãî÷ëåíiâ S íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë,
¹ ïåðåñòàâíèì ç äîâiëüíèì îïåðàòîðîì çñó-
âó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ïåðåñòàâíèé ç
îïåðàòîðîì äèôåðåíöiþâàííÿ, òîáòî ïîäà¹-
òüñÿ ó âèãëÿäi äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà
íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi-
¹íòàìè âèäó

(Tf)(z) =
∞∑

n=0

cnf
(n)(z),

äå (cn)∞n=0 � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷è-
ñåë.

Â [2] îïèñàíî êîìóòàíò ôiêñîâàíîãî îïå-
ðàòîðà çñóâó â ïåâíèõ ïðîñòîðàõ ôîðìàëü-
íèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ, ÿêi íàäiëåíi íîðìàëü-
íîþ òîïîëîãi¹þ Êåòå. Çîêðåìà, â [2] âñòà-
íîâëåíî, ùî ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð
T , ùî äi¹ â ïðîñòîði öiëèõ ôóíêöié, ÿêèé
íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi,
áóäå ïåðåñòàâíèì ç ôiêñîâàíèì îïåðàòîðîì

çñóâó Eh òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ïîäà¹-
òüñÿ ó âèãëÿäi

(Tf)(z) =
∞∑

n=0

ψn(z)f (n)(z),

äå (ψn(z))∞n=0 � ïîñëiäîâíiñòü öiëèõ ôóí-
êöié, ÿêi ïåðiîäè÷íi ç ïåðiîäîì h i çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâó:

∀r < ∞ lim
n→∞

n

√
n!max

|z|≤r
|ψn(z)| < ∞.

Â ïðàöi [3] ïðè äîñëiäæåííi óìîâ ïîâíîòè
â ïðîñòîði öiëèõ ôóíêöié ñèñòåìè óçàãàëü-
íåíèõ ïîõiäíèõ Â.Ï. Ãðîìîâèì áóëè ââåäå-
íi îïåðàòîðè óçàãàëüíåíîãî çñóâó Th . Â [4]
îäåðæàíî çîáðàæåííÿ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ
îïåðàòîðiâ, ÿêi äiþòü ó ïðîñòîði ìíîãî÷ëå-
íiâ i êîìóòóþòü ç îïåðàòîðîì óçàãàëüíåíîãî
çñóâó. Â [5] îïèñàíî êîìóòàíò ëiíiéíî¨ êîì-
áiíàöi¨ îïåðàòîðiâ çâè÷àéíîãî çñóâó â êëàñi
ëiíiéíèõ íåïåðåâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó
ïðîñòîðàõ öiëèõ ôóíêöié. Â öié ñòàòòi âè-
â÷à¹òüñÿ êîìóòàíò ñóìè îïåðàòîðiâ ðiçíèõ
óçàãàëüíåíèõ çñóâiâ. Çàóâàæèìî, ùî â [9]
àíîíñîâàíi äåÿêi ðåçóëüòàòè äàíî¨ ðîáîòè.

×åðåç S ïîçíà÷àòèìåìî ëiíiéíèé ïðîñòið
óñiõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷è-
ñåë, à ÷åðåç L (S) � ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ
îïåðàòîðiâ, ÿêi äiþòü â S . Äëÿ ôiêñîâàíî¨
ïîñëiäîâíîñòi íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷è-
ñåë {αn : n ≥ 0} ÷åðåç Dα ïîçíà÷àòèìå-
ìî îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàí-
íÿ, ÿêèé äi¹ íà ìíîãî÷ëåí P (z) =

m∑
n=0

pnz
n
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çà ïðàâèëîì:

(DαP )(z) =
∞∑

n=1

pn
αn−1

αn

zn−1.

Âiäîìî, ùî îïåðàòîð T ∈ L (S) ¹ ïåðåñòàâ-
íèì ç îïåðàòîðîì Dα òîäi i òiëüêè òîäi, êî-
ëè éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi äèôåðåíöi-
àëüíîãî îïåðàòîðà íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó çi
ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè âiäíîñíî Dα , òîáòî
ó âèãëÿäi

(TP )(z) =
∞∑

k=0

ck(D
k
αP )(z), (1)

äå (ck)
∞
k=0 � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëå-

êñíèõ ÷èñåë [6].
Äëÿ äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî êîìïëåêñíî-

ãî ÷èñëà h îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî çñóâó
Th , ùî âiäïîâiäà¹ îïåðàòîðó Dα , ëiíiéíî äi¹
â ïðîñòîði S çà ïðàâèëîì:

(ThP )(z) =
∞∑

k=0

αkh
k(Dk

αP )(z).

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó îäíå äîïîìiæíå òâå-
ðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé Dα � äåÿêèé îïåðà-
òîð óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ i A =
∞∑

k=1

akD
k
α , äå (ak)

∞
k=1 � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ïðè÷îìó a1 6= 0 . Äëÿ
òîãî, ùîá îïåðàòîð T ∈ L(S) áóâ ïåðå-
ñòàâíèì ç îïåðàòîðîì A íåîáõiäíî i äî-
ñòàòíüî, ùîá âií ïîäàâàâñÿ ó âèãëÿäi äè-
ôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà íåñêií÷åííîãî ïî-
ðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè (1) .

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Îñêiëüêè
a1 6= 0 , òî ÿäðî îïåðàòîðà A ñêëàäà¹òüñÿ
ç ìíîæèíè ìíîãî÷ëåíiâ íóëüîâîãî ñòåïåíÿ.
Íåõàé îïåðàòîð T ∈ L(S) i ¹ ïåðåñòàâíèì ç
A , òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:

TA = AT. (2)

ßê äîâåäåíî â [7], êîæåí ëiíiéíèé îïåðà-
òîð ç êëàñó L (S) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà íåñêií÷åííîãî
ïîðÿäêó iç çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Òîìó

(TP )(z) =
∞∑

k=0

ψk(z)(Dk
αP )(z), (3)

äå {ψk(z) : k = 0, 1, ...} � äåÿêà ïîñëiäîâ-
íiñòü ìíîãî÷ëåíiâ. Iíäóêöi¹þ ïî k äîâåäå-
ìî, ùî êîæåí ç ìíîãî÷ëåíiâ ψk(z) ¹ ñòàëîþ
âåëè÷èíîþ.

Ïîäiÿâøè ðiâíiñòþ (2) íà ìíîãî÷ëåí
P (z) ≡ 1 , îäåðæèìî, ùî A(T1) = 0 . Òîìó
T1 = c0 , äå c0 � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî.
Îòæå, â çîáðàæåííi (3) ψ0(z) = c0 .

Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîãî÷ëåíè ψ0(z), ψ1(z),
..., ψn−1(z) â çîáðàæåííi (3) ¹ ñòàëèìè, òîá-
òî ψk(z) = ck, k = 0, 1, ..., n − 1 . Äîâåäåìî,
ùî òîäi ìíîãî÷ëåí ψn(z) òàêîæ áóäå ñòàëîþ
âåëè÷èíîþ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B îïåðàòîð âèäó B =
∞∑

k=n

ψk(z)Dk
α . Òîäi, âðàõîâóþ÷è iíäóêòèâíå

äîïóùåííÿ, îäåðæèìî ùî T =
n−1∑
k=0

ckD
k
α+B .

Îñêiëüêè êîæíi äâà äèôåðåíöiàëüíi îïåðà-
òîðè íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîå-
ôiöi¹íòàìè ¹ ïåðåñòàâíèìè, òî ç îñòàííüî¨
ðiâíîñòi òà (2) âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð B áó-
äå òàêîæ ïåðåñòàâíèì ç îïåðàòîðîì A , òîá-
òî

BA = AB. (4)

Ïîäi¹ìî ðiâíiñòþ (4) íà ìíîãî÷ëåí P (z) =
zn . Îñêiëüêè Azn ¹ ìíîãî÷ëåíîì (n−1) -ãî
ñòåïåíÿ, òî (BA)(zn) = 0 . Òîìó (AB)(zn) =
0 i, îòæå, Bzn = c̃n , äå c̃n � äåÿêå êîìïëå-
êñíå ÷èñëî. Ç iíøîãî áîêó Bzn = α0

αn
ψn(z) .

Òîìó ψn(z) = αn

α0
c̃n . Îòæå, ψn(z) = const .

Ïîçíà÷àþ÷è ψn(z) = cn , n = 0, 1, . . . , îäåð-
æèìî, ùî T ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (1).

Äîñòàòíiñòü óìîâ òåîðåìè ¹ î÷åâèäíîþ,
îñêiëüêè êîæíi äâà äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòî-
ðè íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôi-
öi¹íòàìè ¹ ïåðåñòàâíèìè ìiæ ñîáîþ.

Ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåí-
íÿ (äèâ. [4]).

Íàñëiäîê. Íåõàé h � ôiêñîâàíå íåíó-
ëüîâå êîìïëåêñíå ÷èñëî. Äëÿ òîãî ùîá îïå-
ðàòîð T ∈ L (S) áóâ ïåðåñòàâíèì ç îïåðà-
òîðîì Th , íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âií
ïîäàâàâñÿ ó âèãëÿäi äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðà-
òîðà íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîå-
ôiöi¹íòàìè (1) .

Íåõàé h1 i h2 � äîâiëüíi êîìïëåêñíi ÷è-
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ñëà. Òîäi

Th1 + Th2 =
∞∑

k=0

αk(h
k
1 + hk

2)D
k
α.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 1, îäåðæó¹ìî, ùî
¹ ïðàâèëüíèì íàñòóïíå òâåðäæåííÿ

Òåîðåìà 2. Íåõàé h1, h2 ∈ C , ïðè÷îìó
h1 + h2 6= 0 . Òîäi îïåðàòîð T ∈ L(S) êîìó-
òó¹ ç îïåðàòîðîì Th1 + Th2 â L (S) òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè âií ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿ-
äi äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà íåñêií÷åííî-
ãî ïîðÿäêó ( 1 ), äå (cn)∞n=0 � äîâiëüíà ïîñëi-
äîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

ßêùî h1 + h2 = 0 , òî Th1 + Th2 =
∞∑

k=0

2α2kh
2k
1 D2k

α i äëÿ îïèñó êîìóòàíòà öüî-
ãî îïåðàòîðà äîâåäåìî ñïî÷àòêó äîïîìiæíå
òâåðäæåííÿ.

Ëåìà. Íåõàé (ak)
∞
k=1 � äîâiëüíà ôi-

êñîâàíà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë i
C = D2

α +
∞∑

k=1

akD
2k+2
α . Äëÿ òîãî, ùîá îïå-

ðàòîð T ∈ L (S) áóâ ïåðåñòàâíèì ç îïå-
ðàòîðîì C íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá T
áóâ ïåðåñòàâíèì ç D2

α .
Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé T ∈

L (S) i êîìóòó¹ ç îïåðàòîðîì C , òîáòî

TC = CT. (5)

Ïîäàìî îïåðàòîð C ó âèãëÿäi C =

D2
αa(Dα) , äå a(Dα) = E +

∞∑
k=1

akD
2k
α . Çà

ëåìîþ 1 [8] îïåðàòîð a(Dα) ¹ içîìîðôi-
çìîì ïðîñòîðó S. Ç ðiâíîñòi (5) âèïëèâà¹,
ùî TCn = CnT äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî
n , òîáòî

T [a(Dα)]nD2n
α = [a(Dα)]nD2n

α T.

Ïîäiÿâøè öi¹þ ðiâíiñòþ íà ìíîãî÷ëåíè
z2n−2 òà z2n−1 i ñêîðèñòàâøèñü òèì, ùî îïå-
ðàòîð [a(Dα)]n ¹ içîìîðôiçìîì ïðîñòîðó S,
îäåðæèìî, ùî

D2n
α

(
Tz2n−2

)
= 0 i D2n

α

(
Tz2n−1

)
= 0.

Òîìó ñòåïiíü êîæíîãî ç ìíîãî÷ëåíiâ Tz2n−2

i Tz2n−1 íå ïåðåâèùó¹ 2n− 1 . ×åðåç S2n−1

ïîçíà÷èìî ïiäïðîñòið ïðîñòîðó ìíîãî÷ëå-
íiâ, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä
ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ñòåïåíi ÿêèõ íå
ïåðåâèùóþòü 2n − 1 . Ç äîâåäåíîãî âèùå
âèïëèâà¹ ùî êîæåí ç ïiäïðîñòîðiâ S2n−1 ,
n = 1, 2, . . . , ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îïåðà-
òîðà T , à òàêîæ, î÷åâèäíî, i âiäíîñíî îïå-
ðàòîðà D2

α .
Äîâåäåìî äàëi, ùî äëÿ êîæíîãî íàòó-

ðàëüíîãî n i äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåíà P (z) ∈
S2n−1 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(TD2
αP )(z) = (D2

αTP )(z). (6)

Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè-
÷íî¨ iíäóêöi¨. Öå òâåðäæåííÿ ¹ ïðàâèëüíèì
äëÿ n = 1 , îñêiëüêè çà äîâåäåíèì âèùå
TS1 ⊂ S1 . Äîïóñòèìî, ùî ðiâíiñòü (6) ¹ ïðà-
âèëüíîþ äëÿ êîæíîãî ìíîãî÷ëåíà P (z) ç
ïiäïðîñòîðó S2n−1 i äîâåäåìî, ùî âîíà áó-
äå âèêîíóâàòèñÿ äëÿ äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëå-
íà P (z) ç ïiäïðîñòîðó S2n+1 . Íåõàé P (z) ∈
S2n+1 . Ïîäiÿâøè ðiâíiñòþ (5) íà P (z) , îäåð-
æèìî ùî

(
Ta(Dα)D2

αP
)
(z) =

(
a(Dα)D2

αTP
)
(z). (7)

Àëå Q(z) = D2
αP (z) ∈ S2n−1 , òîìó çà iíäó-

êòèâíèì äîïóùåííÿì TD2
αQ(z) = D2

αTQ(z)
i çíà÷èòü (Ta(Dα)Q) (z) = (a(Dα)TQ)(z) , áî
a(Dα) = E +

∞∑
k=1

akD
2k
α . Òàêèì ÷èíîì, ç ðiâ-

íîñòi (7) âèïëèâà¹, ùî (a(Dα)TD2
αP )(z) =

(a(Dα)D2
αTP )(z). Îñêiëüêè a(Dα) ¹ içîìîð-

ôiçìîì ïðîñòîðó S , òî ç îñòàííüî¨ ðiâíîñ-
òi îäåðæó¹ìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (6) âèêî-
íó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåíà P (z) ∈
S2n+1 .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðiâíiñòü (6) âèêîíó-
¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåíà P (z) ∈ S ,
i òîìó îïåðàòîð T ïåðåñòàâíèé ç D2

α â S.
Íåîáõiäíiñòü óìîâè ëåìè äîâåäåíî, à ¨¨ äî-
ñòàòíiñòü ¹ î÷åâèäíîþ.

Íàâåäåìî çîáðàæåííÿ êîìóòàíòà îïåðà-
òîðà D2

α â êëàñi îïåðàòîðiâ L (S) (äèâ.[7]).
×åðåç Jα ïîçíà÷àòèìåìî îïåðàòîð óçàãàëü-
íåíîãî iíòåãðóâàííÿ, ùî ïîðîäæåíèé ïî-
ñëiäîâíiñòþ (αn)∞n=0 i äi¹ íà ìíîãî÷ëåí
P (z) =

m∑
n=0

pnzn çà ïðàâèëîì: (JαP )(z) =
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m∑
n=0

αn+1

αn
pnz

n+1 . Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîð T ∈
L (S) áóâ ïåðåñòàâíèì ç îïåðàòîðîì D2

α â
S íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá T ïîäàâàâñÿ
ó âèãëÿäi

T =
∞∑

n=0

anD
n
α +

∞∑
n=0

bnD
n
αK + c(Jα + JαK),

(8)
äå (an)∞n=0 òà (bn)∞n=0 � äîâiëüíi ïîñëiäîâ-
íîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, c � äîâiëüíå êîì-
ïëåêñíå ÷èñëî, à îïåðàòîð K ∈ L(S) i äi¹ çà
ïðàâèëîì (KP )(z) = P (−z) . Âèêîðèñòîâó-
þ÷è öå òâåðäæåííÿ òà ëåìó îäåðæó¹ìî, ùî
ïðàâèëüíîþ ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Íåõàé h � ôiêñîâàíå íåíó-
ëüîâå êîìïëåêñíå ÷èñëî. Äëÿ òîãî ùîá îïå-
ðàòîð T ∈ L(S) áóâ ïåðåñòàâíèì ç îïå-
ðàòîðîì Th + T−h íåîáõiäíî i äîñòàòíüî
ùîá âií ïîäàâàâñÿ ó âèãëÿäi (8) , äå (an)∞n=0

òà (bn)∞n=0 � äîâiëüíi ïîñëiäîâíîñòi êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë, à c ∈ C .
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