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Âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ iíòåãðàëüíîãî ìíîãîâèäó áàãàòî÷àñòîòíî¨ íåëiíiéíî¨ êî-
ëèâíî¨ ñèñòåìè iç çàïiçíåííÿì, äîñëiäæåíî éîãî âëàñòèâîñòi.

We �nd the existence conditions of the integral manifold of multifrequency nonlinear oscil-
lating system with delays and investigated it's properties.

Ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ìíîãîâèäiâ ¹ äîñèòü
çðó÷íèì i ïîòóæíèì çàñîáîì ó òåîði¨ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, îñêiëüêè ïðè äîñëi-
äæåííi ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âè-
ñîêîãî ïîðÿäêó â áàãàòüîõ âèïàäêàõ äîöiëü-
íî iç âñi¹¨ ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ äîñëiäæó-
âàíî¨ ñèñòåìè âèäiëÿòè äåÿêi ¨¨ ïiäìíîæè-
íè (iíòåãðàëüíi ìíîãîâèäè), ÿêi âîëîäiþòü
ïåâíèìè âëàñòèâîñòÿìè i ìàþòü ðîçìiðíiñòü
íèæ÷å ïîðÿäêó âèõiäíî¨ ñèñòåìè. Öåé ìåòîä
áóëî ïîøèðåíî íà ðiçíi êëàñè äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü ó ðîáîòàõ [1 � 6].

Ó äàíié ñòàòòi ïîáóäîâàíî iíòåãðàëüíèé
ìíîãîâèä áàãàòî÷àñòîòíî¨ íåëiíiéíî¨ êîëèâ-
íî¨ ñèñòåìè iç çàïiçíåííÿì i äîñëiäæåíî äå-
ÿêi éîãî âëàñòèâîñòi.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà îñíîâíi ïðèïó-
ùåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî áàãàòî÷àñòîòíó íåëiíiéíó êî-
ëèâíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç
çàïiçíåííÿì âèãëÿäó

dx

dτ
=a(x,x∆,ϕ,ϕ∆,τ)+εA(x,x∆,ϕ,ϕ∆,τ,ε),

dϕ

dτ
=

ω(τ)

ε
+b(x,ϕ,τ,ε),

(1)

â ÿêié x = x(τ, ε) ∈ D ⊂ Rn , ϕ = ϕ(τ, ε) ∈
Rm , m ≥ 2 , τ ∈ R , ε ∈ (0, ε0] � ìà-
ëèé ïàðàìåòð, ∆ = const > 0 , x∆ =
x(τ −∆, ε) , ϕ∆ = ϕ(τ −∆, ε) , D � âiäêðè-
òà îáìåæåíà îáëàñòü. Äiéñíi âåêòîð-ôóíêöi¨
a,A, b íàëåæàòü ïåâíèì êëàñàì ãëàäêèõ i
2π -ïåðiîäè÷íèõ çà çìiííèìè ϕ, ϕ∆ ôóíêöié
íà ìíîæèíi G = D×D×Rm×Rm×R×(0, ε0] ,
ε0 = const .

Ïîáóäó¹ìî óñåðåäíåíó çà ϕ, ϕ∆ ñèñòåìó
ðiâíÿíü ïåðøîãî íàáëèæåííÿ äëÿ ïîâiëüíèõ
çìiííèõ

dx̄

dτ
= ā(x̄, x̄∆, τ), (2)

äå
ā(x̄, x̄∆, τ) =

= (2π)−2m

2π∫

0

. . .

2π∫

0

a(x̄, x̄∆, ϕ, ϕ∆, τ)dϕ1...dϕ∆m .

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x̄ = x̄(τ)
ñèñòåìè (2), ÿêèé âèçíà÷åíèé íà âñié ÷èñëî-
âié îñi i ëåæèòü â D ðàçîì iç äåÿêèì ñâî¨ì
ρ -îêîëîì.

Çîáðàçèìî ñèñòåìó (1) ó âèãëÿäi
dx

dτ
= ā(x, x∆, τ) + ã(x, x∆, ϕ, ϕ∆, τ)+

+εA(x, x∆, ϕ, ϕ∆, τ, ε),
dϕ

dτ
=

ω(τ)

ε
+ b(x, ϕ, τ, ε),

(3)

äå ã(x,x∆,ϕ,ϕ∆,τ)=a(x,x∆,ϕ,ϕ∆,τ)−ā(x,x∆,τ) .
Ââàæàòèìåìî äàëi, ùî
a∈C1

x,x∆,ϕ,ϕ∆,τ (G,σ1), b∈C1
x,ϕ,τ (G,σ1),

A∈C1
x,x∆,ϕ,ϕ∆,τ (G,σ1),∑

k

[
‖k‖ sup

G
‖ak‖+

(
sup

G

∥∥∥∥
∂ak

∂x

∥∥∥∥ +

+ sup
G

∥∥∥∥
∂ak

∂x∆

∥∥∥∥ + sup
G

∥∥∥∥
∂ak

∂τ

∥∥∥∥
)]

≤ σ1,

∑

l

[
‖l‖ sup

G
‖bl‖+

+

(
sup

G

∥∥∥∥
∂bl

∂x

∥∥∥∥ + sup
G

∥∥∥∥
∂bl

∂τ

∥∥∥∥
)]

≤ σ1,

(4)
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à n × 2n � ìàòðèöÿ ∂ā(z, τ)

∂z
, äå z =

(x, x∆) ∈ D2 , � ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà
D2 ×R .

Òóò σ1 � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà;
C1

x,x∆,ϕ,ϕ∆,τ (G, σ1) i C1
x,ϕ,τ (G, σ1) ïîçíà-

÷àþòü ìíîæèíè âåêòîð-ôóíêöié, ùî ïðè
êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ε ∈ (0, ε0] ¹ íå-
ïåðåðâíèìè, ìàþòü íåïåðåðâíi ÷àñòèííi
ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó ïî x, x∆, ϕ, ϕ∆, τ
i x, ϕ, τ âiäïîâiäíî, à òàêîæ îáìåæåíi â
G ñòàëîþ σ1 ðàçîì çi ñâî¨ìè ÷àñòèííè-
ìè ïîõiäíèìè ïî âiäïîâiäíèõ àðãóìåíòàõ;
ak = ak(x, x∆, τ) , bl = bl(x,τ,ε) � êîåôi-
öi¹íòè ðîçêëàäó ôóíêöié a(x, x∆, Φ, τ) i
b(x, ϕ, τ) ó ðÿäè Ôóð'¹

a(x, x∆, Φ, τ) =
∑
‖k‖≥0

ak(x, x∆, τ)ei(k,Φ),

b(x, ϕ, τ, ε) =
∑
‖l‖≥0

bl(x, τ, ε)ei(l,ϕ),

Φ = (ϕ, ϕ∆) , i �óÿâíà îäèíèöÿ; k =
(k(1), . . . , k(2m)) i l = (l(1), . . . , l(m)) � âåêòî-
ðè ç öiëî÷èñåëüíèìè êîîðäèíàòàìè; (k, Φ) i
(l, ϕ) � ñêàëÿðíèé äîáóòîê âiäïîâiäíèõ âåê-
òîðiâ; ‖k‖ = |k(1)| + . . . + |k(2m)| , ‖l‖ =
|l(1)|+. . .+|l(m)| , à ïiä íîðìîþ ìàòðèöi íàäà-
ëi ðîçóìiòèìåìî ñóìó ìîäóëiâ ¨¨ åëåìåíòiâ.

Íàêëàäåìî äåÿêi äîäàòêîâi îáìåæåííÿ íà
âåêòîð ÷àñòîò ω(τ) = (ω1(τ), ..., ωm(τ)) . Íå-
õàé ων(τ), ν = 1,m , à òàêîæ ¨õ ïîõiäíi

ω(µ)
ν (τ)=

dµ

dτµ
ων(τ), ν=1,m, µ=0, 2p− 1, p≥m,

ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíi íà âñié ÷èñëîâié îñi i
∥∥∥
(
V T

p (τ)Vp(τ)
)−1

V T
p (τ)

∥∥∥≤σ2<∞, τ∈R, (5)

äå Vp(τ) ïîçíà÷à¹ ìàòðèöþ
(
ω̃(µ−1)

ν (τ)
)2p,2m

µ,ν=1
,

V T
p (τ) � òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöÿ, ω̃(τ) =

(ω(τ), ω(τ −∆)) � 2m -âèìiðíèé âåêòîð.
Îáìåæåííÿ (5) äàþòü ìîæëèâiñòü äëÿ

îñöèëÿöiéíîãî iíòåãðàëà

Jη(t, t̄, s, ε)=

t+s∫

t

f(y) exp

{
i

ε

y∫

t̄

(η, ω̃(z))dz

}
dy

çàïèñàòè îöiíêó [4]

‖Jη(t, t̄, s, ε)‖ ≤ σ(1)εβ

[
max
[t,t+s]

‖f(y)‖+

+
1

‖η‖ max
[t,t+s]

∥∥∥∥
df(y)

dy

∥∥∥∥
]
,

(6)

äå η = (η(1), . . . , η(2m)) � âåêòîð ç öiëî-
÷èñåëüíèìè êîîðäèíàòàìè, η 6= 0 ; f(y)
� íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíà íà [t, t + L]
âåêòîð-ôóíêöiÿ; s ∈ [0, L], t ∈ R, t̄ ∈ R, ε ∈
(0, ε0] , σ(1) > 0 i ε0 > 0 � ñòàëi, íåçàëåæíi
âiä η, t, t̄, s, ε , àëå çàëåæíi âiä L , β = 1/2p .

Ïîêëàäåìî k = (l, 0) � 2m -âèìiðíèé âå-
êòîð, bk(x, τ, ε) = bl(x, τ, ε) . Òîäi

b(x, ϕ, τ, ε) =
∑
‖k‖≥0

bk(x, τ, ε)ei(k,Φ).

Ó çâ'ÿçêó ç öèì, îáìåæåííÿ (5) äà¹
ìîæëèâiñòü âñòàíîâèòè îöiíêó îñöèëÿöié-
íèõ iíòåãðàëiâ (6), ïîðîäæåíèõ ôóíêöi¹þ
b(x, ϕ, τ, ε) .

Íåõàé ñèñòåìà ó âàðiàöiÿõ
dz

dτ
= H(τ)z, (7)

ùî âiäïîâiäà¹ ðîçâ'ÿçêó x̄ = x̄(τ) ñèñòå-
ìè (2), äå H(τ) =

∂

∂x
ā(x̄(τ), x̄(τ − ∆), τ) ,

� ãiïåðáîëi÷íà [2]. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ
H(τ) ìà¹ áëî÷íî-äiàãîíàëüíó ñòðóêòóðó

H(τ) = diag(H+(τ), H−(τ))

i ñèñòåìà (7) ðîçïàäà¹òüñÿ íà äâi ñèñòåìè
dz+

dτ
= H+(τ)z+,

dz−
dτ

= H−(τ)z−, (8)

äå z = (z+, z−), z+ ∈ Rn0 , z− ∈ Rn−n0 , ïðè-
÷îìó ìàòðèöàíòè Q+(τ, t) i Q−(τ, t) âiäïî-
âiäíî ïåðøî¨ i äðóãî¨ ñèñòåì ó (8) çàäîâîëü-
íÿþòü íåðiâíîñòi

‖Q+(τ, t)‖ ≤ Keγ(τ−t), τ ≤ t,
‖Q−(τ, t)‖ ≤ Ke−γ(τ−t), τ ≥ t,

ç äåÿêèìè ñòàëèìè K ≥ 1 i γ > 0 .
ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç Q(τ, t) n � âèìið-

íó êâàäðàòíó ìàòðèöþ

Q(τ, t) =

{ −diag(Q+(τ, t), 0), τ < t,
diag(0, Q−(τ, t)), τ > t,
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òî
‖Q(τ, t)‖ ≤ Ke−γ|τ−t| (9)

äëÿ âñiõ τ ∈ R i t ∈ R .
Ïåðåòâîðèìî ðiâíÿííÿ (3) çà äîïîìîãîþ

çàìiíè y = x − x̄(τ) , y = (y+, y−) , y =
y(τ, ε) , y∆ = y(τ −∆, ε) äî âèãëÿäó

dy+

dτ
= H+(τ)y+ + F+(y, y∆, τ)+

+ã+(y + x̄(τ), y∆ + x̄(τ −∆), ϕ, ϕ∆, τ)+

+εA+(y + x̄(τ), y∆ + x̄(τ −∆), ϕ, ϕ∆, τ, ε),

dy−
dτ

= H−(τ)y− + F−(y, y∆, τ)+ (10)

+ã−(y + x̄(τ), y∆ + x̄(τ −∆), ϕ, ϕ∆, τ)+

+εA−(y + x̄(τ), y∆ + x̄(τ −∆), ϕ, ϕ∆, τ, ε),

dϕ

dτ
=

ω(τ)

ε
+ b(y + x̄(τ), ϕ, τ, ε),

äå (ã+, ã−) = ã , (F+, F−) = F , F ≡ F1 +
∂ā(x̄, x̄∆, τ)

∂x̄∆

y∆ , F1 ≡ ā(y + x̄, y∆ + x̄∆, τ) −

ā(x̄, x̄∆, τ)− ∂ā(x̄, x̄∆, τ)

∂x̄
y− ∂ā(x̄, x̄∆, τ)

∂x̄∆

y∆ =

1∫

0

[∂ā(z + sh, τ)

∂z
+

∂ā(z, τ)

∂z

]
ds · h , z ≡

(x̄, x̄∆) , h ≡ (y, y∆) .
Äëÿ ïîáóäîâè iíòåãðàëüíîãî ìíîãîâèäó

y = Y (ψ, τ, ε) ñèñòåìè (3) çàñòîñó¹ìî iòå-
ðàöiéíèé ìåòîä. Éîãî ñóòü ïîëÿãà¹ â òî-
ìó, ùî Y (ψ, τ, ε) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ãðàíèöÿ
ïîñëiäîâíîñòi {Yj(ψ, τ, ε)}∞j=0 , ó ÿêié y =
Yj(ψ, τ, ε) � iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä ñèñòåìè
ðiâíÿíü

dy

dτ
= H(τ)y + F (Yj−1, Y

∆
j−1, τ)+

+ã(Xj−1, X
∆
j−1, ϕ, ϕ∆, τ)+

+εA(Xj−1, X
∆
j−1, ϕ, ϕ∆, τ, ε),

dϕ

dτ
=

ω(τ)

ε
+ b(Xj−1, ϕ, τ, ε),

(11)

äå Y0 ≡ 0, Yj−1 = Yj−1(ϕ, τ, ε), Y ∆
j−1 =

Yj−1(ϕ(τ−∆, ε), τ−∆, ε) , Xj−1 = x̄(τ)+Yj−1 ,
X∆

j−1 = x̄(τ −∆) + Y ∆
j−1 .

Çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi Q(τ, t) iíòåãðàëü-
íèé ìíîãîâèä ñèñòåìè (11) ìîæíà çîáðàçèòè
ó âèãëÿäi

Yj(ψ, τ, ε)=

∞∫

−∞

Q(τ, t)(F (Yj−1, Y
∆
j−1, t)+

+ã(Xj−1, X
∆
j−1, ϕ, ϕ∆, t)+

+εA(Xj−1, X
∆
j−1, ϕ, ϕ∆, t, ε))dt,

(12)

äå ϕ = ϕt
τ,j−1(ψ, ε) , à ϕ = ϕτ

t,j−1(ψ, ε) �
ðîçâ'ÿçîê äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (11),
ÿêèé ïðè τ = t íàáóâà¹ çíà÷åííÿ ψ .

Íàâåäåìî äàëi îñíîâíi âëàñòèâîñòi ôóí-
êöié Yj(ψ, τ, ε), j ≥ 0 .

Ëåìà 1. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (4),
(5) i ϕ = ϕt

τ (ψ, ε) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi

dϕ

dt
=

ω(t)

ε
+b(x̄(t)+Y (ϕ, t, ε), ϕ, t, ε),

ϕ|t=τ = ψ, ψ ∈ Rm,

äå Y (ϕ, t, ε) � íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíà
ïî (ϕ, t) ∈ Rm × R ïðè êîæíîìó ôiêñîâà-
íîìó ε ∈ (0, ε0] , ïðè÷îìó

∥∥∥∂Y

∂t
+

∂Y

∂ϕ

ω(t)

ε

∥∥∥≤d̄1,
∥∥∥∂Y

∂ϕ

∥∥∥≤d2ε
β,

(ϕ, t, ε) ∈ Rm ×R× (0, ε0] ≡ G1,

d̄1, d2 � äåÿêi ñòàëi, òî iñíó¹ òàêà íåçàëå-
æíà âiä ε ñòàëà c1 , ùî ïðè äîñèòü ìàëî-
ìó ε0 > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∥∥∥ ∂

∂ψ
(ϕt

τ(ψ,ε)−ψ)
∥∥∥≤c1(1+d2)ε

βe
γ
2
|t−τ | (13)

äëÿ âñiõ (ψ, t, ε) ∈ G1, τ ∈ R .
Ëåìà 2.Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè

1. Òîäi ìîæíà âêàçàòè òàêi íåçàëåæíi âiä
ε ñòàëi c3 i c4 , ùî äëÿ âñiõ (ψ, τ, ε) ∈ G1 i
t ∈ R ñïðàâåäëèâà îöiíêà
∥∥∥ ∂

∂τ
ϕt

τ(ψ,ε)
∥∥∥≤c3

(
1+

‖ω(τ)‖
ε

)
ec4εβ |t−τ |. (14)

Ëåìà 3. Íåõàé
1) âèêîíóþòüñÿ óìîâè (4) i (5);
2) ôóíêöi¨ Y1(ϕ, τ, ε) i Y2(ϕ, τ, ε)

íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíi ïî (ϕ, τ) ∈
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Rm × R ïðè êîæíîìó ε ∈ (0, ε0] , 2π -
ïåðiîäè÷íi ïî ϕν , ν = 1,m , i çàäîâîëüíÿþòü
íåðiâíîñòi

‖Ys‖ ≤ d1ε
β,

∥∥∥∂Ys

∂ϕ

∥∥∥ ≤ d2ε
β,

∥∥∥∂Ys

∂τ
+

∂Ys

∂ϕ

ω(τ)

ε

∥∥∥ ≤ d̄1, (ϕ, τ, ε) ∈ G1, s = 1, 2.

Òîäi iñíóþòü òàêi ñòàëi c5 i c6 , ùî äëÿ
âñiõ (ψ, τ, ε) ∈ G1 i t ∈ R ñïðàâåäëèâà íå-
ðiâíiñòü

‖ϕt
τ,1(ψ, ε)−ϕt

τ,2(ψ, ε)‖≤ c5e
c6εβ |t−τ |×

×(
1+|t−τ |)sup

G1

‖Y1(ψ,τ, ε)−Y2(ψ, τ,ε)‖, (15)

äå G1 = {(x, τ) : ϕ ∈ Rm, τ ∈ R} , ϕt
τ,s(ψ, ε)

� ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi
d

dt
ϕt

τ,s(ψ, ε) =
ω(t)

ε
+

+b
(
x̄(t)+Ys(ϕ

t
τ,s(ψ,ε), t,ε), ϕt

τ,s(ψ,ε), t,ε
)
,

ϕτ
τ,s(ψ, ε) = ψ.

Äîâåäåííÿ ëåì 1-3 ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷-
íî ÿê i â [4].

Iñíóâàííÿ iíòåãðàëüíîãî ìíîãîâèäó
òà éîãî âëàñòèâîñòi.

Ïðèïóñòèìî íàäàëi, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìî-
âà

2K

γ

(
sup
τ∈R

∥∥∥∂ā(x̄, x̄∆, τ)

∂x̄∆

∥∥∥+

+ sup
G

∥∥∥∂ã(x̄, x̄∆, ϕ, ϕ∆, τ)

∂x̄

∥∥∥+

+ sup
G

∥∥∥∂ã(x̄, x̄∆, ϕ, ϕ∆, τ)

∂x̄∆

∥∥∥
)
≡σ0<1,

(16)

äå x̄ = x̄(τ), x̄∆ = x̄(τ −∆) .
Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè

(4), (5), (9), (16). Òîäi iñíó¹ äîñèòü ìà-
ëå ÷èñëî ε0 > 0 òàêå, ùî ôóíêöi¨ Yj =
Yj(ψ, τ, ε), j = 0,∞ , ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ðiâ-
íiñòþ (12), 2π �ïåðiîäè÷íi ïî ψν , ν = 1,m ,
íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíi ïî (ψ, τ) ∈ Rm×
R ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ε ∈ (0, ε0] i
äëÿ âñiõ (ψ, τ, ε) ∈ G1 ñïðàâåäëèâi íåðiâíî-
ñòi

‖Yj‖ ≤ d1ε
β,

∥∥∥∥
∂Yj

∂ψ

∥∥∥∥ ≤ d2ε
β, j ≥ 0,

äå d1, d2 � ñòàëi, íåçàëåæíi âiä ε, j .
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

{Yj(ψ, τ, ε)}∞j=0 i ïîêàæåìî, ùî âîíà îáìåæå-
íà äëÿ (ψ, τ, ε) ∈ G1 .

Îñêiëüêè ∂ā(z, τ)

∂z
ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà

íà ìíîæèíi D2×R , òî äëÿ äîâiëüíîãî µ1 >
0 iñíó¹ òàêå δ1(µ1) > 0 , ùî

‖F1(Yj, Y
∆
j , τ)‖ ≤ µ1(‖Yj‖+ ‖Y ∆

j ‖),∥∥∥ ∂

∂z
F1(Yj, Y

∆
j , τ)

∥∥∥ ≤ µ1

(17)

äëÿ âñiõ τ ∈ R i ‖Yj‖+ ‖Y ∆
j ‖ < δ1 .

Iç çîáðàæåííÿ (12) îäåðæèìî, ùî

‖Yj(ψ, τ, ε)‖ ≤ (σ0+

+
4

γ
Kµ1) sup

G1

‖Yj−1(ψ, τ, ε)‖+
2K

γ
σ1ε+

+
∑

‖k‖6=0

∞∑
s=−∞

∥∥∥
τ+s+1∫

τ+s

Q(τ, t)ak(Xj−1, X
∆
j−1, t)×

×ei(k,θt
τ,j−1)ei(k,θ̃)exp

{i

ε

t∫

τ

(k, ω̃(r))dr
}

dt
∥∥∥, (18)

äå k � öiëî÷èñåëüíèé 2m -âèìiðíèé âåêòîð,
θt

τ,j−1 = Φt
τ,j−1 − 1

ε

t∫
τ

ω̃(r)dr − θ̃ , Φt
τ,j−1 =

(ϕt
τ,j−1, ϕ

t−∆
τ,j−1) , θ̃ =

(
0; 1

ε

τ+∆∫
τ

ω(r −∆)dr
)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó îñöèëÿöiéíîãî
iíòåãðàëà (6), îñòàííié äîäàíîê ó íåðiâíîñòi
(18) îöiíèìî çâåðõó âåëè÷èíîþ

σ(1)Kσ1(1 + σ1)ε
β

∞∑
s=−∞

max
[τ+s,τ+s+1]

e−γ|t−τ |.

Òîäi, âðàõîâóþ÷è îöiíêó (17) òà ðiâíiñòü
∞∑

s=−∞
max

[τ+s,τ+s+1]
e−γ|t−τ | =

2

1− e−γ
,

îäåðæèìî íåðiâíiñòü

sup
G1

‖Yj‖≤(σ0+
4

γ
Kµ1) sup

G1

‖Yj−1‖+σ3ε
β,
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äå σ3 =
2

γ
Kσ1 + 2Kσ(1)σ1(1 + σ1)

1

1− e−γ
, ç

ÿêî¨ âèïëèâà¹ îöiíêà
sup
G1

‖Yj‖ ≤ d1ε
β, j ≥ 0, ε ∈ (0, ε0], (19)

çi ñòàëîþ d1 = σ3(1 − σ0 − 4
γ
Kµ1)

−1 , ε0 ≤(
δ1
d1

)1/β , µ1 = µ
(1)
1 = γ(1− σ0)(8K)−1 .

Íàêëàäåìî òàêîæ óìîâó 2d1ε
β
0 ≤ ρ . Ïðè

¨¨ âèêîíàííi Xj(ψ, τ, ε) = x̄(τ) + Yj(ψ, τ, ε)
ëåæèòü â 1

2
ρ -îêîëi êðèâî¨ x̄ = x̄(τ) äëÿ âñiõ

(ψ, τ, ε) ∈ G1 .
Ïðèïóñòèìî äàëi, ùî îïåðàöi¨ äèôåðåí-

öiþâàííÿ òà iíòåãðóâàííÿ â ïðàâié ÷àñòèíi
(12) ìîæíà ïîìiíÿòè ìiñöÿìè. Ïðàâèëüíiñòü
öi¹¨ îïåðàöi¨ âñòàíîâèìî ïiçíiøå.

Òîäi, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (9), îäåðæè-
ìî

∂Yj(ψ,τ,ε)

∂τ
+

∂Yj(ψ,τ,ε)

∂ψ

(
ω(τ)

ε
+ b̃(ψ,τ,ε)

)
=

= H(t)Yj(ψ,τ,ε)+

+F2(Yj−1(ψ,τ,ε),Yj−1(ϕ
τ−∆
τ,j−1,τ−∆,ε),ψ,ϕτ−∆

τ,j−1,τ,ε)+

+

∞∫

−∞

∂B

∂ϕ

[
∂ϕt

τ,j

∂τ
+

∂ϕt
τ,j

∂ψ

(
ω(τ)

ε
+ b̃(ψ, τ, ε)

)]
dt+

+

∞∫

−∞

∂B

∂ϕ

[
∂ϕt−∆

τ,j

∂τ
+

∂ϕt−∆
τ,j

∂ψ

(
ω(τ)

ε
+b̃(ψ, τ, ε)

)]
dt,

äå F2(y, y∆, ϕ, ϕ∆, τ) = F (y, y∆, τ) +
ã(x̄(τ) + y, x̄(τ − ∆) + y∆, ϕ, ϕ∆, τ) +
εA(x̄(τ) + y, x̄(τ − ∆) + y∆, ϕ, ϕ∆, τ, ε),

ϕt
τ,i = ϕt

τ,i(ψ, ε), i = {j − 1, j} , b̃(ψ, τ, ε) =
b(x̄(τ) + Yj−1(ψ, τ, ε), ψ, τ, ε), B � ïiäiíòå-
ãðàëüíà ôóíêöiÿ iíòåãðàëà ó ïðàâié ÷àñòèíi
(12).

Àíàëîãi÷íî, ÿê i â [4, ñ.392] âñòàíîâëþ¹-
ìî, ùî

∂ϕt
τ,j

∂τ
+

∂ϕt
τ,j

∂ψ

(
ω(τ)

ε
+ b̃(ψ, τ, ε)

)
≡ 0,

t ∈ R, (ψ, τ, ε) ∈ G1 .
Îòæå, äëÿ (ψ, τ, ε) ∈ G1 âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-

íiñòü
∂Yj(ψ,τ,ε)

∂τ
+

∂Yj(ψ,τ,ε)

∂ψ

(
ω(τ)

ε
+ b̃(ψ,τ,ε)

)
=

= H(t)Yj(ψ,τ,ε)+ (20)
+F2(Yj−1(ψ,τ,ε),Yj−1(ϕ

τ−∆
τ,j−1,τ−∆,ε),ψ,ϕτ−∆

τ,j−1,τ,ε).

Äàëi ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü{
∂

∂ψ
Yj(ψ, τ, ε)

}∞

j=0

òàêîæ ðiâíîìiðíî îáìå-

æåíà â G1 âåëè÷èíîþ d2ε
β , äå d2 � ñòàëà,

ÿêà íå çàëåæèòü âiä ε i j ≥ 0 .
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ak(x, x∆, τ, ε) ïðÿìî-

êóòíó (2m× n) ìàòðèöþ

Ak(x, x∆, τ) ≡
(
a

(µ)
k (x, x∆, τ)k(ν)i

)n,2m

µ,ν=1
,

ak(x,x∆, τ)=
(
a

(1)
k (x,x∆, τ), . . . , a

(n)
k (x,x∆, τ)

)
,

k = (k(1), k(2), . . . , k(2m)).

Î÷åâèäíî, ùî
∂

∂Φ
a(x, x∆, Φ, τ) =

∑

‖k‖>0

Ak(x, x∆, τ)ei(k,Φ),

à äëÿ Ak ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi

‖Ak‖ ≤ ‖ak‖‖k‖,
∥∥∂Ak

∂τ

∥∥ ≤
∥∥∂ak

∂τ

∥∥‖k‖,
∥∥∂Ak

∂x

∥∥≤n
∥∥∂ak

∂x

∥∥‖k‖,
∥∥∂Ak

∂x∆

∥∥≤n
∥∥ ∂ak

∂x∆

∥∥‖k‖.

Ðîçãëÿíåìî (12) ïðè j = 1 . Âðàõîâóþ÷è,
ùî Y0 ≡ 0 , äiñòàíåìî íåðiâíiñòü

∥∥∥ ∂

∂ψ
Y1(ψ, τ, ε)

∥∥∥ ≤

≤2σ1εK

∞∫

−∞

e−γ|t−τ |
(
2m+

∥∥∥ ∂

∂Ψ

(
Φt

τ,0−Ψ
)∥∥∥

)
dt+

+
∑

‖k‖6=0

∞∑
s=−∞

∥∥∥
τ+s+1∫

τ+s

Q(τ, t)Ak(X0, X
∆
0 , t)×

×
(
E +

∂

∂Ψ

(
Φt

τ,0 −Ψ
))

exp{i(k, θt
τ,1)}×

× exp
{ i

ε

t∫

τ

(k, ω̃(r))dr
}

dt
∥∥∥, (21)

äå Ψ = (ψ, ψ) .
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Ðîçãëÿíåìî îñòàííié äîäàíîê ó íåðiâíîñòi
(21) i, âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó [4, c.184]

max
[τ+s,τ+s+1]

∥∥∥dzl
τ,j

dl

∥∥∥ ≤ σ1(nd2ε
β + m)×

×(m + max
[τ+s,τ+s+1]

‖zl
τ,j‖),

äå zl
τ,j =

∂

∂ψ

(
ϕl

τ,j − ψ
)
, òà îöiíêó (13) ïðè

óìîâàõ
∥∥∥∂Y0

∂τ
+

∂Y0

∂ψ

ω(τ)

ε

∥∥∥ ≡ 0 < d̄1,

σ4 = max
{
1, 4/γ

}
,

îöiíèìî éîãî âåëè÷èíîþ σ5ε
β , â ÿêié σ5 =

2Kσ(1)σ1(1+σ1(4+d2)+(2σ1 + d̄1)n)
(

m
1−e−γ +

2σ4

1−e−γ/2

)
.

Òîäi ç (21) îäåðæèìî
∥∥∥ ∂

∂ψ
Y1(ψ, τ, ε)

∥∥∥ ≤ 8

γ
σ1K(1+2σ4c1)ε+σ5ε

β <

< d2ε
β, (ψ, τ, ε) ∈ G1.

Íåõàé τ ∈ [−T, T ], N > T . Òîäi

∥∥∥
∞∫

N

Q(τ, t)
(
F (Y0, Y

∆
0 , t)+

+ã(X0, X
∆
0 , ϕ, ϕ∆, t)+

+εA(X0, X
∆
0 , ϕ, ϕ∆, t, ε)

)
dt

∥∥∥ ≤

≤K

γ
e−γ(N−T )(2n2σ1d

2
1ε

2β
0 +σ0d1ε

β
0 +2σ1+ε0σ1),

∥∥∥
∞∫

N

∂

∂ψ

[
Q(τ, t)

(
F (Y0, Y

∆
0 , t)+

+ã(X0, X
∆
0 , ϕ, ϕ∆, t)+

+εA(X0, X
∆
0 , ϕ, ϕ∆, t, ε)

)]
dt

∥∥∥ ≤

≤ 2K

γ2
e−γ(N−T )((4σ1n

2d1ε
β
0 + σ0 + 4σ1)d2ε

β
0+

+2σ1 + 4σ1d2ε
β+1
0 + 4σ1ε0)(2m + 2σ4),

Àíàëîãi÷íi íåðiâíîñòi ñïðàâäæóþòüñÿ,
ÿêùî ïðîìiæîê iíòåãðóâàííÿ [N,∞) çàìi-
íèòè íà (−∞,−N ] . Ç îñòàííiõ íåðiâíîñòåé
îäåðæó¹ìî, ùî iíòåãðàë ó (12) ïðè j = 1
òà iíòåãðàë, ùî îäåðæó¹òüñÿ ç (12) øëÿõîì
äèôåðåíöiþâàííÿ ïî ψ ïiä çíàêîì iíòåãðà-
ëà ðiâíîìiðíî çáiæíi íà ìíîæèíi (ψ, τ, ε) ∈
Rm× [−T, T ]× (0, ε0] . Òîìó íà ïiäñòàâi ãëàä-
êîñòi ïðàâî¨ ÷àñòèíè (1) i äîâiëüíîñòi âèáðà-
íîãî T > 0 âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié
Y1(ψ, τ, ε) i ∂

∂ψ
Y1(ψ, τ, ε) ïî (ψ, τ) ∈ Rm×R

ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ε ∈ (0, ε0] .
Âèêîðèñòà¹ìî äàëi íåðiâíiñòü (9) òà îöií-

êó (14) ëåìè 2. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâà-
íîãî ε ∈ (0, ε0]

∥∥∥
∞∫

N

∂

∂τ

[
Q(τ, t)

(
F (Y0, Y

∆
0 , t)+

+ã(X0, X
∆
0 , ϕ, ϕ∆, t)+

+εA(X0, X
∆
0 , ϕ, ϕ∆, t, ε)

)]
dt

∥∥∥ ≤

≤ K

γ
e−γ(N−T )

[
(4n2σ1d1ε

β
0 + σ0+

+8σ1(d1ε
β
0 +1))c3(1+σ1ε

−1
0 )e

γ
2
(N−T )

]
+σ1d1ε

β

ïðè ε0 ≤
(

γ

2c8

)1/β

.
Àíàëîãi÷íà íåðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà i äëÿ

iíòåãðàëà ïî ïðîìiæêó (−∞,−N ] . Ç îäåð-
æàíèõ îöiíîê ìà¹ìî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü
iíòåãðàëà, ÿêèé îäåðæó¹òüñÿ ç ðiâíîñòi (12)
øëÿõîì äèôåðåíöiþâàííÿ ïî τ , íà ìíîæèíi
(ψ, τ, ε) ∈ Rm × [−T, T ] × [ε0, ε0] , äå T > 0
i ε0 ∈ (0, ε0] � äîâiëüíi ñòàëi. Îñêiëüêè T
i ε0 � äîâiëüíi i ïðàâi ÷àñòèíè (1) ãëàä-
êi ôóíêöi¨, òî ∂Y1(ψ, τ, ε)

∂τ
íåïåðåðâíà ïî

(ψ, τ) ∈ Rm × R ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó
ε ∈ (0, ε0] . Ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü âiäïîâiäíèõ
iíòåãðàëiâ äîçâîëÿ¹ ìiíÿòè ìiñöÿìè îïåðàöi¨
äèôåðåíöiþâàííÿ òà iíòåãðóâàííÿ ïî ψ i τ .

Òîìó ôóíêöiÿ Y1(ψ, τ, ε) çàäîâîëüíÿ¹
ðiâíiñòü (20) äëÿ (ψ, τ, ε) ∈ G1 òà íåðiâíiñòü

∥∥∥∂Y1

∂τ
+

∂Y1

∂ψ

ω(τ)

ε

∥∥∥ ≤ d̄1.
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Ïðèïóñòèìî äàëi, ùî äëÿ âñiõ j =
2, l − 1, l > 2 , ôóíêöi¨ Yj = Yj(ψ, τ, ε)
íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíi ïî (ψ, τ) ∈
Rm × R ïðè êîæíîìó ε ∈ (0, ε0] , çàäîâîëü-
íÿþòü (20) òà íåðiâíîñòi

∥∥∥∂Yj

∂ψ

∥∥∥≤d2ε
β,

∥∥∥∂Yj

∂τ
+

∂Yj

∂ψ

ω(τ)

ε

∥∥∥≤d̄1,

(ψ, τ, ε) ∈ G1.
(22)

Äîâåäåìî äàëi, ùî Yl(ψ, τ, ε) òàêîæ
íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíà ïî ψ, τ ïðè
êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ε i ñïðàâäæó¹ (20) òà
(22) ïðè j = l .

Âðàõîâóþ÷è îöiíêó (19), ç ðiâíîñòi (12)
îòðèìà¹ìî îöiíêó

sup
G1

∥∥∥ ∂

∂ψ
Yl(ψ, τ, ε)

∥∥∥≤
(8

γ
µ1K + σ0 + σ6ε

β+

+2σ0σ4c1(1+d2)ε
β
)
sup
G1

∥∥∥ ∂

∂ψ
Yl−1(ψ,τ,ε)

∥∥∥+σ7ε
β,

â ÿêié σ6 = 8
γ
Kσ1+

16
γ
µ1σ1σ4c1K+16

γ
Kσ1σ4c1 ,

σ7 = σ5 + 8
γ
Kσ1(1 + 2σ4) , ε0 ≤ (1 + d2)

−p .
Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ìà¹ìî

sup
G1

∥∥∥ ∂

∂ψ
Yl(ψ, τ, ε)

∥∥∥ ≤

≤1+σ0

2
sup
G1

∥∥∥ ∂

∂ψ
Yl−1(ψ, τ, ε)

∥∥∥ + σ7ε
β

(23)

ïðè ε0 ≤ (
(1 − σ0)(16(2σ0σ4c1(1 + d2) +

σ6))
−1

)1/β , µ1 = min
{
µ

(1)
1 , γ(1−σ0)

32K

}
.

Îñêiëüêè 1 + σ0

2
< 1 çà óìîâîþ (16), òî

íåðiâíiñòü (23) âåäå äî îöiíêè

sup
G1

∥∥∥ ∂

∂ψ
Yl(ψ, τ, ε)

∥∥∥ ≤ 2σ7

1− σ0

εβ ≡ d2ε
β,

l ≥ 0, (ψ, τ, ε) ∈ G1.

ßê i ó âèïàäêó j = 1 ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî
i ïðè j = l ôóíêöiÿ Yl(ψ, τ, ε) íåïåðåðâíî-
äèôåðåíöiéîâíà ïî ψ, τ ïðè êîæíîìó ôiêñî-
âàíîìó ε íà ìíîæèíi Rm× [−T, T ]× [ε0, ε0]
i çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü (20) íà öié ìíîæè-
íi. Â ñèëó äîâiëüíîñòi T i ε0 îäåðæèìî (20)
äëÿ (ψ, τ, ε) ∈ G1 i ïðàâèëüíiñòü íåðiâíîñòi

∥∥∥∂Yl

∂τ
+

∂Yl

∂ψ

ω(τ)

ε

∥∥∥ ≤ d1

çi ñòàëîþ d̄1 = σ1(1 + 2d1 + d2) + 2µ1d1 .
Çãiäíî ç ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäó-

êöi¨ Yj(ψ, τ, ε), j = 0,∞ , íåïåðåðâíî-
äèôåðåíöiéîâíi ïî (ψ, τ) ∈ Rm×R ïðè êîæ-
íîìó ε ∈ (0, ε0] i çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü
∥∥∥ ∂

∂ψ
Yj(ψ, τ, ε)

∥∥∥ ≤ d2ε
β, (ψ, τ, ε) ∈ G1, j ≥ 0.

Ïåðiîäè÷íiñòü ôóíêöié Yj(ψ, τ, ε), j =
0,∞ ïî ψν , ν = 1,m , âñòàíîâëþ¹ìî àíàëî-
ãi÷íî ÿê i â [4, �18].

Òåîðåìà 2. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè
òåîðåìè 1, òî ïðè äîñèòü ìàëîìó ε0 > 0
ñïðàâåäëèâi òâåðäæåííÿ:

1) iñíó¹ iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä x =
X(ψ, τ, ε) ñèñòåìè (1), ÿêèé ëåæèòü â
d1ε

β -îêîëi êðèâî¨ x = x̄(τ) äëÿ âñiõ
(ψ, τ, ε) ∈ G1 ;

2) ôóíêöiÿ X(ψ, τ, ε) � 2π -ïåðiîäè÷íà çà
ψν , ν = 1,m , íåïåðåðâíà ïî ψ, τ ïðè êîæ-
íîìó ôiêñîâàíîìó ε ∈ (0, ε0] , çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó Ëiïøèöÿ ïî ψ
∥∥∥X(ψ,τ,ε)−X(ψ̄, τ, ε)

∥∥∥≤ d2ε
β‖ψ−ψ̄‖, ψ̄ ∈ Rm

äëÿ âñiõ (ψ, τ, ε) ∈ G1 ;
3) íà iíòåãðàëüíîìó ìíîãîâèäi ñèñòåìà

(1) íàáóâà¹ âèãëÿäó
dϕ

dτ
=

ω(τ)

ε
+ b(X(ϕ, τ, ε), ϕ, τ, ε).

Äîâåäåííÿ.
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

{Yj(ψ, τ, ε)}∞j=0 i ïîêàæåìî, ùî âîíà ðiâíî-
ìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà ìíîæèíi G1 äî äåÿêî¨
ôóíêöi¨ Y (ψ, τ, ε) . Äëÿ öüîãî îöiíèìî
íîðìó ðiçíèöi ‖Yj+1 − Yj‖ .

Âðàõîâóþ÷è çîáðàæåííÿ (12) äëÿ
Yj(ψ, τ, ε) , äiñòàíåìî

Yj+1(ψ,τ,ε)− Yj(ψ,τ,ε)=

∞∫

−∞

Q(τ, t)
(
[Fj − Fj−1]+

+[ãj − ãj−1] + ε[Aj − Aj−1]
)
dt, (24)

äå

Fl=F
(
Yl(ϕ

t
τ,l(ψ,ε), t,ε),Yl(ϕ

t−∆
τ,l (ψ,ε), t−∆,ε), t

)
,
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ãl=ã
(
χl,Φ

t
τ,l, t,ε

)
, Al=A

(
χl,Φ

t
τ,l, t,ε

)
,

χl=(Xl(ϕ
t
τ,l(ψ,ε), t,ε),Xl(ϕ

t−∆
τ,l (ψ,ε), t−∆,ε)

)
,

Φt
τ,l=

(
ϕt

τ,l(ψ, ε), ϕt−∆
τ,l (ψ, ε)

)
, l = {j − 1, j}.

Ç íåðiâíîñòi (15) ëåìè 3 îäåðæèìî îöiíêó

‖ϕt
τ,j(ψ, ε)− ϕt

τ,j−1(ψ, ε)‖ ≤

≤σ8e
γ
2
|t−τ | sup

G1

‖Yj(ψ,τ,ε)−Yj−1(ψ,τ,ε)‖ (25)

ïðè óìîâi c5e
γ
4
|t−τ |(1 + |t − τ |) ≤ σ8e

γ
2
|t−τ | ,

c6ε
β ≤ γ

4
, σ8 = c5 max

{
1; 4

γ

}
.

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (25), îò-
ðèìà¹ìî

‖Yj(ϕ
t
τ,j(ψ, ε), t, ε)− Yj−1(ϕ

t
τ,j−1(ψ, ε), t, ε)‖ ≤

≤
(
1 + σ8d2ε

βe
γ
2
|t−τ |

)
×

× sup
G1

‖Yj(ψ, τ, ε)− Yj−1(ψ, τ, ε)‖. (26)

Îöiíèìî äîäàíêè ïiä çíàêîì iíòåãðàëà â
ðiâíîñòi (24). Ìà¹ìî

‖Fj − Fj−1‖ ≤
(
4σ1d1ε

β+

+ sup
t

∥∥∥∂ā(x̄(t), x̄(t−∆), t)

∂x∆

∥∥∥
)
‖Yj − Yj−1‖,

‖ãj− ãj−1‖ ≤
[
ãj(χ̄, Φt

τ,j, t)− ãj(χ̄, Φt
τ,j−1, t)

]
+

+2 sup
∥∥∥ ∂

∂χ̄
ã
(
χ̄, Φt

τ,j, t
)∥∥∥‖Yj − Yj−1‖+

+4σ1d1ε
β
(‖ϕt

τ,j − ϕt
τ,j−1‖+

+‖Yj − Yj−1‖
)

+ 2σ1d1ε
β‖Yj − Yj−1‖,

‖Aj − Aj−1‖ ≤ 2
(
σ8e

γ
2
|t−τ | + σ1

)‖Yj − Yj−1‖,
äå χ̄ = (x̄(τ), x̄(τ −∆)) .

Äàëi, âðàõîâóþ÷è îäåðæàíi îöiíêè, îäåð-
æèìî

sup
G1

‖Yj+1(ψ, τ, ε)−Yj(ψ, τ, ε)‖ ≤ (σ0 +σ9ε
β)×

× sup
G1

‖Yj(ψ, τ, ε)− Yj−1(ψ, τ, ε)‖+

+
∑

‖k‖6=0

∞∑
s=−∞

∥∥∥
τ+s+1∫

τ+s

Q(τ, t)ak(χ̄, t)
(
ei(k,θt

τ,j) −

−ei(k,θt
τ,j−1)

)
ei(k,θ̃)exp

{i

ε

t∫

τ

(k, ω̃(r))dr
}

dt
∥∥∥,

(27)
äå σ9 = 4K

γ
(5σ1d1 + σ0σ8d2 + 10σ1d1σ8d2 +

4σ1σ8d1 + 2σ1 + 4σ8) .
Äëÿ îöiíêè îñòàííüîãî äîäàíêà íåðiâíî-

ñòi (27) ñêîðèñòà¹ìîñü îöiíêàìè
∣∣∣ei(k,θt

τ,j) − ei(k,θt
τ,j−1)

∣∣∣ ≤ 2‖k‖‖ϕt
τ,j − ϕt

τ,j−1‖,
∣∣∣ei(k,θt

τ,j)
(
k,

dθt
τ,j

dt

)
− ei(k,θt

τ,j−1)
(
k,

dθt
τ,j−1

dt

)∣∣∣ ≤

≤ 2‖k‖2‖ϕt
τ,j − ϕt

τ,j−1‖+

+ 2σ1(‖Yj − Yj−1‖+ ‖ϕt
τ,j − ϕt

τ,j−1‖)‖k‖,
íåðiâíîñòÿìè (6), (25), (26) òà óìîâàìè (4).
Òîäi, ïîçíà÷èâøè éîãî ÷åðåç I , îäåðæèìî

‖I‖≤σ10ε
β sup

G1

∥∥Yj(ψ,τ,ε)−Yj−1(ψ,τ,ε)
∥∥ (28)

çi ñòàëîþ σ10 = 16(1 + σ1)Kσ(1)((1 + σ1 +
d2)(1− e−γ/2)−1 + (1− e−γ)−1) .

Îá'¹äíà¹ìî (27) i (28)

sup
G1

∥∥Yj+1(ψ, τ, ε)− Yj(ψ, τ, ε)
∥∥ ≤

≤ 1 + σ0

2
sup
G1

∥∥Yj(ψ, τ, ε)− Yj−1(ψ, τ, ε)
∥∥,

ïðè÷îìó ε0 ≤
( 1− σ0

2(σ9 + σ10)

)1/β

.

Îñêiëüêè 1 + σ0

2
< 1 , òî çà

îçíàêîþ Äàëàìáåðà ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑

j=0

sup
G1

∥∥Yj+1(ψ, τ, ε) − Yj(ψ, τ, ε)
∥∥ çáiãà¹-

òüñÿ. Òîäi çà îçíàêîþ Âåé¹ðøòðàñà ðÿä
∞∑

j=0

∥∥Yj+1(ψ, τ, ε) − Yj(ψ, τ, ε)
∥∥ ðiâíîìiðíî

çáiæíèé, à öå ðiâíîñèëüíî ðiâíîìiðíié çái-
æíîñòi ïîñëiäîâíîñòi

{
Yj(ψ, τ, ε)

}∞
j=0

íà
ìíîæèíi G1 . Ó çâ'ÿçêó ç öèì ãðàíè÷íà
ôóíêöiÿ

Y (ψ, τ, ε) = lim
j→∞

Yj(ψ, τ, ε) (29)
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2π -ïåðiîäè÷íà ïî ψν , ν = 1,m , íåïåðåðâíà
ïî ψ, τ ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó ε i çàäî-
âîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

∥∥Y (ψ, τ, ε)
∥∥≤ d1ε

β,

∥∥Y (ψ, τ, ε)− Y (ψ̄, τ, ε)
∥∥≤ d2ε

β‖ψ − ψ̄‖,
ψ̄ ∈ Rm, (ψ, τ, ε) ∈ G1.

Ç íåðiâíîñòi (15) âèïëèâà¹, ùî ïðè t ∈
[−T, T ], (ψ, τ, ε) ∈ G1 , äå T � äîâiëüíå äîäà-
òíå ÷èñëî, ïîñëiäîâíiñòü

{
ϕt

τ,j(ψ, ε)
}∞

j=0
òà-

êîæ ðiâíîìiðíî çáiæíà äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨
ϕt

τ (ψ, ε)

lim
j→∞

ϕt
τ,j = ϕt

τ (ψ,ε), (ψ,τ,ε)∈G1, t∈R. (30)

Ïîêàæåìî, ùî y = Y (ψ, τ, ε) âèçíà÷à¹ ií-
òåãðàëüíèé ìíîãîâèä ñèñòåìè (10). Îñêiëü-
êè y = Yj(ψ, τ, ε) � iíòåãðàëüíèé ìíîãî-
âèä ñèñòåìè (11), òî äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ ϕ =
ϕτ

t,j(ψ, ε) , y = Yj(ϕ
τ
t,j−1(ψ, ε), τ, ε) ìà¹ìî

ϕτ
t,j = ψ +

τ∫

t

(ω(l)

ε
+ b

(
x̄(l)+

+Yj−1(ϕ
l
t,j−1, l, ε), ϕ

l
t,j−1, l, ε

))
dl, τ ∈R, t∈R;

Yj(ϕ
τ
t,j−1, τ, ε) = Yj−1(ψ, t, ε)+

+

τ∫

t

(
H(l)Yj(ϕ

l
t,j−1, l, ε) + F2(Yj−1(ϕ

l
t,j−1,l,ε),

Yj−1(ϕ
l−∆
t,j−1,l−∆,ε),ϕl

t,j−1,ϕ
l−∆
t,j−1,l,ε)

)
dl, τ ≥ t∈R,

à ïðè τ ∈ [t−∆, t] ïîêëàäåìî

y = Yj−1(ϕ
τ
t,j−1(ψ, ε), τ, ε).

ßêùî ïåðåéòè äî ãðàíèöi â îñòàííiõ ðiâ-
íîñòÿõ ïðè j →∞ i ñêîðèñòàòèñÿ ðiâíîñòÿ-
ìè (29), (30), òî äiñòàíåìî òîòîæíîñòi

ϕτ
t (ψ, ε) = ψ +

τ∫

t

(ω(l)

ε
+

+b
(
x̄(l) + Y (ϕl

t(ψ, ε), l, ε), ϕl
t(ψ, ε), l, ε

))
dl,

Y (ϕτ
t (ψ, ε), τ, ε) = Y (ψ, t, ε)+

+

τ∫

t

(
H(l)Y (ϕl

t(ψ, ε), l, ε) + F2(Y(ϕl
t(ψ, ε),l,ε),

Y(ϕl−∆
t (ψ,ε),l−∆,ε),ϕl

t(ψ,ε),ϕl−∆
t (ψ,ε),l,ε)

)
dl

äëÿ âñiõ ψ ∈ Rm, τ ∈ R, t ∈ R, ε ∈
[0, ε0] , ç ÿêèõ âèïëèâà¹, ùî y = Y (ψ, τ, ε)
� iíòåãðàëüíèé ìíîãîâèä ñèñòåìè (10). Äëÿ
çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîêëàäåìî
X(ψ, τ, ε) = x̄(τ) + Y (ψ, τ, ε) .
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