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Çàïîðiçüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò

ÄÎÑÒÀÒÍI ÓÌÎÂÈ ÂÓÇÜÊÎÑÒI ÔÓÍÊÖIÎÍÀËIÂ ÍÀ ÏÐÎÑÒÎÐI L∞

Äîáðå âiäîìî, ùî êîæíèé êîìïàêòíèé îïåðàòîð, çàäàíèé íà ñèìåòðè÷íîìó ïðîñòîði ôóí-
êöié ç àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ íîðìîþ ¹ âóçüêèì. Ç iíøîãî áîêó, íà ïðîñòîði L∞ iñíó¹ íå
âóçüêèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë. Ìè âñòàíîâëþ¹ìî äîñòàòíi óìîâè âóçüêîñòi ôóí-
êöiîíàëiâ ç ïðîñòîðó L∗∞ .

It is well known that every compact operator acting from a symmetric function space with
an absolutely continuous norm is narrow. On the other hand, there exists a non-narrow linear
continuous functional on the space L∞ . We �nd some su�cient conditions on a functional from
L∗∞ to be narrow.

Âñòóï
Ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ñòàíäàðòíó òåðìiíî-

ëîãiþ i ïîçíà÷åííÿ ç òåîði¨ áàíàõîâèõ ïðî-
ñòîðiâ [2] i òåîði¨ âåêòîðíèõ  ðàòîê [1]. Â çà-
ìiòöi áàíàõiâ ïðîñòið L∞ ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàä
ïîëåì äiéñíèõ ñêàëÿðiâ ÿê áàíàõîâà  ðàòêà ç
ïîðÿäêîì: x ≤ y , ÿêùî x(t) ≤ y(t) äëÿ ìàé-
æå âñiõ t ∈ [0, 1] . Äîáðå âiäîìî, ùî  ðàòêà
L∞ ¹ ïîðÿäêîâî ïîâíîþ, òîáòî, êîæíà íå-
ïîðîæíÿ ïîðÿäêîâî îáìåæåíà ìíîæèíà ìà¹
òî÷íi âåðõíþ i íèæíþ ìåæi, à ïîðÿäêîâî
îáìåæåíi ìíîæèíè â öié  ðàòöi çáiãàþòüñÿ
ç îáìåæåíèìè âiäíîñíî íîðìè ìíîæèíàìè.

Ïîíÿòòÿ âóçüêîãî îïåðàòîðà áóëî ââåäå-
ìî À. Ïëi÷êîì i Ì. Ïîïîâèì ó 1990 ð. â
ðîáîòi [4]. Íåõàé (Ω, Σ, µ) � ïðîñòið ç äî-
äàòíîþ ñêií÷åííîþ ìiðîþ. Íàãàäà¹ìî, ùî
áàíàõiâ ïðîñòið E êëàñiâ åêâiâàëåíòíèõ âè-
ìiðíèõ ôóíêöié x : Ω → R íàçèâà¹òüñÿ ñè-
ìåòðè÷íèì, ÿêùî:

(i) äëÿ êîæíîãî y ∈ E ç óìîâè |x(ω)| ≤
|y(ω)| äëÿ ìàéæå âñiõ ω ∈ Ω âèïëèâà¹ x ∈
E òà ‖x‖ ≤ ‖y‖ ;

(ii) ç óìîâ y ∈ E òà d|x|(t) = d|y|(t) äëÿ
âñiõ t ≥ 0 âèïëèâà¹, ùî x ∈ E òà ‖x‖ =
‖y‖ , äå

dz(t) = µ{ω ∈ Ω : z(ω) > t}.

Êàæóòü, ùî íîðìà ‖ · ‖ íà ñèìåòðè÷íî-
ìó ïðîñòîði E àáñîëþòíî íåïåðåðâíà, ÿêùî
lim

n
‖χ(An) · x‖ = 0 äëÿ êîæíîãî x ∈ E i

êîæíî¨ ñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi âèìiðíèõ ìíî-
æèí An ⊆ Ω ç ïîðîæíiì ïåðåòèíîì (÷åðåç
χ(A) ìè ïîçíà÷à¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íó ôóí-
êöiþ ìíîæèíè A ).

Íåõàé E � ñèìåòðè÷íèé áàíàõiâ ïðîñòið
íà ïðîñòîði ç áåçàòîìíîþ ìiðîþ (Ω, Σ, µ) ;
X � äîâiëüíèé áàíàõiâ ïðîñòið. Ëiíiéíèé íå-
ïåðåðâíèé îïåðàòîð T : E → X íàçèâà¹òü-
ñÿ:

� âóçüêèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ A ∈ Σ
òà ε > 0 iñíó¹ åëåìåíò x ∈ E òàêèé, ùî
|x| = χ(A),

∫
Ω

xdµ = 0 i ‖Tx‖ < ε ;

� ñòðîãî âóçüêèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨
ìíîæèíè A ∈ Σ iñíó¹ x ∈ E òàêèé, ùî
|x| = χ(A),

∫
Ω

xdµ = 0 i Tx = 0 .

ßêùî íîðìà íà E ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâ-
íîþ, òî óìîâà

∫
Ω

xdµ = 0 â îçíà÷åííi âóçü-

êîãî îïåðàòîðà ìîæå áóòè óñóíóòîþ [4]. Íàì
íåâiäîìî, ÷è ¹ öÿ óìîâà òàêîæ çàéâîþ äëÿ
îïåðàòîðiâ, âèçíà÷åíèõ íà ïðîñòîði L∞ . Â
ðîçäiëi 2 ìè âñòàíîâëþ¹ìî ÷àñòêîâèé ðå-
çóëüòàò â öüîìó íàïðÿìêó, ÿêèé áóäå âèêî-
ðèñòàíèé íèæ÷å.

Íåâàæêî äîâåñòè, ùî êîæíèé êîìïà-
êòíèé îïåðàòîð T : E → X , çàäàíèé íà
ñèìåòðè÷íîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði E ç àá-
ñîëþòíî íåïåðåðâíîþ íîðìîþ íà ïðîñòîði ç
áåçàòîìíîþ ìiðîþ (Ω, Σ, µ) , ¹ âóçüêèì [4]
(çãiäíî ç [5], äëÿ êîæíîãî A ∈ Σ ñèñòåìà
Ðàäåìàõåðà (rn)∞n=1 â ïðîñòîði E(A) = {x ∈
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E : supp x ⊆ A} ñëàáêî ïðÿìó¹ äî íóëÿ,
à îòæå, (Trn)∞n=1 ñèëüíî ïðÿìó¹ äî íóëÿ â
X ).

Ïðîòå êîìïàêòíèé îïåðàòîð (íàâiòü,
ôóíêöiîíàë) íà ïðîñòîði L∞ íå çîáîâ'ÿçà-
íèé áóòè âóçüêèì [3]. Íàâåäåìî âiäïîâiäíèé
ïðèêëàä ç [3]. Íåõàé B � áóëåâà àëãåáðà êëà-
ñiâ åêâiâàëåíòíèõ (òîáòî, ìiðà Ëåáå à ñèìå-
òðè÷íî¨ ðiçíèöi ÿêèõ ðiâíà íóëþ) áîðåëiâ-
ñüêèõ ïiäìíîæèí âiäðiçêà [0, 1] i U � äî-
âiëüíèé óëüòðàôiëüòð íà B . Òîäi ëiíiéíèé
ôóíêöiîíàë fU : E → R , çàäàíèé ôîðìó-
ëîþ

fU(x) = lim
A∈U

1

µ(A)

∫

A

xdµ, (1)

¹ îáìåæåíèì i íåâóçüêèì. Ðåàëüíà ïðè÷èíà,
÷åðåç ÿêó ôóíêöiîíàë fU íå ¹ âóçüêèì, � öå
âiäñóòíiñòü éîãî ïîðÿäêîâî-íîðìîâàíî¨ íå-
ïåðåðâíîñòi, ïîíÿòòÿ, ÿêå ðîçãëÿäà¹òüñÿ äëÿ
âiäîáðàæåíü ç âåêòîðíî¨  ðàòêè ó íîðìîâà-
íèé ïðîñòið.

Êàæóòü, ùî íàïðÿìëåíiñòü (xα) ó âå-
êòîðíié  ðàòöi E ïîðÿäêîâî çáiãà¹òüñÿ äî
åëåìåíòà x ∈ E ( ïîçíà÷åííÿ: xα

o−→ x) ,
ÿêùî iñíó¹ íàïðÿìëåíiñòü (yα) â E (ç òèìè
ñàìèìè iíäåêñàìè) òàêà, ùî |xα − x| ≤ yα

äëÿ êîæíîãî α i yα ↓ 0 (îñòàííÿ óìîâà
îçíà÷à¹, ùî íàïðÿìëåíiñòü (yα) ¹ íåçðîñòà-
þ÷îþ i inf

α
yα = 0 ). Ïðè öüîìó òàêîæ êà-

æóòü, ùî íàïðÿìëåíiñòü (xα) ¹ ïîðÿäêîâî
çáiæíîþ â E , à åëåìåíò x ¹ ïîðÿäêîâîþ
ãðàíèöåþ öi¹¨ íàïðÿìëåíîñòi. Âiäîáðàæåííÿ
f : E → X ç âåêòîðíî¨  ðàòêè E â íîð-
ìîâàíèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîâî-
íîðìîâàíî íåïåðåðâíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëü-
íî¨ íàïðÿìëåíîñòi (xα) ç E i äîâiëüíîãî
x ∈ E ç óìîâè xα

o−→ x âèïëèâà¹, ùî
‖f(xα) − f(x)‖ → 0 . Ïiäìíîæèíà A âå-
êòîðíî¨  ðàòêè E íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîâî
çàìêíåíîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ íàïðÿìëå-
íîñòi (xα) ç A i äîâiëüíîãî x ∈ E ç óìîâè
xα

o−→ x âèïëèâà¹, ùî x ∈ A .
Íåõàé E � âåêòîðíà  ðàòêà i X � áà-

íàõiâ ïðîñòið. Ëiíiéíèé îïåðàòîð T : E →
X íàçèâà¹òüñÿ AM -êîìïàêòíèì, ÿêùî ïî-
ðÿäêîâî îáìåæåíi ìíîæèíè âií ïåðåâîäèòü
ó âiäíîñíî êîìïàêòíi ïiäìíîæèíè ïðîñòîðó

X . ßêùî E � áàíàõîâà  ðàòêà, òî êîæíèé
AM -êîìïàêòíèé îïåðàòîð ¹ îáìåæåíèì [3].
Êðiì òîãî, êîæíèé êîìïàêòíèé îïåðàòîð ç
áàíàõîâî¨  ðàòêè â áàíàõiâ ïðîñòið ¹ AM -
êîìïàêòíèì, àëå íàâïàêè íå âiðíî.

Ïîçèòèâíèé ðåçóëüòàò ïðî âóçüêiñòü
AM -êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ, çàäàíèõ íà
ïðîñòîði L∞ , îäåðæàíî â [3]: äëÿ äî-
âiëüíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X êîæíèé
AM -êîìïàêòíèé ïîðÿäêîâî-íîðìîâàíî íå-
ïåðåðâíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð T : L∞(µ) →
X ¹ âóçüêèì. Ôóíêöiîíàë íà L∞ , çàäà-
íèé ôîðìóëîþ (1), ¹ AM -êîìïàêòíèì (ÿê
i áóäü-ÿêèé iíøèé îáìåæåíèé ôóíêöiîíàë)
i íå âóçüêèì îïåðàòîðîì, à îòæå, íå ¹
ïîðÿäêîâî-íîðìîâàíî íåïåðåðâíèì.

Äàíà çàìiòêà ïðèñâÿ÷åíà çíàõîäæåííþ
iíøèõ äîñòàòíiõ óìîâ âóçüêîñòi ëiíiéíèõ íå-
ïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà ïðîñòîði L∞ .

×åðåç B ìè ïîçíà÷à¹ìî áîðåëiâñüêó σ -
àëãåáðó ïiäìíîæèí âiäðiçêà [0, 1] ; ÷åðåç λ
� ìiðó Ëåáå à íà B . Êðiì òîãî, ïîçíà÷èìî
B+ = {A ∈ B : λ(A) > 0} . Äëÿ äîâiëüíî¨
ìíîæèíè A ∈ B ÷åðåç L∞(A) ìè ïîçíà÷à-
¹ìî ïiäïðîñòið L∞ , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç åëå-
ìåíòiâ x ∈ L∞ ç íîñiÿìè supp x ⊆ A . Ñèì-
âîëîì B(X) ìè ïîçíà÷à¹ìî çàìêíåíó îäè-
íè÷íó êóëþ áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X . Ïiä-
ïðîñòið Y ëiíiéíîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òü-
ñÿ êî-ñêií÷åííîâèìiðíèì, ÿêùî dim X/Y <
∞ , à êîðîçìiðíiñòþ Y íàçèâà¹òüñÿ ðîçìið-
íiñòü ôàêòîð-ïðîñòîðó X/Y .

Âóçüêiñòü ïîðÿäêîâî-íîðìîâàíî íå-
ïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, âèçíà÷åíèõ íà
L∞

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñ-
òið. Ïîðÿäêîâî-íîðìîâàíî íåïåðåðâíèé îïå-
ðàòîð T : L∞ → X ¹ âóçüêèì òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ A ∈ B i
ε > 0 iñíó¹ x ∈ L∞ òàêèé, ùî |x| = χA i
‖Tx‖ < ε .

Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ ïîðÿäêîâî-íîðìîâà-
íî íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà T : L∞ → X
óìîâó

∫
[0,1]

x dλ = 0 â îçíà÷åííi âóçüêîãî
îïåðàòîðà ìîæíà óñóíóòè.

Äëÿ äîâåäåííÿ íàì ïîòðiáíi äâi ëåìè. Äî-
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âåäåííÿ ïåðøî¨ ç íèõ, ôàêòè÷íî, çàïîçè÷åíå
ç [4], à äðóãà ¹, ñêîðiøå âñüîãî, äîáðå âiäî-
ìèì ôàêòîì.

Ëåìà 2.2. Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið i
T : L∞ → X � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Íåõàé
äëÿ äîâiëüíèõ A ∈ B i ε > 0 iñíó¹ x ∈ L∞
òàêèé, ùî |x| = χA i ‖Tx‖ < ε . Òîäi äëÿ
äîâiëüíèõ A ∈ B, n ∈ N i ε > 0 iñíó¹ x ∈
L∞ òàêèé, ùî |x| = χA,

∣∣∣
∫

[0,1]

x dλ
∣∣∣ < 1/n i

‖Tx‖ < ε .

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.2. Çàôiêñó¹ìî A ∈
B, n ∈ N i ε > 0 . Ðîçiá'¹ìî ìíîæèíó
A íà n ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ ïiäìíîæèí
A1, A2, ..., An îäíàêîâî¨ ìiðè. Âèáåðåìî ôóí-
êöi¨ xk ∈ L∞, 1 ≤ k ≤ n òàê, ùîá |xk| =
χ(Ak) i ‖Txk‖ < ε/n . Ïîêëàäåìî αk =∫
[0,1]

xkdλ . Îñêiëüêè

|αk| ≤ λ(A)

n

äëÿ êîæíîãî 1 ≤ k ≤ n , òî ìîæíà âèáðàòè
çíàêè θk = ±1 òàê, ùîá

∣∣∣
n∑

k=1

θkαk

∣∣∣ ≤ λ(A)

n
.

Òîäi äëÿ

x =
n∑

k=1

θkxk

îòðèìà¹ìî |x| = χ(A),
∣∣∣
∫

[0,1]

x dλ
∣∣∣ ≤ λ(A)

n
i

‖Tx‖ < ε. ¤

Ëåìà 2.3. Íåõàé 0 ≤ un ∈ L∞ äëÿ êîæ-
íîãî n ∈ N . ßêùî lim

n→∞
λ( supp un) = 0 , òî

inf
n

un = 0 .

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.3. Íåõàé u ≤ un

äëÿ êîæíîãî n . Äîâåäåìî, ùî u ≤ 0 . Íå-
õàé, íàâïàêè, öå íå òàê. Òîäi iñíó¹ âèìiðíà
ìíîæèíà C ⊆ [0, 1] äîäàòíî¨ ìiðè òàêà, ùî
u(t) > 0 äëÿ âñiõ t ∈ C . Îòæå, ui(t) > 0
äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ C i òîìó C ⊆ supp un ,
çâiäêè äiñòà¹ìî, ùî 0 < µ(C) ≤ λ( supp un) ,
� ñóïåðå÷íiñòü. ¤

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1. Î÷åâèäíî, äî-
ñòàòíüî äîâåñòè iìïëiêàöiþ ëèøå â îäèí áiê.
Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi A ∈ B i ε > 0 . Âèêî-
ðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.1, äëÿ êîæíîãî n ∈ N
âèáåðåìî xn ∈ L∞ ç âëàñòèâîñòÿìè: |xn| =

χ(A), ‖Txn‖ < ε/2 i
∣∣∣
∫

[0,1]

xn dλ
∣∣∣ < 2−n . Ïî-

êëàäåìî

A+
n =

{
t ∈ [0, 1] : xn(t) = 1

}

i A−
n = A \ A+

n . Òàêèì ÷èíîì, xn =
χ(A+

n )−χ(A−
n ) i |λ(A+

n )−λ(A−
n )| ≤ 2−n . Áåç

îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî
λ(A+) ≥ λ(A−) (â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó
çàìiñòü xn ðîçãëÿäàòèìåìî −xn ). Âèáåðå-
ìî äîâiëüíî A0

n ⊆ A+
n òàê, ùîá

λ(A0
n) =

1

2

(
λ(A+

n )− λ(A−
n )

)
.

Ïîêëàäåìî

yn(t) =

{ −1, t ∈ A0
n

xn(t), t ∈ [0, 1] \ A0
n

i zn = xn − yn äëÿ âñiõ n ∈ N . Òîäi äëÿ
êîæíîãî n áóäåìî ìàòè

|yn| = χ(A),

∫

[0,1]

yndλ = 0.

Äîâåäåìî, ùî zn
o−→ 0 . Îñêiëüêè ‖zn‖ ≤

2 , òî iñíó¹ un = sup
m≥n

|zm| . Îòæå, |zn| ≤ un ,
ïðè÷îìó (un) � íåçðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü.
Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî inf

n
un = 0 . Àëå öå

âèïëèâà¹ ç ëåìè 2.3, àäæå

λ( supp un) ≤
∞∑

m=n

λ( supp zm) =

=
∞∑

m=n

λ(A0
n) ≤

∞∑
m=n

2−m = 2−m+1.

Òàêèì ÷èíîì, zn
o−→ 0 . Îñêiëüêè îïåðà-

òîð T ¹ ïîðÿäêîâî-íîðìîâàíî íåïåðåðâíèì,
òî ‖Tzn‖ → 0 . Îòæå, iñíó¹ íîìåð n òàêèé,
ùî ‖Tzn‖ < ε/2 . Òîìó

‖Tyn‖ ≤ ‖Txn‖+ ‖Tzn‖ <
ε

2
+

ε

2
= ε. ¤
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Çàëèøà¹òüñÿ íåðîçâ'ÿçàíèì ïèòàííÿ, ÷è
áóäå òåîðåìà 2.1 âiðíîþ, ÿêùî çíÿòè óìîâó
ïîðÿäêîâî-íîðìîâàíî¨ íåïåðåðâíîñòi îïåðà-
òîðà T .

Ïðîáëåìà 1. Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñ-
òið i ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð T :
L∞ → X ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü: äëÿ äî-
âiëüíèõ A ∈ B i ε > 0 iñíó¹ åëåìåíò
x ∈ L∞ òàêèé, ùî |x| = χA i ‖Tx‖ < ε . ×è
çîáîâ'ÿçàíèé îïåðàòîð T áóòè âóçüêèì?

Ñòðîãî âóçüêi îïåðàòîðè i ñòðîãî áà-
ãàòi ïiäïðîñòîðè

Ç ïîíÿòòÿì âóçüêîãî îïåðàòîðà òiñíî ïîâ'ÿ-
çàíå ïîíÿòòÿ áàãàòîãî ïiäïðîñòîðó. Íåõàé E
� ñèìåòðè÷íèé áàíàõiâ ïðîñòið íà ïðîñòîði
ç áåçàòîìíîþ ìiðîþ (Ω, Σ, µ) . Ïiäïðîñòið
F ⊆ E íàçèâà¹òüñÿ áàãàòèì ( ñòðîãî
áàãàòèì ) , ÿêùî ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ ç
E íà E/F ¹ âóçüêèì (ñòðîãî âóçüêèì)
îïåðàòîðîì. Iíøèìè ñëîâàìè, X ¹ áàãàòèì,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ A ∈ Σ òà ε > 0
iñíóþòü åëåìåíòè x ∈ E òà y ∈ F òàêi,
ùî |x| = χ(A),

∫
Ω

xdµ = 0 i ‖x − y‖ < ε .
Àíàëîãi÷íî, ïiäïðîñòið X ⊆ E ¹ ñòðîãî áà-
ãàòèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ∈ Σ
iñíó¹ åëåìåíò x ∈ F òàêèé, ùî |x| = χ(A) i∫
Ω

xdµ = 0 .

Ïðèêëàäîì ñòðîãî âóçüêîãî îïåðàòîðà,
âèçíà÷åíîãî íà äîâiëüíîìó ñèìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði E íà ïðîñòîði ç áåçàòîìíîþ ìiðîþ
(Ω, Σ, µ) ç àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ íîðìîþ,
¹ äîâiëüíèé ôóíêöiîíàë f ∈ E∗ [4]. Îò-
æå, ÿäðî ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíà-
ëà íà E ¹ ïðèêëàäîì ñòðîãî áàãàòîãî ïiä-
ïðîñòîðó. Íàì íåâiäîìî, ÷è iñíó¹ âóçüêèé
ôóíêöiîíàë íà L∞ , ÿêèé íå ¹ ñòðîãî âóçü-
êèì.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé X ⊆ L∞ � ïiäïðî-
ñòið. Íàñòóïíi äâi óìîâè ¹ äîñòàòíiìè äëÿ
òîãî, ÷òîá X áóâ ñòðîãî áàãàòèì ïiäïðî-
ñòîðîì.

(i) X∩L∞(A) 6= {0} äëÿ äîâiëüíîãî A ∈
B+ ;

(ii) X ¹ ñëàáêî- ∗ çàìêíåíîþ ïiäìíîæè-

íîþ ïðîñòîðó L∞ .

Çàóâàæèìî, ùî óìîâà (i) ¹, î÷åâèäíî, i
íåîáõiäíîþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè
A ∈ B+ ïîçíà÷èìî äëÿ çðó÷íîñòi

L0
∞(A) =

{
x ∈ L∞(A) :

∫

[0,1]

x dλ = 0
}

,

à òàêîæ L0
∞ = L0

∞
(
[0, 1]

)
. Ðîçãëÿíåìî ìíî-

æèíó
KA = B

(
L0
∞(A)

) ∩X.

Ç áåçàòîìíîñòi ìiðè λ i óìîâè (i) âèï-
ëèâà¹, ùî X ∩ L∞(A) � íåñêií÷åííîâèìið-
íèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L∞(A) . Îñêiëü-
êè dim L∞(A)/L0

∞(A) = 1 < ∞ , òî X ∩
L0
∞(A) 6= {0} , àäæå íåñêií÷åííîâèìiðíèé

ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íå ìîæå ïå-
ðåòèíàòèñÿ ïî íóëþ ç êî-ñêií÷åííîâèìiðíèì
ïiäïðîñòîðîì. Îòæå, KA 6= {0} . Ç òåîðåìè
Áàíàõà-Àëàîãëó i óìîâè (ii) âèïëèâà¹, ùî
KA � êîìïàêò â ñëàáêié- ∗ òîïîëîãi¨ ïðî-
ñòîðó L∞ . Îñêiëüêè ìíîæèíà KA ¹, î÷å-
âèäíî, îïóêëîþ, çãiäíî ç òåîðåìîþ Êðåéíà-
Ìiëüìàíà, ìíîæèíà KA ìà¹ êðàéíþ òî÷êó
x ∈ KA . Äëÿ öi¹¨ òî÷êè óìîâà

∫
[0,1]

x dλ = 0

âèêîíó¹òüñÿ, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ìíîæèíè
KA . Äîâåäåìî, ùî |x| = χ(A) . Ïðèïóñòè-
ìî, ùî öå íå òàê. Òîäi iñíóþòü ÷èñëî δ > 0
i ìíîæèíà B ⊆ A, λ(B) > 0 òàêi, ùî
−1 + δ ≤ x(t) ≤ 1 − δ äëÿ âñåõ t ∈ B .
Çãiäíî ç äîâåäåíîþ âèùå âëàñòèâiñòþ, iñíó¹
y ∈ KB\{0} . Òîäi òî÷êè x ± δy íàëåæàòü
ìíîæèíi KA . Àëå öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî
x ¹ êðàéíüîþ òî÷êîþ öi¹¨ ìíîæèíè. ¤

Íàñëiäîê 3.2. Íåõàé f ∈ L∗∞ � ôóíêöiî-
íàë, ÿäðî ÿêîãî ¹ ñëàáêî- ∗ çàìêíåíîþ ïiä-
ìíîæèíîþ ïðîñòîðó L∞ . Òîäi f � ñòðîãî
âóçüêèé ôóíêöiîíàë.

Äëÿ äîâåäåííÿ íàñëiäêó äîñèòü çàóâà-
æèòè, ùî óìîâà (i) òåîðåìè 3.1 äëÿ ÿäðà
ker f âèêîíó¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî, îñêiëüêè êî-
ñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið çîáîâ'ÿçàíèé
íå ïî íóëþ ïåðåòèíàòèñÿ ç äîâiëüíèì íåñêií-
÷åííîâèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì.
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Äëÿ ïîíÿòü ñòðîãî âóçüêîãî îïåðàòîðà,
áàãàòîãî i ñòðîãî áàãàòîãî ïiäïðîñòîðó âèíè-
êàþòü ïèòàííÿ, àíàëîãi÷íi ïðîáëåìi 1, òîá-
òî, ÷è ìîæíà óñóíóòè óìîâó

∫
[0,1]

x dλ = 0 â

öèõ îçíà÷åííÿõ? Öiêàâi òàêîæ íàñòóïíi ÷àñ-
òêîâi âèïàäêè öèõ ïèòàíü. ×è ìîæíà óñóíó-
òè öþ óìîâó:

1. Â îçíà÷åííi áàãàòîãî ïiäïðîñòîðó äëÿ
ïîðÿäêîâî çàìêíåíîãî ïiäïðîñòîðó?

2. Â îçíà÷åííi ñòðîãî âóçüêîãî îïåðàòîðà
äëÿ ïîðÿäêîâî-íîðìîâàíî íåïåðåðâíîãî
îïåðàòîðà?

3. Â îçíà÷åííi ñòðîãî áàãàòîãî ïiäïðîñòî-
ðó äëÿ ïîðÿäêîâî çàìêíåíîãî ïiäïðî-
ñòîðó?

Êîðîòêå äîâåäåííÿ âóçüêîñòi
ïîðÿäêîâî-íîðìîâàíî íåïåðåðâíèõ
ôóíêöiîíàëiâ

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì
òåîðåìè 5.1 (äèâ. òàêîæ òåîðåìó 5.2) ç [3],
ïðîòå ¨¨ äîâåäåííÿ çíà÷íî ïðîñòiøå íiæ ó
çàãàëüíîìó âèïàäêó. Äëÿ ñïðîùåííÿ ôîð-
ìóëþâàííÿ òåîðåìè çàóâàæèìî, ùî ó âè-
ïàäêó, êîëè îïåðàòîð íàáóâà¹ çíà÷åííÿ â
îäíîâèìiðíîìó ïðîñòîði, óìîâà ïîðÿäêîâî-
íîðìîâàíî¨ íåïåðåðâíîñòi öüîãî îïåðàòîðà
ðiâíîñèëüíà éîãî ïîðÿäêîâié íåïåðåðâíîñòi,
àäæå íà ÷èñëîâié îñi ïîðÿäêîâà çáiæíiñòü
ñïiâïàäà¹ çi çâè÷àéíîþ çáiæíiñòþ.

Òåîðåìà 4.1. Êîæíèé ïîðÿäêîâî íåïå-
ðåðâíèé ôóíêöiîíàë f ∈ L∞ ¹ âóçüêèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ L∞ � ïîðÿäêî-
âî íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë. Çàôiêñó¹ìî äî-
âiëüíó ìíîæèíó A ∈ B i ðîçãëÿíåìî ÷èñëî-
âó ôóíêöiþ ϕ : [0, 1] →

[
0,

∣∣f(
χ(A)

)∣∣
]
, ÿêà

çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ϕ(t) =
∣∣∣f

(
χ
(
[0, t] ∩ A

))∣∣∣.
Äîâåäåìî íåïåðåðâíiñòü ϕ . Íåõàé t0 ∈

[0, 1] � äîâiëüíà òî÷êà. Äîâåäåìî îêðåìî íå-
ïåðåðâíiñòü ϕ â òî÷öi t0 çëiâà i ñïðàâà. Íå-
õàé tn ∈ [0, 1] i tn ↑ t0 . Òîäi

χ
(
[0, tn] ∩ A

) o−→ χ
(
[0, t0] ∩ A

)
,

îñêiëüêè, çãiäíî ç ëåìîþ 2.3,
∣∣∣χ

(
[0, t0] ∩ A

)− χ
(
[0, tn] ∩ A

)∣∣∣ =

= χ
(
[tn, t0] ∩ A

) ↓ 0.

Ç ïîðÿäêîâî¨ íåïåðåðâíîñòi f âèïëèâà¹,
ùî ϕ(tn) → ϕ(t0) . Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ
íåïåðåðâíiñòü ϕ â òî÷öi t0 çëiâà.

Ç íåïåðåðâíîñòi ϕ âèïëèâà¹ iñíóâàí-
íÿ òî÷êè t∗ ∈ (0, 1) òàêî¨, ùî ϕ(t∗) =
f
(
χ(A)

)
/2 . Òîäi äëÿ x = χ

(
[0, t∗] ∩ A

) −
χ
(
(t∗, 1] ∩ A

)
áóäåìî ìàòè |x| = χ(A) i

f(x) = 0 . Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.1, f � âóçü-
êèé ôóíêöiîíàë. ¤

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ïîäÿêó Ì. Ïîïîâó çà
êîðèñíi çàóâàæåííÿ.
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