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Óæãîðîäñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò

ÏÐÎ ÐÎÇÂ'ßÇÍIÑÒÜ ÊÐÀÉÎÂÈÕ ÇÀÄÀ× ÄËß ÂÈÐÎÄÆÅÍÈÕ
ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ Ç IÌÏÓËÜÑÍÎÞ ÄI�Þ
Îäåðæàíî êðèòåðié iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåòåðîâî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ âèðîäæåíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì ç iìïóëüñíîþ äi¹þ çàãàëüíîãî âèãëÿäó ó ïðèïóùåííi, ùî âèðîäæåíà
äèôåðåíöiàëüíà ñèñòåìà çâîäèòüñÿ äî öåíòðàëüíî¨ êàíîíi÷íî¨ ôîðìè.

We obtain a criterion for existence of solutions of Noetherian boundary value problem for
a degenerate system of ordinary di�erential equations with impulse e�ect of general form in case
when degenerate system of di�erential equations can be reduced to central canonical form.

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿç-
êiâ âèðîäæåíî¨ ëiíiéíî¨ íåîäíîðiäíî¨ ñèñòå-
ìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç iìïóëüñíèì
âïëèâîì:

B(t)
dx

dt
= A(t)x(t)+ f(t), t ∈ [a, b] \ τi, (1)

Mix(τi + 0) + Nix(τi − 0) = αi, (2)
ÿêi çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó óìîâó

`x(·) = α0, (3)
äå τ0 = a < τ1 < · · · < τp < b = τp+1 � ôiêñî-
âàíi ìîìåíòè ÷àñó; A(t) , B(t) � (n × n) -
âèìiðíi ìàòðèöi ç äiéñíèìè íåïåðåðâíèìè
íà [a, b] êîìïîíåíòàìè, detB(t) = 0 ; f(t) �
n -âèìiðíà íåïåðåðâíà íà [a, b] ôóíêöiÿ; ` �
m0 -âèìiðíèé ëiíiéíèé âåêòîð-ôóíêöiîíàë,
` : C1[a, b] → Rm0 ; α0 � m0 -âèìiðíèé äié-
ñíèé ñòàëèé âåêòîð; Ni , Mi � ïðÿìîêóòíi
(mi×n) -âèìiðíi äiéñíi ìàòðèöi, 1 ≤ mi ≤ n .

Ñòîñîâíî ñèñòåìè (1) ïðèïóñêà¹ìî, ùî
âîíà çà äîïîìîãîþ íåâèðîäæåíîãî ëiíiéíîãî
ïåðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè ïðèâåäåíà äî öåí-
òðàëüíî¨ êàíîíi÷íî¨ ôîðìè [1] .

Ïiä ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)-(3) áóäåìî ðî-
çóìiòè êóñêîâî íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíó
íà [a, b]\{τi} , i = 1, p ôóíêöiþ

x(t) =

{
x0(t), t ∈ [τ0, τ1],

xi(t), t ∈ (τi, τi+1],

ç ðîçðèâàìè ïåðøîãî ðîäó â òî÷êàõ t =
τi , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó (1), iìïóëü-

ñíi óìîâè (2) òà êðàéîâi óìîâè (3). Áó-
äåìî ââàæàòè ôóíêöi¨ xj(t) âèçíà÷åíè-
ìè i íåïåðåðâíèìè íà âiäïîâiäíèõ çà-
ìêíåíèõ iíòåðâàëàõ xj(t) ∈ C[τj, τj+1] ,
j = 0, p , xj(τj) = xj(τj + 0) =
= lim

t→τj+0
xj(t) , i ùî ðîçâ'ÿçîê ¹ íåïåðåðâíèì

çëiâà, òîáòî
x(τi)=x(τi−0)=xi−1(τi)= lim

t→τi−0
xi−1(t), i=1,p.

Çãiäíî [1] çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèíãóëÿð-
íî¨ ñèñòåìè (1) ìà¹ âèãëÿä

x(t, c0) = x0(t, c0) = Xn−s(t)c0+

+
t∫

a

Xn−s(t)Y
∗
n−s(σ)f(σ)dσ−

−Φ(t)

(
q−1∑
k=0

Ik dk

dtk
R(t)

)
Ψ∗(t)f(t),

(4)

äå Xn−s(t) òà Yn−s(t) � ôóíäàìåíòàëüíi
(n× (n−s)) -âèìiðíi ìàòðèöi, ñòîâïöi ÿêèõ ¹
ðîçâ'ÿçêàìè âiäïîâiäíî îäíîðiäíî¨ âèðîäæå-
íî¨ ñèñòåìè

B(t)
dx

dt
= A(t)x(t), (5)

òà ñïðÿæåíî¨ äî (5) ñèñòåìè
d

dt
B∗(t)y = −A∗(t)y;

c0 � (n − s) -âèìiðíèé âåêòîð-ñòîâï÷èê
äîâiëüíèõ ñòàëèõ; R(t) =

(
Ψ∗(t)L(t)Φ(t)

)−1

,

46 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2009. Âèïóñê 454. Ìàòåìàòèêà.



L(t)=A(t)−B(t) d
dt

� ëiíiéíèé îïåðàòîð:

L : (C1[a, b],Rn) → (C1[a, b],Rn);

rankB(t) = n− q = const ∀t ∈ [a, b] ; ìàòðè-
öÿ B(t) ìà¹ ïîâíèé æîðäàíiâ íàáið âåêòîðiâ
âiäíîñíî îïåðàòîðà L(t) , ÿêèé ñêëàäà¹òü-
ñÿ ç q ëàíöþæêiâ çàâäîâæêè sj , j = 1, q ,
q = maxsj ; Φ(t) , Ψ(t) � n× s -âèìiðíi ìàò-
ðèöi, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç âåêòîðiâ, ùî óòâî-
ðþþòü æîðäàíîâi íàáîðè âiäïîâiäíî ìàòðè-
öi B(t) âiäíîñíî îïåðàòîðà L(t) i òðàíñïî-
íîâàíî¨ ìàòðèöi B∗(t) âiäíîñíî îïåðàòîðà
L∗(t) , L∗(t) = A∗ + d

dt
B∗y :

Φ(t) =
[
ϕ

(1)
1 (t), · · · , ϕ

(s1)
1 (t); ϕ

(1)
2 (t), · · · ,

· · · , ϕ
(s2)
2 (t); · · · , ϕ

(1)
q (t), · · · , ϕ

(sq)
q (t)

]
,

Ψ(t) =
[
ψ

(1)
1 (t), · · · , ψ

(s1)
1 (t); ψ

(1)
2 (t), · · · ,

· · · , ψ
(s2)
2 (t); · · · , ψ

(1)
q (t), · · · , ψ

(sq)
q (t)

]
.

Ïiñëÿ äi¨ iìïóëüñíîãî çáóðåííÿ â òî÷öi
t = τ1 ïðîäîâæèìî ðîçâ'ÿçîê x(t) = x0(t, c0)
âèãëÿäó (4) ç iíòåðâàëó t ∈ [τ0, τ1] íà (n−s) -
ïàðàìåòðè÷íèé ðîçâ'ÿçîê x1(t) :

x1(t) = x1(t, c1) = Xn−s(t)c1+

+
t∫

τ1

Xn−s(t)Y
∗
n−s(σ)f(σ)dσ−

−Φ(t)

(
q−1∑
k=0

Ik dk

dtk
R(t)

)
Ψ∗(t)f(t), c1∈Rn−s,

(6)
ÿêèé âèçíà÷åíèé íà iíòåðâàëi [τ1, τ2] . Çâ'ÿ-
çîê ìiæ íèìè âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ (2) ïðè
i = 1 . Áåðó÷è äî óâàãè íåïåðåðâíiñòü ôóí-
êöi¨ x1(t) = x1(t, c1) â òî÷öi t = τ1 , ìîæåìî
çàïèñàòè óìîâó (2) â öié òî÷öi íàñòóïíèì
÷èíîì:

M1x1(τi) + N1x0(τi) = α1. (7)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (4), (6) â (7), îäåðæèìî ëiíié-
íå íåîäíîðiäíå ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ

M̃1c1 + Ñ1c0 = α1 + M1γ1 −N1F1,

äå ÷åðåç M̃i , Ñi äëÿ êîæíîãî i = 1, p áóäå-
ìî ïîçíà÷àòè (mi×(n−s)) -âèìiðíi ìàòðèöi,
à ÷åðåç Fi , γi � n -âèìiðíi âåêòîðè:

M̃i = MiXn−s(τi), Ñi = NiXn−s(τi),

γi = Φ(τi)

q−1∑

k=0

Ik dk

dtk
R(τi)Ψ

∗(τi)f(τi),

Fi =

τi∫

τi−1

Xn−s(τi)Y
∗
n−s(σ)f(σ)dσ − γi.

Îñêiëüêè íà êîæíîìó ç iíòåðâàëiâ t ∈
(τi, τi+1] ðîçâ'ÿçîê âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìó-
ëîþ

x(t) = xi(t, ci) = Xn−s(t)ci+

+

t∫

τi

Xn−s(t)Y
∗
n−s(σ)f(σ)dσ− (8)

−Φ(t)

(
q−1∑

k=0

Ik dk

dtk
R(t)

)
Ψ∗(t)f(t), ci∈Rn−s,

òî àíàëîãi÷íèì ÷èíîì îäåðæèìî, ùî â êî-
æíié òî÷öi iìïóëüñó t = τi âiäïîâiäíi (n −
s) -âèìiðíi âåêòîðè äîâiëüíèõ ñòàëèõ ci−1 ,
ci ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííÿ

M̃ici + Ñici−1 = αi + Miγi −NiFi. (9)
Ç àääèòèâíîñòi ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó

âèïëèâà¹, ùî

`x(·) =

p∑
j=0

`jxj(·, cj),

äå
`0x(·) : C1[τ0, τ1] → Rm0 ,

`ix(·) : C1(τi, τi+1] → Rm0 , i = 1, p.

Òàêèì ÷èíîì, êðàéîâó óìîâó (2) ìîæåìî çà-
ïèñàòè ó âèãëÿäi

p∑
j=0

`jxj(·, cj) = α0. (10)

Ïiäñòàâëÿþ÷è ðîçâ'ÿçêè xj(t) âèãëÿäó (4),
(8) ó êðàéîâó óìîâó (10), îäåðæèìî:

G0c0 + . . . + Gpcp = α0−
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−
p∑

j=0

`j




·∫

τj

Xn−s(·)Y ∗
n−s(σ)f(σ)dσ− (11)

−Φ(·)
(

q−1∑

k=0

Ik dk

dtk
R(·)

)
Ψ∗(·)f(·)

)
,

äå Gj = `jXn−s(·) , j = 0, p . Îá'¹äíóþ÷è
(11) ç (9) ïðè âñiõ i = 1, p , îäåðæèìî ñèñòå-
ìó ìàòðè÷íèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü





G0c0 + . . . + Gpcp = α0−
−

p∑
j=0

`j

(
·∫

τj

Xn−s(·)Y ∗
n−s(σ)f(σ)dσ−

− Φ(·)
(

q−1∑
k=0

Ik dk

dtk
R(·)

)
Ψ∗(·)f(·)

)
,

Ñ1c0 + M̃1c1 = α1 + M1γ1 −N1F1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ñpcp−1 + M̃pcp = αp + Mpγp −NpFp,

ÿêó ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Dc = α + β, (12)

äå D �
(
m×(p+1)(n−s)

)
-âèìiðíà ìàòðèöÿ,

m =
p∑

j=0

mj , à c , α i β � m -âèìiðíi ñòîâïöi:

D =




G0 G1 G2 · · · Gp−1 Gp

Ñ1 M̃1 0 · · · 0 0

0 Ñ2 M̃2 · · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · Ñp M̃p




,

c=




c0

c1

· · ·
cp


, α=




α0

α1

· · ·
αp


,

β =




−
p∑

j=0

`j

(
·∫

τj

Xn−s(·)Y ∗
n−s(σ)f(σ)dσ−

−Φ(·)
(

q−1∑
k=0

Ik dk

dtk
R(·)

)
Ψ∗(·)f(·)

)

M1γ1 −N1F1

· · ·

Mpγp −NpFp




.

Çãiäíî [2] , íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìî-
âîþ ñóìiñíîñòi ëiíiéíî¨ íåîäíîðiäíî¨ àëãå-
áðà¨÷íî¨ ñèñòåìè (12) ¹ óìîâà îðòîãîíàëü-
íîñòi

PD∗v(α + β) = 0, (13)
i ó âèïàäêó ¨¨ âèêîíàííÿ ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè
(12) ìàþòü âèãëÿä

c∗ = c∗(ξ) = PDuξ + D+(α + β), ξ ∈ Ru,

äå c∗ = col(c∗0(ξ), · · ·, c∗p(ξ)) ∈R(p+1)(n−s), à ÷å-
ðåç PDu ïîçíà÷åíî

(
(p + 1)(n − s) × u

)
-

âèìiðíó ìàòðèöþ, u = (p + 1)(n − s) − r ,
r = rankD ≤ min

(
(p + 1)(n − s),m

)
, ÿêà

ñêëàäà¹òüñÿ ç ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ñòîâïöiâ(
(p+1)(n−s)× (p+1)(n−s)

)
-âèìiðíî¨ ìàò-

ðèöi PD , ÿêà ¹ îðòîïðîåêòîðîì ç ïðîñòîðó
R(p+1)(n−s) íà íóëü ïðîñòið Ker(D) ìàòðèöi
D :

PD :R(p+1)(n−s)→Ker(D),

Ker(D)=PDR(p+1)(n−s),

ïðè÷îìó ñòîâïöi ìàòðèöi PDu óòâîðþþòü
ïîâíèé áàçèñ ÿäðà Ker(D) . ×åðåç PD∗v áó-
äåìî ïîçíà÷àòè (v × m) -âèìiðíó ìàòðèöþ,
v = m − r , ðÿäêàìè ÿêî¨ ¹ ëiíiéíî íåçàëå-
æíi ðÿäêè ìàòðèöi PD∗ , ÿêà, â ñâîþ ÷åðãó,
¹ îðòîïðîåêòîðîì ç ïðîñòîðó Rm íà íóëü
ïðîñòið Ker(D∗) ìàòðèöi D∗ :

PD∗ :R
m→Ker(D∗),

Ker(D∗)=PD∗R
m,

ïðè÷îìó ðÿäêè ìàòðèöi PD∗v óòâîðþþòü
ïîâíèé áàçèñ ÿäðà ìàòðèöi D∗ .

Òàêèì ÷èíîì, ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè
îñíîâíèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 1. Ðîçâ'ÿçêè âèðîäæåíî¨ ëi-
íiéíî¨ ñèñòåìè (1) ç iìïóëüñíîþ äi¹þ (2),
ÿêi çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó óìîâó (3), iñíó-
þòü òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òü-
ñÿ óìîâà (13). Ïðè öüîìó çàäà÷à (1)-(3) ìà¹
u -ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ

x(t) = x(t, ξ) =





x0(t, c
∗
0(ξ)), t ∈ [τ0, τ1],

xi(t, c
∗
i (ξ)), t ∈ (τi, τi+1],

äå i=1, p , c∗j(ξ)∈Rn−s , ξ ∈ Ru , j = 0, p ,

xj(t, ξ) = Xn−s(t)c
∗
j(ξ)+

+
t∫

τj

Xn−s(t)Y
∗
n−s(σ)f(σ)dσ−

−Φ(t)

(
q−1∑
k=0

Ik dk

dtk
R(t)

)
Ψ∗(t)f(t).

(14)

ßêùî âèðîäæåíà iìïóëüñíà êðàéîâà çà-
äà÷à (1)-(3) íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ, òî çà äîïî-
ìîãîþ êåðóâàííÿ iìïóëüñàìè òà êðàéîâèìè
óìîâàìè ¨¨ çàâæäè ìîæíà çðîáèòè ðîçâ'ÿ-
çíîþ. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âêàçó¹ çíà÷åí-
íÿ α , ïðè ÿêèõ âèðîäæåíà êðàéîâà çàäà÷à
(1)-(3) ïðè áóäü-ÿêèõ f(t) áóäå ðîçâ'ÿçíîþ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f(t) ∈
C[a, b] âèðîäæåíà êðàéîâà çàäà÷à (1)-(3),
áóäå ðîçâ'ÿçíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

α = Q+Qβ,

äå Q = PD∗v .
Äîâåäåííÿ ìîæíà ïðîâåñòè ïîäiáíî äî

äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 [3] .
Çàóâàæåííÿ 1. Ó íåêðèòè÷íîìó [2] âè-

ïàäêó � êîëè PD∗ = 0 , òîáòî âiäïîâiäíà
îäíîðiäíà êðàéîâà çàäà÷à (ïðè f(t) ≡ 0 ,
α = 0) ) ìà¹ òiëüêè òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿ-
çîê, òîäi ïðè äîâiëüíèõ çíà÷åííÿõ f(t) ,
αj , j = 0, p êðàéîâà çàäà÷à (1)-(3) ìà¹
u -ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿäó (14).

Çàóâàæåííÿ 2. Àíàëîãi÷íi çàäà÷i ðîç-
ãëÿäàëèñÿ â ïðàöÿõ áàãàòüîõ àâòîðiâ. Ïîðiâ-
íÿ¹ìî îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ç äåÿêèìè ðàíi-
øå âiäîìèìè.

Òàê, äëÿ âèðîäæåíî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨
ñèñòåìè ó âèïàäêó âiäñóòíîñòi iìïóëüñíèõ
çáóðåíü ìà¹ìî, ùî D = `Xn−s(·) ¹ (m0 ×
(n − s)) -âèìiðíîþ ìàòðèöåþ: D =

p∑
j=0

Gj i

îòðèìó¹ìî ðåçóëüòàò, îäåðæàíèé â [3] .
Ïðè B(t) = E îòðèìó¹ìî ñèñòåìó çâè-

÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íîðìàëü-
íîãî âèãëÿäó ç iìïóëüñíîþ äi¹þ, ÿêà áóëà äå-
òàëüíî ðîçãëÿíóòà â áàãàòüîõ ðîáîòàõ. Çîê-
ðåìà, â [4-6] äîñëiäæåíi iìïóëüñíi ñèñòåìè
êîëè Mi ¹ n -âèìiðíèìè îäèíè÷íèìè ìàò-
ðèöÿìè, à Ni � íåâèðîäæåíi ìàòðèöi, â [7] �
ëiíiéíà äâîòî÷êîâà êðàéîâà çàäà÷à ç îäíèì
iìïóëüñîì, ÿêèé çàäà¹òüñÿ íåâèðîäæåíèìè
ìàòðèöÿìè, â [8] � êîëè ìàòðèöi Ni ¹ âèðî-
äæåíèìè. Íàðåøòi, îäåðæàíi â äàíié ðîáîòi
ðåçóëüòàòè àíàëîãi÷íi äî îäåðæàíèõ â [9].
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